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Résumé

Dans la plupart des approches pour le raisonnement en
présence d’incohérence, en particulier celles basées sur la
sélection de sous-ensembles cohérents de formules, une hy-
pothese sous-jacente est que des formules différentes sont
liées par un lien moins fort qu’une conjonction logique.
Dans le cas ou elle est cohérente, une base de croyances
B = {®1,...,pn}, OU les o, sont des formules proposi-
tionnelles, est équivalente & labase B’ = {1 A ... Ay}
En revanche, dans le cas ou cette conjonction est inco-
hérente, ces deux bases ont typiquement des ensembles
de conséquences distincts. Cela illustre le fait que la vir-
gule utilisée dans la base B est un connecteur particulier,
différent de la conjonction. Nous proposons dans ce tra-
vail d’étudier une logique comportant un tel connecteur
“virgule”. Ce cadre permet de fournir une sémantique a
ce connecteur et de généraliser un certain nombre d’ap-
proches permettant de raisonner en présence d’informa-
tions contradictoires.

Mots Clef

Raisonnement en présence d’incohérence.
Abstract

In many frameworks for reasoning under inconsistency, in
particular those based on the selection of consistent sub-
sets of the given belief base, it is implicitely assumed that
the formulas from the base are connected using a weak
form of conjunction. When it is consistent, a belief base
B = {1, ...,en}, where the ; are propositional formu-
las, is logically equivalent to the base B’ = {(p1A. . .Ap, }.
However, when it is not consistent, both bases typically
lead to different conclusions. This illustrates the fact that
the comma used in base B has to be considered as a addi-
tional connective, and not as a simple conjunction. In this

work we define and study a logic with such a “comma”
connective. We give it a semantics and on this ground, we
generalise several approaches for reasoning from incon-
sistent beliefs.
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1 Introduction

Il'y a plusieurs situations assez différentes ou on peut étre
conduit & travailler avec des ensembles de formules inco-
hérentes (voir par exemple [BHO01] pour une classification
fine de ces situations) ; par exemple :

— plusieurs experts ou capteurs qui fournissent des don-
nées conflictuelles;

— plusieurs avis divergents concernant I’évaluation d’un
objet ou d’un candidat ;

— plusieurs contextes ou plusieurs régles simultanément
applicables dont les conclusions sont contradictoires;;

— les hypothéses de bon fonctionnement simultané de
composants d’un systeme dont la conjonction est contra-
dictoire;

— plusieurs critéres conduisant a des préférences incompa-
tibles pour un agent donné;

— plusieurs agents dont les préférences sont incompatibles.
Il faut bien noter que pour les quatre premiers items il s’agit
de raisonnement a partir de croyances (contradictoires)
tandis que pour les deux derniers items il s’agit de déci-
sion a partir de préférences (conflictuelles).
Tout agent doté de capacités déductives suffisantes doit re-
noncer a exploiter sa base de croyances des que celle-ci
est incohérente : en effet, a partir d’une base de croyances
incohérente, la relation de déduction classique permet d’in-
férer n’importe quelle formule du langage (principe connu
sous le nom de ex falso quodlibet sequitur).



Quelle attitude raisonnable peut-on alors envisager face a
une base de croyances incohérentes ? On peut élaborer une
taxonomie de ces attitudes.

— attitude active. L’agent cherche a résoudre les incohé-
rences, c’est-a-dire a les identifier (on pourrait presque
dire “débugger la base de croyances”), en effectuant des
actions de prise d’information (des tests) qui, idéale-
ment, rendront in fine la base de croyances® cohérente.
\oir par exemple [LMO00a, LDOQ].

— attitude passive. L’agent n’aura pas de nouvelles infor-
mations lui permettant de I’aider & raisonner avec I’inco-
hérence. 1l doit se débrouiller tant bien que mal avec sa
base de croyances, et rien d’autre.

Intéressons-nous a ce second type d’attitude : puisqu’il
faut de toute fagon s’arranger pour réduire I’ensemble des
conséquences déduites des informations de la base (par
rapport a ce que ferait la logique classique), il n’y a en
définitive que deux solutions : soit on affaiblit les infor-
mations de la base de croyances de telle maniere que leur
conjonction devienne cohérente, soit on affaiblit la relation
de conséquence logique?.

Affaiblir la déduction conduit a la famille des logiques pa-

raconsistantes. Affaiblir les informations conduit a plus-

ieurs familles d’approches :

— affaiblissement par inhibition. C’est la méthode la plus
ancienne. Elle consiste a calculer d’abord des sous-
ensembles de la base de croyances B cohérents et maxi-
maux pour un critére qui est a définir. Cette facon de
procéder remonte a [RM70]. Le critére le plus naturel est
celui de I’inclusion : une sous-base maximale cohérente
est tout simplement une sous-base cohérente de B dont
tout sur-ensemble strict dans B est incohérent. Mais bien
d’autres critéres sont pertinents, qui tiennent compte par
exemple du nombre de formules satisfaites, d’une rela-
tion de priorité entre les formules ou d’une attribution de
degrés d’importance a chaque formule. Par ailleurs, il ne
suffit pas de se fixer un critere de sélection; il faut aussi
savoir ce que I’on fera des informations déduites a partir
des différentes sous-bases sélectionnées. Pour cela, on
introduit ce que Cayrol et Lagasquie [CLS94] appellent
un procedé d’inférence. Le plus courant consiste & infé-
rer une formule si et seulement si elle est déductible de
toute sous-base préférée (inférence dite “universelle” ou
“sceptique™)®.

— affaiblissement par dilatation : fusion d’informations.
L’affaiblissement par inhibition consistait a affaiblir les
informations de B en les transformant en défauts dont
la Vérité est plausible mais pas certaine : lorsqu’un dé-
faut n’est pas satisfait, peu importe la fagon dont il

1Sricto sensu, ce n’est pas la base de croyances initiale qui sera “ren-
due” cohérente, mais sa révision par les résultats des tests.

20n pourrait évidemment envisager de faire les deux a la fois.

3Des procédés plus faibles sont Iinférence “existentielle” (ou “crédu-
le”) qui consiste & inférer une formule si et seulement si elle est déductible
d’au moins une sous-base préférée, et I’inférence “argumentative”, qui
consiste a inférer une formule si et seulement si elle est existentiellement
inférable et sa négation ne I’est pas.

n’est pas satisfait (en d’autres termes, on ne fera pas
de distinction entre un défaut “violé de peu” et un autre
“violé de beaucoup™). Cette distinction est pourtant per-
tinente si I’on considére que I’ensemble des modéles
peut étre muni d’une structure de pseudo-distance : une
information sera d’autant plus insatisfaite par un monde
que la distance de ce monde au plus proche des mo-
déles de cette information est grande. Ce principe est
la base de la fusion de croyances a base de distances
[Rev97, LS98, KP98, KP02, KLMO02].

— affaiblissement par oubli de variables. I’idée sous-
jacente est que I’incohérence d’une base de croyances
peut étre causée par un exces d’information sur certaines
variables dont I’importance n’est peut-étre pas cruciale.
On peut alors se focaliser sur ces variables, simplifier
les informations en oubliant tout ce qui concerne ces va-
riables “responsables de I’incohérence” et parvenir ainsi
a restaurer la cohérence [LMOOb]. Oublier un ensemble
de variables dans une formule permet ainsi de I’affai-
blir tout en préservant un maximum de croyances sur les
variables non oubliées. Comme pour I’inhibition de for-
mules, le choix des sous-ensembles de variables a ou-
blier peut étre guidé par des priorités ou des pénalités
sur les variables (traduisant leur degré de pertinence).
On montre que I’affaiblissement par oubli de variables
généralise a la fois les approches par inhibition et les ap-
proches par dilatation.

Dans ces trois familles d’approches (inhibition, dilatation,
oubli de variables), on a en entrée du processus de rai-
sonnement non pas une formule logique au sens classique
du terme mais un ensemble (fini) de formules : en parti-
culier, I'inférence est définie comme une relation entre un
ensemble (fini) de formules et une formule. A contrario,
pour les logiques paraconsistantes comme pour la logique
classique, I’inférence peut étre définie entre une formule et
une autre.

Il faut ici éclaircir un point : la logique classique — et les
logiques en général — considerent aussi des ensembles de
formules (et il existe d’ailleurs certains systemes d’infé-
rence, en particulier pour la logique classique, qui sont des
systémes de réécriture entre ensembles de formules — par
exemple le calcul des séquents de Gentzen). Cependant ces
ensembles de formules sont toujours interprétés conjonc-
tivement. En particulier, les conséquences logiques d’un
ensemble fini de formules A coincident avec les consé-
quences logiques de la formule A A qui consiste en la
conjonction de toutes les formules de A.

Il n’en va pas de méme pour les approches du traitement
de I’incohérence par affaiblissement! Ainsi, qu’il s’agisse
d’approches par inhibition de formules, de fusion ou d’ou-
bli de variables, I’ensemble {a,—a,b} n’a typiquement
pas le méme comportement vis-a-vis de I’inférence que sa
conjonction {a A —a A b}. Ainsi, I’approche par inférence
“universelle” a partir des sous-ensembles cohérents maxi-
maux pour I’inclusion permet d’inférer de {a, —a, b} les
conséquences logiques de b tandis que seules les tautolo-



gies classiques peuvent en étre inférées de {a A —a A b}.

Ce comportement a souvent été qualifié de “dépendance
vis-a-vis de la syntaxe”, et les approches correspondantes
(que ce soit pour I’inférence a partir de bases de croyances
incohérentes, la révision des croyances ou le raisonne-
ment par défaut), ont elles été qualifiées de “fondées sur
la syntaxe” — en anglais “syntax-based”) [Neb91]; elles
ont parfois été critiquées pour cette méme raison [Dal88,
Win88] : le principe d’indépendance a la syntaxe énoncé
dans [Dal88] stipule que “la révision d’un état de croyance
doit &tre indépendant de la forme syntaxique de la base de
croyances représentant I’état de croyance (...)”. Ce prin-
cipe demande que le méta-théoréme de substitution de la
logique classique s’applique sans restriction. Ceci n’est pas
toujours désirable, en particulier toutes les logiques para-
consistantes rejettent ce principe.

Selon nous, tant cette dénomination que le reproche fait
aux approches qui en relévent, reposent sur un malentendu.
Pourquoi {¢, ¥} devrait-elle étre “équivalente” & {p A ¢}
pour I’inférence, sinon parce qu’on a fait I’hypothése im-
plicite que les ensembles de formules doivent étre identifiés
a leur conjonction? La dénomination “dépendance vis-a-
vis de la syntaxe” revient en effet & ne voir entre {, ¥} et
{®© A1}, qu’une seule différence syntaxique (tout comme
entre o A 1) ety A  en logique classique), ce qui signifie
qu’elles doivent étre tenues pour (sémantiquement) équi-
valentes. Mais, si I’on tient & cette équivalence, pourquoi
définir une base de croyances comme un ensemble de for-
mules plut6t que par une conjonction (rappelons qu’on est
dans un cadre fini, ce qui rend la chose possible) ? De sur-
crofit, il est surprenant de voir la “dépendance a la syntaxe”
comme une source de maux : cette dépendance n’est-elle
pas inhérente & tout formalisme logique? Si ¢ A ¢ n’est
pas équivalent & ¢ V ¢ (en général), n’est-ce pas la aussi
une affaire de syntaxe, entre autres ?

Allons un peu plus loin. Si les multiples approches fon-
dées sur la sélection d’ensembles maximaux cohérents
se sont montrées satisfaisantes, et si les relations d’infé-
rence qu’elles permettent de définir différent assurément
de I’inférence classique, c’est justement parce qu’elles in-
troduisent dans leur langage quelque chose qui n’existe pas
en logique classique : les ensembles de formules avec une
interprétation non purement conjonctive. Une fois que I’on
a noté que {¢, v} est une formule de ce langage, qui dif-
fere de {¢ A ¢}, on doit justement s’attendre & ce que
ces formules aient des comportements différents en ce qui
concerne I’inférence.

Le langage des approches que nous venons de mentionner
contient donc, en plus du langage propositionnel classique,
des ensembles finis de formules, qui ne peuvent pas étre ré-
duits a de simples conjonctions. Cela revient a dire que le
langage contient un connecteur supplémentaire : la virgule.
La mal-nommée “dépendance vis-a-vis de la syntaxe” se
reformule alors tout simplement par le fait que la virgule
et la conjonction sont des connecteurs différents. La vir-
gule n’est d’ailleurs pas définissable a partir des connec-

teurs “classiques”, comme on le verra plus loin — ce qui
renforce son statut de connecteur a part entiére.

Or, les nombreuses approches qui font appel a cette virgule
ne lui ont pas reconnu ce statut de connecteur, et ont donc
été hésitantes a franchir le pas de définir un langage dans
lequel les objets manipulés (ensembles finis de formules)
sont des formules au sens rigoureux du terme. C’est ce que
nous nous proposons de faire ici.

Une fois reconnu a la virgule son statut de connecteur,
il est alors trés facile (sinon immédiat) de définir un lan-
gage bien plus général ou la virgule s’imbrique librement
avec elle-méme et avec les autres connecteurs. Ce langage
sera défini formellement au paragraphe 3.1 (aprés quelques
préliminaires formels au paragraphe 2) ; nous lui associe-
rons une sémantique (au paragraphe 3.2) inspirée directe-
ment des approches existantes sur le raisonnement a base
de sous-ensembles maximaux cohérents : les modéles de
I’ensemble {1, . . ., ¢, } seront les interprétations (au sens
classique) qui satisfont un sous-ensemble maximal cohé-
rent (au sens de I’inclusion) de {¢1, ..., ¢, }. On donnera
au paragraphe 4 quelques tautologies de la logique ainsi
définie, et on étudiera ses aspects calculatoires et en parti-
culier sa complexité algorithmique au paragraphe 6.

Une telle extension ne constitue pas un simple exercice de
style, ou I’on se contenterait de définir un langage certes
bien plus expressif que les langages existants mais mani-
festement dépourvu de tout intérét. En effet, d’une part,
la généralité et I’expressivité de ce nouveau langage per-
met de réexprimer d’une fagon plus rigoureuse divers pro-
blémes d’inférence a partir de bases de croyances incohé-
rentes, de révision des croyances ou de raisonnement non
monotone; et d’autre part, il permet d’exprimer des infor-
mations qui ne peuvent pas I’étre dans les langages qui ne
reconnaissent pas a la virgule son statut de connecteur. Ces
arguments sont développés au paragraphe 5.

Enfin, on remarquera que le choix que I’on aura fait au pa-
ragraphe 3.2 pour la sémantique des ensembles de formules
n’est pas le seul possible : puisqu’il existe de nombreux cri-
téres pertinents pour la sélection de sous-ensembles maxi-
maux cohérents, il existe également plusieurs interpréta-
tions pertinentes du connecteur virgule. Par souci de conci-
sion, les premiers paragraphes de I’article reposent sur le
choix correspondant a la maximalité pour I’inclusion (qui
est le plus fréquent et le plus naturel) ; d’autres interpréta-
tions pertinentes, faisant intervenir la cardinalité, des prio-
rités ou des pondérations, seront plus brievement évoquées
au paragraphe 7, avant que de nouvelles perspectives ne
soient ouvertes en conclusion.

2 Préliminaires

On considére un ensemble fini de symboles propositionnels
PS. Lpg est le langage propositionnel construit & partir de
PS, des constantes T (vrai) et L (faux) et des connecteurs
classiques {A,V,—} de la maniere usuelle. Les formules
de Lpg sont notées par des lettres grecques ¢, 1, etc.

Une interprétation est une fonction totale de PS dans



{0, 1}, vue aussi comme I’ensemble de tous les symboles
de PS qu’elle satisfait. M pg dénote I’ensemble des in-
terprétations pour PS. Une interprétation M est un mo-
dele d’une formule ¢, noté M [ ¢, si et seulement si
elle la satisfait (i.e. la rend vraie). Mod(¢) dénote I’en-
semble des modeles de la formule ¢, i.e. Mod(¢) = {M €
Mps | M = ¢}

C dénote I’inclusion stricte. Soit B = {¢1,...,¢,} uUn
ensemble fini de formules de Lpg, et soit B’ C B. On
note A B’ = A{y: |p: € B'}. B’ est un sous-ensemble
cohérent de B si et seulement si /A B’ est cohérent. B’ est
un sous-ensemble maximal cohérent (ou maxcons) de B
si et seulement si B’ est cohérent et il n’existe pas de B”
cohérent tel que B’ ¢ B” C B. On note MaxCons(B)
I’ensemble des sous-ensembles maximaux cohérents de B
Les résultats de complexité que nous donnons dans cet ar-
ticle font mention de certaines classes de complexité de la
hiérarchie polynomiale, ainsi que la classe PSPACE. Les
résultats de complexité n’étant pas cruciaux dans cet ar-
ticle, nous renvoyons le lecteur a [Pap94] pour plus de dé-
tails sur ces définitions.

3 Un langage avec une virgule, et sa
sémantique

3.1 Langage

Commencgons par définir le langage de cette logique “a vir-

gule”.

Définition 1 Le langage L4 “%est défini inductivement
comme suit :

—- PSU{T, L} C Ly,

~sip e Lyg9ety € L5 alors —p, A, o Vb

appartiennent a LV”" ;
—sin>0et{p1,...,ont C z;gg alors {(p1,...,0n)
appartient a LV”".

Clairement, le langage LV""est une extension de Lpg
dans laquelle on a donné a Ia virgule son statut de connec-
teur & part entiére. Il faut bien noter I’importance des dé-
limiteurs ( et ) (qui ne doivent surtout pas étre confondus
avec des parenthéses!), qui est due au fait que, dans la sé-
mantique que nous allons bientdt donner, le connecteur vir-
gule n’est pas associatif : {1, (2, ©3)) ne sera en général
pas équivalenta ({¢1, a2), p3) Niad {1, Y2, p3) ; en consé-
quence, les formules du type (¢1, . .., @) Ne sont pas des
formules de LV”" toute occurrence du connecteur virgule
doit étre située entre des délimiteurs "/ (" et ).

On définit la profondeur d’une formule de £,,2, et les

langages {£ )2 n e N}, comme suit :

Définition 2

- sipe PSU{T, L}alorsprof(y) =0;

= prof(—p) = prof(¢);

-prof(e N @) =
max(prof(p), prof (¥)) ;

prof(e VvV 1) =

—prof({¢1,-..,¢n)) =max;—1._,prof(e;) + 1.

Pour n € N, on définit le langage LVZT"["] comme I’en-
semble de toutes les formules de LZVnge profondeur infé-
rieure ou égale a n.

On vérifie aisément que cette définition inductive est bien

fondée; et quen outre, Lpa? = N Lpa’™ et

ngg[o] — L:PS

Enfin, pour tout n > 1 on définit le langage £,

(ensemble des formules simples de profondeur n) comme

le sous-ensemble de Ev””g["] composé des formules de la

forme (p1,...,9k), OU ¢1,..., ¢k sont des formules de

£Viron=1 | cest-a-dire I’ensemble des formules de pro-

fondeur n ot la virgule est le connecteur principal.

Voici des exemples de formules de £,59, ou PS =

{a,b,c}:

-1 =aAbA(-bVc)A—c;

- pa={(aAb,—-bVc,c);

—@p3=-cA{aANb-bVc);

— @4 ={(a,aNb,(=bV ¢,7c));

- s =(aAbV{c,aVb,-c), (=bVc,—c) A (—a,{c,a A
b))V (b A(—cVa), (b)),

Vw g[s,n]

- w6 =(a,aNDb,T,L1);

—<p7—<>

- w8 = ().

On a prof(p1) = 0; prof(p2) = prof(es) =

prof(pe) = prof(er) = prof(ps) = 1;prof(ps) = 2;
prof(ps) = 3. Notons aussi que o € EV”“"[S’” (de
méme que g, 7 et pg) et que v € Lv”g ° 3]

3.2 Sémantique

Définition 3 =y (satisfaction d’une formule de £,2“par

une interprétation) est la relation sur M pg x E;ZS”’ définie

inductivement par :

- MEyT,

- M vl

a € PS, M=yasietseulementsia € M ;

— MEy—sietseulementsi M Hyp;

My A sietseulement si M=y p et M=y ;

MEve Vi sietseulementsi MEypou MEyy;

- My (p1,...,0n) si et seulement si il n’existe pas
d’interprétation M’ € Mpg tel que {i | M=y}
contienne strictement {i | M =vp;}.

On introduit la notation suivante :

Définition 4 Lorsque ¢ = {(p1,...,pn) €t M € Mpg,
on note Filter(M,¢) = {i| MEvp;}.

La derniére condition de la définition 3 peut alors s’écrire :
Si o = (p1,...,pn) alors M=y si et seulement si il
n’existe pas de M’ € Mpg tel que Filter(M’, o) D
Filter(M, p).

On note Mody (¢) = {M € Mpg | M=ve}. Une for-
mule de Lv”gest cohérente (ou satisfaisable) si et seule-
ment si Modv(cp) # 0, et valide si et seulement si



Mody(p) = Mpg. Si ¢ et ¢ sont deux formules de
Eggfg, on dit que v est conségence de ¢ (noté gy 1)) si et
seulement si Mody (¢) € Mody (1). Lorsque ¢ = T, 0on
note simplement =yv au lieu de T |=y%. On dit que deux
formules ¢ et ¢ de Eﬁg-" sont équivalentes, noté p =y 1,
si et seulement si on a p=y 1 et Y=y .

On remarque que la restriction de =y aux formules de pro-

fondeur 0 coincide avec la relation de satisfaction classique

.

4 Quelques propriétés

Nous allons dans ce paragraphe donner les principales pro-
priétés logiques du connecteur virgule, et voir en particulier
comment celui s’articule avec les autres connecteurs.

Il faut d’abord noter que, contrairement aux autres connec-
teur, le connecteur virgule n’est pas vérifonctionnel : la va-
leur de vérité de (p1, ..., v,) dans M ne peut étre déter-
minée lorsqu’on connait seulement les valeurs de vérité de
chaque ¢; (i € 1...n) dans M.

Nous allons a présent donner quelques propriétés triviales,
mais illustrant bien le comportement de cet opérateur. La
définition 3 implique immédiatement les propriétés sui-
vantes :

Pour toute permutation o de {1, ...,n},
<(,01, RN (pn> est équivalente a <g00(1), RN @a(n)) (1)

VksiViel...kp, =y ¢, alors

<9017"'550k5"'550n>:‘/<90/17--.550;ca"'550n> (2)

<991;---7(}915902;---;90n>5l/<9017---;90n> (3)

La propriété suivante exprime qu’une formule de
£yl est toujours cohérente?.

V>0 (g1, ) o L (4)

Et plus précisément, lorsque n = 1 :

() est équivalente a ¢ si ¢ est cohérente, et & Tsinon.
(%)

On aen particulier () =y (L) =y T.
En outre, il n’existe pas en général de lien déductif entre
une imbrication de virgules et leur version “dépliée” ; ainsi,
en général,ona:

({015 0n)s (Y1, ¥m)) Fov
<9017---a90mw17---a1/}m> (6)

Par exemple, ({a,b), (—a,c)) Fv{a,a,b,c). Cette pro-
priété est a mettre en rapport avec I’équation (14), puisque
cette derniére est un cas particulier de la propriété ci-dessus
ou I’implication est vérifiee.

4Ce qui n’est évidemment pas le cas des formules de C;;Tg.

En général, on a aussi :

77/)m> #V
<<<P1,---,@n>a<1/}17---7¢m>> (7)

<S015"'7¢n5w15"'

Par exemple, (a, —a, b, ¢) v {({(a, b, 0a), (-a,c)).
Indiquons & présent comment ce connecteur s’articule avec
les autres. Un premier résultat montre que le connecteur
virgule se situe en quelque sorte entre la conjonction et la
disjonction.

1A ANEEV{(e1, - 0n) (8)

Sip1 V...V, FEyvLalors
(1, on)EVELV ... Vo (9)

On peut donc considérer le connecteur virgule comme une
conjonction “faible”, dans le sens ou celui-ci donne le
méme résultat que la conjonction lorsque celle-ci est co-
hérente, mais donne tout de méme un résultat cohérent
lorsque cette derniére est incohérente. De plus dans le cas
ou toutes les formules sont deux a deux contradictoires, la
virgule donne le méme résultat que la disjonction.

Il est également instructif de considérer ce que donne le
connecteur virgule avec deux formules, pour expliquer ce
comportement :

@ A1) si cohérent, sinon
{p,¥) =v ¢ V1 sicohérent,sinon (10)
T

I n’est donc pas surprenant que le connecteur virgule s’ar-
ticule trés bien avec la conjonction.

(@1, on) NoEvI(PL Aw, .o on Ap) (11)

En général, ona:

(P1LAN@ o N@) FEvipr, - on) A (12)

Par exemple, (a A —a,b A —a) v {a,b) A —a. De plus,
on a le méme résultat négatif en toute généralité lorsque
{p1,- -, pn) Ap est cohérent, comme le montre I’exemple
(a A\ =b,—a A =b,—a A —by Hy(a,—a V b, —a) A —b.

On a aussi :

71/)m>':V<901 /\1/}17" i
;Sﬁn/\i/)h---a@n/\wm> (13)

<9015-'-7§0n>/\<1/)1,...
©1L AU,

L’implication réciproque n’est pas vérifiée, puisque par
exemple (a A —a) Fv(a) A (—a).

(@1, 0n) A1, ) By
<9915"'7(}9n51/}15"'7¢m> (14)



Voyons a présent quelles sont les relations entre la virgule
et la disjonction.

Si ¢ est cohérent, alors
(P1Ve,...,on Vo) =v (1 Ao Apn) Ve (15)

Ce qui donne donc :

(b1 Voo,on VoolEvien - en) Vo (16)

L’implication réciproque n’est pas Vérifiée, puisque par
exemple (a, b, =b) V —a Fv{(a V —a,bV —a, —bV —a).

5 Expressivité

Pour illustrer I’utilité d’inclure un tel connecteur virgule
dans le langage, nous allons montrer dans ce paragraphe
un ensemble d’approches qui peuvent étre capturées par ce
moyen.

5.1 Inférence sceptique

Une des méthodes les plus communes pour le raisonnement
apartird’ un ensemble de formules globalement incohérent
et de sélectionner les sous-ensembles maximaux (pour I’in-
clusion ensembliste) cohérents (dits maxcons) de formules
(voir [RM70Q] par exemple). L’inférence sceptique (ou in-
férence “universelle”) est alors définie comme I’ensemble
des inférences classiques communes a tous les maxcons,
soit :

Definition 5
A by pssiVM € MaxCons(A),M = ¢

Cette inférence sceptique est directement capturée par le
connecteur virgule :

Proposition 1

{01,y on} Py @ssi (o1, ..., on)EVe

5.2 Inférence crédule

A partir d’un ensemble de maxcons, on peut également dé-
finir I’inférence crédule (ou inférence “existentielle”), qui
permet d’inférer une formule si au moins un maxcons I’in-
fere classiquement.

Définition 6 Soit un ensemble de formules A,
A bz pssidM € MaxCons(A),M = ¢

Cette inférence peut également étre traduite dans le cadre
de la logique de la virgule :

Proposition 2

{o1,.. ., ont Fa@ssi(o1,...,0n, ) Ao FvL

5.3 Défauts super-normaux

La logique des défauts super-normaux [Bre89], mais aussi
les “approches syntaxiques” de [Neb91, Poo88] peuvent
étre expliquées de la fagon suivante : soit un couple
(B, Bg), ou B et B, sont deux ensembles finis de for-
mules. B est I’ensemble des faits (ou contraintes dures),
qui est toujours supposé cohérent. Et B, est un ensemble
de défauts, c’est-a-dire un ensemble de formules que I’on
désire ajouter aux faits, si cela ne donne pas d’incohérence.
By est souvent incohérent avec B.

Une extension est un sous-ensemble de formules de BUBy
qui contient toutes les formules de B et un maximum de
formules de B, (pour I’inclusion ensembliste). L’ensemble
de toutes les extensions est donc défini par
Extens((B,Bg)) = {E|E C BUBsetBC EetE -
LetVE'tq. EC E'CBUBg, E' = 1}.

L’inférence a partir d’une telle structure (B, By) est définie
par :

Définition 7
(B,Bg) Fp ¢sSiVE € Extens((B,Bg)), E E ¢
Cela se traduit également facilement dans la logique de la

virgule (I’ensemble des faits est cohérent et peut donc étre
considéré conjonctivement, i.e. B = A B):

Proposition 3

(B,{¢1,---yon}) FD @sSi {(p1 AB,...,on A B)=vp

Finalement, on peut noter que la circonscription peut étre
codée comme une inférence a partir de défauts super-
normaux, elle est donc récupérée également comme cas
particulier de cette logique & virgule.

5.4 Révision de croyances

L’ opérateur de révision basique de Nebel [Neb91, Neb98,
FUV83] se définit comme suit :

Définition 8 Soit BLy = {M | M C BetM
petvVM'tg. M Cc M'C B,M' E ¢}
La révision basique est alors définie par :

BoNgo:( \/

MeB1l-yp

M)ANg

On peut alors calculer le résultat de cette révision avec la
logique de la virgule :

Proposition 4

{01, s onfon @ EUSSIi (01 Ap, ..., 0n Ap)EVH



5.5 Fusion de croyances

Pour le moment, les approches que nous avons montré ex-
primables dans la logique de la virgule ne requierent que
des formules de profondeur 1. Si on se permet d’imbri-
quer les connecteurs virgules, on gagne en expressivité et
cela nous permet de coder d’autres approches. Ainsi, la
fusion de croyances est par exemple exprimable dans ce
cadre. Supposons que nous désirions fusionner des bases
de croyances (ou de préférences) en autorisant certaines
d’entre elles & étre incohérentes. Il est nécessaire dans ce
cas, si on veut prendre en compte ces bases incohérentes,
d’effectuer une premiére fusion intra-source pour extraire
une information pertinente de ces bases avant de réali-
ser une véritable fusion inter-source. Soit un ensemble de
bases E = {B1,..., B, } tel que pour touti € 1...n, on
a B; = {¢},..., ¢}, }. On peut alors définir la fusion de
ces bases comme :

AB) = (@15, @k ) {005, 0F)

Cet opérateur n’est pas définissable par les opérateurs de
fusion a deux étapes d’agrégation définis dans [KLMO2],
mais traite le méme probléme. Si on s’autorise d’autres
sémantiques pour la virgule (voir le paragraphe 7), on
peut alors capturer les opérateurs de fusion a deux étapes
d’agrégation.

6 Complexité algorithmique

Commengons par un résultat immédiat mais intéressant
pour la suite du paragraphe.

Proposition 5 Pour toute formule ¢ de £¥g"g, il existe une
formule v de L;g'gm = Lpg qui lui est équivalente.

La preuve de ce résultat tient en une ligne : ¢ est la formule
de Lv”g (unique a I’équivalence logique pres) telle que
MOd(%/J) = Mody (¢).

II n"est pas difficile d’exhiber un algorithme qui calcule une
transformée C'(¢) d’une formule quelconque ¢ de Egg",
i.e. une formule de Lpg équivalente a ¢. Lorsque ¢ €
Egg"g[s’”, c’est-a-dire ¢ = (p1,...,¢n), alors C(p) =
V{AB' |B" € MazCons({p1,...,¢n}} convient. Par
exemple, la transformée de (a A b, b V ¢, —c) ainsi définie
est ((aAb)A(=bVe))V ((aAb)A(—e))V((=bVe)A(—e)),
qui est équivalente & (a A b) V (=b A —¢).

Pour obtenir une transformée d’une formule de Ev”g 2
il suffit alors de commencer par calculer une transformee
de chaque sous-formule de ¢ qui est dans Lv”g =1 puis
de remplacer dans ¢ toute occurrence d’une formule de
cg%;g[s’” par la transformée calculée. Par exemple, une
transformée de —c¢ A (@ A b,—b V ¢,—c) est ¢ A ((a A
b) V (=b A —c)), qui est équivalente & —c A (a V —b).

Soit maintenant une formule de LZV”" de profondeur k. On
commence par transformer comme précédemment toutes

les sous-formules de ¢ qui sont dans Ev“g[é 11"- on obtient

ainsi une formule de profondeur n— 1, et on itére le proces-
sus jusqu’a obtention d’une formule de profondeur 0. Par
exemple, soit ¢ = (a,b, (—b V ¢, —c)) ; on commence par
transformer (—b V ¢, —¢) en =b A —c : au bout d’une itéra-
tion, on a donc la formule (a, b, ~b A —¢), qu’une seconde
itération transforme en (a A b) V (a A =b A —c), équivalente
aa A (bV o).

Une simple récurrence sur la profondeur des formules
montre que toute formule ¢ de L‘,V”g peut étre réécrite de
maniére équivalente (pour =v) en une formule proposi-
tionnelle classique, que I’on notera C'(¢). Le probléeme est
que la taille de C'(i) est en général exponentiellement plus
grande que la taille de ¢, et qu’il n’est donc pas possible
d’exploiter cette transformation pour dériver des résultats
de complexité pour L’,V”g Plus exactement, il n’est pas
possible d’associer a toute formule a virgule une formule
classique logiquement équivalente et de taille polynomiale
en la taille de la formule a virgule, sous les hypothéses
usuelles de la théorie de la complexité®.

Le probléme de la satisfiabilité dans £},4 “est évidemment
au moins aussi difficile que pour la logique classique (il est
donc NP-difficile). Que peut-on dire de plus? Commen-
gons par £}, 91,

Proposition 6 Le probléeme de satisfaisabilité¢ dans
L7 est 328-complet.

Preuve : on commence par montrer que le probléme de vé-
rification qu’une interprétation M satisfait une formule ¢

de Lv"gm est dans AL. En effet, soit V() I’ensemble

des sous-formules de o qui appartiennent a LV”“ A
c’est-a-dire de la forme (¢, ...,4¢,) ou les v; sont des
formules de Lpg. Posons Vi (¢) = {aa, ..., a4} Décider
si M=y« est dans coNP, puisqu’il suffit, pour montrer
que M Hv «;, de deviner une interprétation M’ puis de vé-
rifier que Filter(M’, ) D Filter(M, ). Or, vérifier que
M=y ¢ peut étre résolu par I’algorithme non-déterministe
suivant :

1. pouri =1jusqu’aq:
2. si M):\/Oéi

3. alors remplacer «; par T dans ¢
4. sinon remplacer o; par L dans ¢;
5. fin (pour)

6. vérifier que la formule ¢’ obtenue aprés les ¢ rempla-
cements effectués est satisfaite par M.

Le test a I’étape 2 fait appel a un oracle NP, et les autres
étapes sont résolues en temps polynomial. Par conséquent,
vérifier que M =y ¢ peut étre résolu en temps polynomial &
I’aide d’un nombre polynomial d’appels a I’oracle, ¢’est-a-
dire qu’il est dans AL. Maintenant, vérifier qu’une formule
 est satisfaisable consiste a deviner une interprétation M
et a vérifier que M=y : le probléme de satisfiabilité dans

5Ce résultat est une conséquence directe de la non-compilabilité de la
circonscription [CDLS99].



£} est donc dans NPA% = NP — NpNP = 5.
Quant a la XZ-difficulté du probléme de satisfaisabilité
dans £}, ¢’est un corollaire de la Proposition 2 et de
la >8-difficulté de I’inférence crédule a partir de sous-bases
maximales cohérentes [Neb98, CLS95].

<&
Qu’en est-il maintenant de la satisfaisabilité de formules
avec imbrication de virgules ? Une application itérée de la
preuve précédente nous conduit facilement au résultat sui-
vant :

Proposition 7 Le probléme de satisfaisabilit¢ dans
LY7o est dans DN

Nous n’avons pas de preuve de P, -difficulté pour ce
probléme (mais nous le conjecturons). Pour le cas général
ou la profondeur n’est plus bornée, on a le résultat suivant :

Proposition 8 Le probléme de satisfaisabilité dans ngg

est dans PSPACE.

En effet, une conséquence immédiate de la Proposition 7
est qu’il existe une réduction polynomiale du probleme de
satisfaisabilité de £},% ?vers le probléme QBF.

La encore, nous n’avons qu’un résultat d’appartenance
mais il nous manque la PSPACE-difficulté (que nous
conjecturons).

Quelques commentaires sur ces résultats. Tout d’abord, le
fait que la satisfaisabilité dans £},279!") soit au second ni-
veau de la hiérarchie polynomiale et pas au-dela est plu-
tot une bonne nouvelle. En effet, on savait (depuis le pa-
ragraphe 5) que les problemes d’inférence “universelle” ou
“existentielle” peuvent étre réduits en temps polynomial en
des problémes de satisfaisabilité ou de validité de formules
de £ ; la satisfaisabilité dans £}, *!"' ne peut donc
pas étre en-deca du second niveau. Le fait qu’elle ne soit
donc pas non plus au-dela montre que le gain d’expressi-
vité du langage obtenu en passant de ngg[s’l] a z;g"g[”
ne s’accompagne pas d’un saut de complexité.

Que le niveau d’imbrication de la virgule s’accompagne
(vraisemblablement) d’un saut de complexité n’est pas sur-
prenant (on peut remarquer un phénomene similaire avec
le niveau d’imbrication des conditionnels, voir notamment
[EG93]). Cette difficulté (qui se confirmerait si nous avions
établi les résultats de difficulté que nous avons conjectu-
res!) ne doit pas nous empécher de rechercher des algo-
rithmes pour déterminer si une formule de £},5 7 est satis-
faisable ou non. On a indiqué au debut de ce paragraphe
que la transformation d’une formule de £,5 en une for-
mule de Lpg était en général exponentielle : c’est en tout
cas ce qui se passe dans le pire des cas. En pratique, il se
peut que cette transformation puisse étre effectuée, totale-
ment ou du moins partiellement, en limitant I’explosion en
espace. Par “effectuer cette transformation partiellement”,
nous voulons dire qu’il est possible de n’appliquer la trans-
formation précédente que pour les niveaux les plus internes
d’imbrication de la virgule (c’est-a-dire de s’arréter avant
les prof () itérations nécessaires).

7 Variations sur la sémantique de la
virgule

En posant la définition 3, nous avons choisi d’interpréter la
satisfaction de (1, ..., ¢,) comme la satisfaction par M
d’un sous-ensemble de {1, ..., y,} maximal pour I’in-
clusion. Nous allons maintenant plus brievement proposer
quelques autres définitions pertinentes et examiner leurs
conséquences les plus immédiates.

7.1 Maximalité “non triviale” pour I’inclu-

sion

Une particularité avec la sémantique de (1, .. ., ¢, ) don-

née au paragraphe 3.2, apparait dans le cas dégénéré ou

toutes les formules ; sont incohérentes — ce qui signi-
fie que MaxzCons({p1,...,¢n}) est vide, et par consé-
quent que toute interprétation M satisfait (trivialement)

(01, ,0n). {¢1,-..,0,) est donc dans ce cas équiva-

lented T.

Une conséquence de cet état de fait est que () n’est pas

toujours équivalente a ¢ (cf. paragraphe 4) : plus précisé-

ment, () est équivalente & ¢ si et seulement si  est cohé-
rente, et équivalente a T sinon. Ce n’est un probléme que
si I’on désire, pour étre en accord avec I’intuition, que ()
soit équivalente a . Dans ce cas, il est facile de modifier
la définition de =y pour garantir I’équivalence de () et

o dans tous les cas de figure : il suffit de remplacer, dans

la définition 3, I’item définissant M=y (p1, ..., ) par

celui-ci :

- MENT(p1,...,0n) si et seulement si {i | M=y e;}
est non vide et il n’existe pas d’interprétation M’ €
Mpgs tel que {i | M'=vp;} contienne strictement
{i| M=vei}.

Avec cette nouvelle définition, la propriété (4) n’est évi-

demment plus vraie; la plupart des autres propriétés res-

tent inchangées, et certaines peuvent étre renforcées : ainsi,

dans (9), on n’a plus besoin de la condition “si @1 V...V

wn ¥ 17, (10) devient

| @A sicohérent
iy ={ 20 G a7)

Les résultats de complexité restent inchangés.

7.2 Maximalité pour la cardinalité

On peut choisir, comme modéles de (1, ..., @), les in-
terprétations qui maximisent le nombre de formules ; sa-
tisfaites. Ce qui revient a remplacer, dans la définition 3,
I’item définissant M=y (¢1, . . ., @) par celui-ci :

- MEG(p1,...,0n) si et seulement si il n’existe pas
d’interprétation M’ € Mpg tel que |{i | M'=vpi}| >
(i | MEvei)].

Les propriétés données au paragraphe 4 sont peu affec-

tées par cette modification, mise a part I’idempotence :

(p1,01,92,...,pn) N'est généralement plus équivalente

a {1, p2,...,pn). Parexemple, (a, a, ~a) n’est pas équi-

valente & (a, —a).



Les résultats de complexité, quant a eux, sont profondé-
ment changés. Pour commencer, la satisfaisabilité d’une
formule de ng"g[” est dans AF(O(logn)) : étant don-
née une formule ¢ de Egg'g[l], considérons comme dans

la preuve de la Proposition 5, I’ensemble Vi(p) =

{aa, ..., a4} des sous-formules de ¢ qui appartiennent a
z;g"g[s’”. Pour chacune de ces formules «;, le nombre

maximal &; de sous-formules de «; simultanément satis-
faisables peut étre calculé par dichotomie sur le nombre
de sous-formules de «; : le calcul de chaque k; peut donc
étre réalisé en un nombre logarithmique (en la taille de «;)
d’appels a un oracle NP, et la suite des k;, en un nombre
polynomial (en la taille de ) d’appels a un oracle NP. Une
fois la suite des k; calculée, vérifier que M=y ¢ devientun
probléme polynomial : on remplace d’abord chaque sous-
formule «; par T si Filter(M,«;) = k;, et par L sinon,
puis on vérifie que M satisfait la formule de £Lpg qui en
résulte. Le probléme de satisfaisabilité dans £}, " avec
la sémantique définie par =5 est donc dans AL (il est en
fait facile, en utilisant un résultat de complexité de I’infé-
rence “universelle” avec critére de cardinalité [CLSS98],
de montrer qu’il est Ab-complet).

Or, ce procéde peut étre itéré, ce qui permet de montrer que
le probléme de satisfaisabilité dans £},5 avec la séman-
tique définie par = est Ab-complet. Il faut noter que le
saut de complexité (entre le premier niveau de la hiérarchie
polynomiale et le second) mis en évidence par [CLSS98]
lorsque I’on passe du critére de cardinalité au critere de
I’inclusion pour la sélection de sous-ensembles maximaux
cohérents, s’agrandit ici en un saut gigantesque (de A% a
PSPACE).

On peut par ailleurs montrer que, contrairement a ce que
I’on a établi dans le cas de =y, il existe une traduc-
tion de toute formule de £}5¢ en une formule équiva-
lente de Lpg, dont la taille est polynomialement bornée,
lorsqu’on choisit la sémantique correspondant a =§. La
preuve est constructive et s’appuie sur une fonction deed
transformation C' similaire & celle donnée au paragraphe
6 : on remplace d’abord toutes les occurrences des for-
mules o; = (p1,...,¢0n,) de cgg“g[s’” dans ¢ par les
formules de cardinalité [= k;] : (¢1,...,¢n,), qui Si-
gnifie qu’exactement k; formules parmi les n; formules
©1,...,@n, doivent étre satisfaites ; or, une telle formule
de cardinalité peut étre exprimée par une formule classique
de Lps qui lui est équivalente et dont la taille est de méme
grandeur, a une fonction polynomiale prés [BLS94]. Lité-
ration du processus conduit a une traduction polynomiale
de Egggvers L psqui préserve I’équivalence =$.

7.3 Seuil de satisfaction

On peut également renoncer a la maximalité (pour I’in-
clusion ou la cardinalité) du sous-ensemble de formules
satisfaites par une interprétation lors de la définition de
MEv{p1,...,¢n),enfixantunseuil p (0 < p < 1),eten
posant la définition :

— MEL (o1, o) ssi WLV >

Une approche utilisant un tel seuil a été proposée pour le
raisonnement en présence d’incohérence dans [CLOO], et
pour la fusion de croyances dans [EKMO03, Eve03].

Avec une telle sémantique, on peut montrer facilement que
la complexité de la satisfaisabilité décroit encore, pour de-
venir un probléme “seulement” NP-complet.

8 Conclusion

On a posé dans cet article des jalons pour une logique
qui considére la virgule comme un connecteur a part en-
tiére. Plus exactement, on a donné une définition séman-
tique d’une telle logique. On a donné quelques tautolo-
gies intéressantes de cette logique (et aussi quelques non-
tautologies intéressantes!), on a montré qu’elle permet de
réexprimer dans un langage unifié divers problémes de
raisonnement en présence d’incohérence, d’inférence non
monotone, de révision ou de fusion des croyances. On a
partiellement identifié la complexité de la satisfaisabilité
dans cette logique.

On a aussi montré comment donner encore plus de géné-
ralité & notre approche, en faisant varier la “sémantique de
la virgule”. Par faute de temps et d’espace, nous n’avons
pas recherché exhaustivement, parmi les propriétés consi-
dérées au paragraphe 4, quelles sont celles qui tiennent en-
core pour les différentes interprétations de la virgule. Nous
n’avons pas non plus expliqué comment introduire la no-
tion de priorité entre formules dans notre langage et dans
la sémantique associée — mais ceci ne pose aucun probléme
particulier.
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