
Algorithmes de Recherche du Gagnant dans une Négociation Combinée 

Grap h-B ased S earch Algorithms f or O p timal W inner D etermination 

������� �	��

��� ���

�����	����� ��� ��������� ��� � ����� � �
! � �#"��%$&"(')��*�� ���+� ���,��-+.&� �
/�0
1	230,� ��4 � ��')�+$5��6 230

7 ������-+�
������� �98 ��

��� ���;:=< � * � 8 >��

Résumé?A@5B�C�D�E;FG@
H3F�I D;JKE�LMBON�P5CMQGH+R3C+E+BSFKN5B�C(T�E;P�UV@�J WXN
H;I F Y�Z(E3C(T�E
H+E�D+YOE3H+D+YOE[T�P\WX@&WOBO@5BSF]T�@5B�C^P�BOE^BOR�WXN�D&I @�F�I N5B_Z`P�J�F�I a
@&WXE+BSF%D�N5Z`bOI BOR�E+cedeE3Cf@�J WXN
H;I F Y�Z(E3C�C+N5BSFeE3CgC+E+BSF�I E;J�JKE+Z(E+BSF
h N5BOT�R3C�C3P5HAJ�i E9U9Q)JKN
H+@�F�I N5BjT�EkWSH+@lQmYOE3CAF H+n3C�C;I ZMQ)JKE3C)QoN�P5H
JKE3CpI FKE+ZqCrQo@
H3FK@&WXR3CsE;FtBON5B�a Qo@
H3FK@&WXR3CrQoE3H�Z(E;F�FK@5BSF
Tei @�D�D�R;JKR3H+E3HuJK@vH+E�D+YOE3H+D+YOEVT�E3CAC+N�J�P�F�I N5B�CuNlQ)F�I Z(@�JKE3C�c%deE;F
@
H3F�I D;JKE,D�N5ZwZ(E+BOD�E,Tei @�bSN
H+TGQo@
H�I J�J�P5C3F H+E3H%D�E3Ce@�J WXN
H;I F Y�Z(E3C
x F H+@
y5E3HgCzP�B{E9USE+ZMQ)JKE|QoN�P5HzE+B�C3POI FKE}H+@lQ�QoN
H3FKE3H}JKE3C
H+R3C3P�J�FK@�F C~T�EsJKE;P5H~R3y5@�J�PS@�F�I N5B�E9U9QoR3H;I Z(E+BSFK@�JKE�C3P5H
J�i @lQ�Q)J�I D�@�F�I N5B{Tei N
H9WX@5B�I C+@�F�I N5B{T�Ezy5Ng�	@&WXE3C}�SPSE�BON�P5C
@
y5N5B�CqI ZMQ)JKR+Z(E+BSFKR�E 8

 

M o t s C l e f  � ��-��������;� � �+< �5.&��� � �
���;� � ���3�5.5-+� ����� .&�O8

 

A b st r a c t  ��B�F YSI C	Qm@�QmEgH�LX�%E�Q�H�EgC�E�B�FXF �%NAE�U5F E�B�T5E+TA@
J WON�H3I F Y5Z�C h N�H�F Y�E
N�QGF�I Zw@
Je��I B5B�EgH�T5E3F EgH9Z`I B�@
F�I N&BfQ�H�N
b5J E�Z�I B�D+N&Zqb�I B�@
F N�H3I @
J
@
P�D3F�I N&B5cq�5Y�EgC�E�@
J WON�H3I F Y5Z�Cu@�H�EVEgClC�E�B�F�I @
J J ��b�@�C�E+TjN&BjB�Eg�
W�H�@�QMY
C�N h C9Y�@�H�E+T�@&B�T_P
B
C9Y�@�H�E+T�I F E�Z�C9cj�5Y�EgC�E�W�H�@�QMY
C
Q�H�N�y&E+T^F N^b�E�@
b5J E�F N�C QmE+E+T^P�QzF Y�E�C�E+@�H�D�Y�N h N�QGF�I Zw@
J
C�N
J P5F�I N&B
C9cS��BuF Y�E h I HlCgF�Qm@�HgF�N h F YSI C�Qm@�QmEgH�L	�%E(I B�F H�N5T
P�D+EwF Y�E
B�Eg��@
J WON�H3I F Y5Z�CkF Y
H�N
P�W�Y]@&B]E�U�@&Z�QGJ E�ce�5Y�E�B&LG�%E�C9Y�N���F Y�E
H�EgCgP5J F CoN h F Y�E;I HoE�U�QmEgH3I ZwE�B�F @
JSEgy&@
J P�@
F�I N&B5c

 

K e y w o r d s ��"�-���� .&��� � �+< �5.&��� � �
�k� � ���3�5.&��� ����� .&�O8

 

1  I n t r o d u c t i o n  

')���u���#��� -+< ��*5���;�����
����$5��"
6��+< �5.&��� � �
���;�]$5�����+-�������-�����$&"
�5�3�&�����
�o>�.&��$5�;�w��"
�,<�� "
��� < � ������� .&��$5�k�&����*5���;�g8 � .&"
�,� < < "���� �����
-+�;�^$5��"
6z�+< �5.&��� � �
���;����.&"�������.&����-���.5� ���j<�� ��*5*�< � -+����� .&�
$O� .&���5����� ������� .&�V$5�(��.����3�5�;�,�+< �+-�� ��.&���  &"��&8�')��� ������*5*�< � -+����� .&�
*5���;�����
��� � �����+>�>���� � *�< "���� ��"
���k*5��.&¡�< �����;�k��.&�����`�����
�w-+�+< "��
$5��< �]���3�5.5-+� ����� .&��-+.&�`¡�� ���+��¢ 2�£ ���k$5��< �]���+-�������-�����$5�;�
�5�3�&�����
�K�g8\¤w��¡�� � "��+< < �������
� � "
�¥��.����3�5��"
�¦���
��.5� �§"
���
���+ &"�¨����w©,"
���w�3�5����-+�w$5�,��.����3�5�&8 � �,���+ &"�¨����w-+.&�
��� ���
���+� �����
-+���#���+� ����$5�����+� < �����+< �� &"��^< ����.&�`¡5����$O� ���#��¨��K� � < �;��$5�����;�
*5���+>������+�;� � < ��¡5"�$
�5��� � < ��� �
*������f< �� &"��+< � ����$5�;�=�����#��� -+�;�

��� ������$&"��g8 � ���#������������$5.5� �^�+< .&���ª>�.&"
�#��� ��"
�«*��+-�
��3�5�
-+.&�
���������
�[< �;�}�����#��� -+�;��$5��������$5�;�g8 � ������6����`*�< � � "
���
���+ &"�¨����^¬ � ����� ��­ � .&��$&���;��­ ®`��¯%°w.&�#
_©�*����#��� ��$&" 29±��&± ²�1515³
�����+-´$5��"
6µ�
"�� �K��$5�����ª"
�µ��¶&���+<^© � .&��$&���;� � ���^"
���
���;�����#������� .&��$5�u��.5� � "
���u*�.&"
�`"
�����������+� ���V©�®`��¯%°w.&�#
 � < �
��.&"
�O*�.&"
��"
�(¡5"�$
�5���X$5�,· 230
151
¸ $5.5� �S������.&"
�#������"
�����������`¡�< �
$5�^*5��.5$&"�� �K� � �K8 �&8�$5�;��¡�� < < ���K��$5��� ���+� �_.&"_$O� ����� .&� � "
���
���;�����#������� .&�($O� ��¶&���+<�����"
�(-+.&�
� �����O$5�%< .5-+����� .&�($5�o��.5� � "
���&8

')��� ���_��¹+-����ª���+-+�;�l��� ����< �ª���+-�������-�����$5�;�^���+� < < ��"
���;�
.5>�>����;��*����#����-+�+< < �;��������.&"
�#���+�;��*�����< �;��>�.&"
�#��� �l����"
����$5�
�����#��� -+�;�g8O')�`*5��.&¡�< �������;����® � ­�').&�`*�< ���e¢ /5£ ¢ 29²�£�� $5� >�>��������
�K�
� ��������"
6�.&�
�G�;�l���g����$5�`� ��.&"
�����o"
�u�+< �5.&��� � �
���( &"��X*5"�� �l���(< �
���;��.&"�$&���%���w"
�w�����`*S��*�.5< �
��.&��� �+<K8

� ������� ��.5$5�� &"�����.&"��=*5��.&*�.���.&���=*�.&"
�v���;��.&"�$&����-+�
*5��.&¡�< �����k���`¡��;������"
�e$5��"
6u������*��;�oºO< �w*5������� �����(-+.&����� �����(©
-+.&����� �#"�� ����$5�;�e�&����*5���;�o� ���;����� �`*�< �;�%©w*����#��� �e$5�;�%.5>�>����;�q»�< �
$5��"
6�� �������;���k"
����-+.&����� �#"�-���� .&��$5��<�� ���#¡5����$5�;�v��.5< "
��� .&���
.&*5��� ���+< �;�(���j���������#�����
�%$5�u-+�;�w�&����*5���;�`���e$5�;�q*5��.&*5��� �����;�
 &"�� .&�($5�+>�� ��� �#8

®`.��,�+< �5.&��� � �
���;�q��� ��*5*5"�� ���
�m�;�l�����
��� �+< < �������
�)��"
��¼ 2g½ $5�
��.&"
���+��"
6��&����*5���;�M*�.&"
�G< �;�m� �����k�M*����#���3�5�;�m���O��.&��­�*����#���3�5�;� �
¼ ²�½ $5�%��.&"
���+< < �;�m>�.&��-���� .&���m$O� .&��$5.&�
������-+�������
�X$5�;�m.5>�>����;�m���
¼ ³
½ < ��*5��.&*5��� �����A$5�f��� �5�&"�< ����� ���A$5�;�,� �����k�g8�')�;�,�+< �5.&��� � �
���;�
"
��� < � �����
�e��"��l���M*�< "���� ��"
���,����"
��� �����  &"��;�,*�.&"
�q�����+< � .&�����q< ��"
���
*�����>�.&�#������-+�;�(������.&�
�%�3�5�+< �������
�o¡��;���;����"
�w< �;�q� ��������"
6=$5�
¢ �5£ ¢ ¾ £ ¢ 2�15£ 8¿®`.&"���-+.&�`������À+.&���Á*����Â� < < "���� �����Â-+�;�
�+< �5.&��� � �
���;�e©q� �����������)"
�f��6����`*�< �w���X��.&"��o$5.&�
��.&���o������"�� ���
< �;�����;��"�< �����K�|$5�_< ��"
�^� �`*�< �������
������� .&����"
��<�� ��*5*�< � -+����� .&�
$O� .&���5����� ������� .&�V$5�(��.����3�5�;�g8�')�;���+< �5.&��� � �
���;��.&�
�G�����`���;�����;�
*�< "��`$5�u��� 6=-+���
�o>�.5� �g8 � �;�,���;��"�< �����K�w.&¡5�����
"��,��.&�
� �����
�o &"��
-+�;� �+< �5.&��� � �
���;� �����+< � .&�����
� �+>�>��+-���� ���������
� < �;�
*�����>�.&�#������-+�;�M$5�;�����+� < < ��"
���M�+< �5.&��� � �
���;�M�+-�� "��+< �g8

')���v���#��� -+< �^�;���v.&���5����� ���^-+.&�`���^��"�� �#8 � �^���+-���� .&� ²
*5���;�����
���A-+�;����.&"
���+��"
6��+< �5.&��� � �
���;��*�.&"
�,< �(���+-�������-����k$5�;�
��.5< "
��� .&���v.&*5��� ���+< �;�v���f< �;�v-+.&��-+��*5�K�v$5���&����*5���;�v$O� � �����k�
*����#���3�5�;�����\��.&��­�*����#���3�5�;�g8 � �¦���+-���� .&� ³ $5� ��-�"
���µ< �;�
��6
*������ �����
������� .&���«�+>�>��+-�� "��+�;�«���Ã"
��� < � �����
��<�� ��*5*�< � -+����� .&�
$O� .&���5����� ������� .&��$5�\��.����3�5�;�|�+< �+-�� ��.&���  &"��&8v')��� ���_���+-���� .&�
-+.&�`*������q-+�;�m�+< �5.&��� � �
���;�m��"
6(� ��������"
6k�+-�� "��+< �g8 � �q���+-���� .&�(Ä
-+.&��-+< "
�O-+�o� �������+� <�����*5���;�����
���% &"��+<  &"��;��*�������*��+-���� ���;�g8

  

 



2  A l g o r i t h m e s d e  r e c h e r c h e  d u g a g n a n t  

� �����_-+��� ������*5*�< � -+����� .&� � < �;�_� �����k�ª-+.&�#���;��*�.&��$5���
�^��"
6
$5� >�>��������
�K�j-+.&�`*�.������
�K�]$O� "
�^��.����3�5�^º($5��*�< �+-+�������
�K�v*����
� ���+� �f.&"�*����m����� .&�A���
� ���q$5��"
6A���#��¨��K� � ���;�����#������� .&���)$O� ��¶&���+<�©
-����+ &"������#��¨��A���A< .5-+����� .&��$5�j��.5� � "
���&8�')���#���+� ���V$5�;�V� �����k�
*���"
�����
�\¨�� ���«"
��� < � ���;��*�.&"
�}$5�+>�� ��� �}< �;�z-+.&�
� ���+� �
���;�}©
���;��*��+-������kº�< �A*5��� 6 � *5"�� �� &"���< �k¡5"�$
�5���o$5.5� �o¨�� ���k���;��*��+-�����»
< �;�¿$5�����;� � *5"�� �� &"��~< �;�¿� �
�����#���+< < �;�¿$O� ���#��¨��t���t$5�
$5��*�< �+-+�������
�K� ��� $5.5� �����
� *��;� ��� -���������"�-������98
� ������� �����������
� � < �;�)���+< ����� .&���e$5�w$5��*�����$5����-+�w���
� ���w< �;�o� �����k�
��.&�
��� $5���
��� >�� �+�;�o�������,¡��;�����
����"
�)< �;�m���+ &"�¨����;�)���
��.����+�;�G*����
< �;��"
��� < � ��������"
��� � ������"�� �����+< < �;�=��.&�
�f>�.&�#���+< � ���+�;�g8 � <k��6�� �����
�+-�� "��+< < �������
�%*�< "���� ��"
���k< ���5�5�3�5�;��$5������*5���;�����
������� .&��¢ Ä £ ¢ ³5£ 8
� ���#���V-+�;�����+ &"�¨����;� � .&������� ��.&"
���^< �^>�.&�#����-+.&���9.&��-���� ���
��.&��.5­�"
��� ����*�.&"
�j< �+ &"��+< < ��<�� "
��� < � ��������"
�j��.5< < � -+� ������.&"��j< �;�
�����#��� -+�;�v$5�����v< �����+ &"�¨��������+� �v�����+-�"
��������"�< �j"
��� ����$5�
-����+-�"
�O8�®`.&"����+< < .&���%$5.&��-($5�+-���� ���(< �;�%�+< �5.&��� � �
���;�o*�.&"
�e-+�
�5���
����$5�����+ &"�¨����;�g8 � �;���+< �5.&��� � �
���;��*5��.&*�.����;����������$5���
�
-+��"
6�$5�����+< .&*5*��;�%*����`¢ 29²�£ ¢ 2�15£ ¢ 0
£ ���u����*5���������
�m-+���#���+� ���,$5�
< ��"
���V*5���+­�� ���+� ���������
�K�v��������"
��� �����  &"��;�g8e®`.&"������ �+< < .&����*��;�
$5�+-���� �������j$5�����+� < ��-+�;���+< �5.&��� � �
���;�`���+� ����"
�#��.&"
�o*5���;�����
�����
< �;�M�����+< � .&������� .&���M��*5*�.&�#���+�;�g8

2 . 1  A l g o r i t h m e  -I- 

� ����� -+��� ��� ���+-���� .&� � ��.&"��´*5���;�����
��.&���´��.&� ��� *5������� ���
�+< �5.&��� � �
���v�����+-v &"��+<  &"��;�k*5���+­�� ���+� ���������
�K�A��������"
��� �����  &"��;�
*�.&"
�������+< � .&������< �|�����`*S��$5�|���+-�������-�����$5��< �[��.5< "
��� .&�
.&*5��� ���+< �&8
')���X�+< �5.&��� � �
���,-+.&����� �#"�� �S"
�����#¡5���,��"
�M< �e¡��;����$5�;�
*5��� ��-+� *��;��$5�\<�� �+< �5.&��� � �
��� ��� ����¢ �5£ 8 � .&"
��>��+-+� < � ������< �
-+.&����� �#"�-���� .&��$5�V<�� ���#¡5��� � <�� �+< �5.&��� � �
���u� ���+� �������=*5������� ���(< �
 &"��;����� .&��$5��< ��������� ��>�� ��¡�� < � ����$5��< �����+ &"�¨����&8 � ����>�.5� �=< �
������� ��>�� ��¡�� < � ���k*5��.&"
���+� � <�� �+< �5.&��� � �
���A-+.&�
��� �
"��A$5�A-+.&����� �#"�� ���
<�� ���#¡5���¥$5�;�Ã��.5< "
��� .&���§.&*5��� ���+< �;�g8��%� ��� ���
������$&" � < �
���+-�������-����v$5�v< �=��.5< "
��� .&��.&*5��� ���+< ����� �;���q�+>�>��+-�� "��+�� &"��v���
-����+-�"
�\$5�;��� �����k��$5��< �����+ &"�¨�����-+.&���9.&��-���� ����>�� �&"
������"
��.5� ���`$5�����q"
����$5�;�`.5>�>����;�`���
��.����+�;�q*����q< �;�,������$5��"
���w.&"
< �;�|>�.&"
�#��� �l����"
���|$5�������#��� -+�;�g8 � �}��.&"���¡��;�����
����"
��"
�
��6����`*�< � � ��.&"��`*5���;�����
��.&���(< �;�($5� >�>��������
���;�(������*��;�($5�f��.&� ���
�+< �5.&��� � �
���&8

�
	���
���� �����������������! "��#�$%�� &��'!(*),+-'!$%��.  &�/��#�0-'%1�(2. (*),��3� 
.  &��45)76-8:9 ;<9 =>9 ?<9 @A9 B>9 C�D�9*EF�G(2��0-'%H� &�JI�+-(K4L'%M 1��N3A+-'!(OM �:)
P ���%Q���'!(,)��:)R S),+-'A)TM �UI�+-(K4U�U#�+-��VW+-�%#� &. P �-9YX�'!3�3A+%),+-�A)T0-'<Z ���
(2�� &+-'!(,[Y. M\(2��]�+�.  ^M �:)T+�I�I&(2�:)�)R'%. P ���! &�:)L_S6�`�aFb-c�d:a
eKc!aFbA`fd:aSe2g�a
b�h�d:aSe2i�ajb-c�d:aSefk�ajb-c�d:aSef`�l c!ajb�g�d:aSef`�l i�amb�h�d:a^eKc%l i�amb�h�d:a^eKc%l g�a
b�h�d:ane2h!lKoWa
b�g�d:ane2g!l i�a
b�h�d:anef`�l g!l i�aSb�i�d:apeKc%l h!l g�aSbAkfd:apeKc%l g!l i�a
b�i�d:a
eKc%l g!l i!lKoWaFbYoKd:a
ef`�l h!l g!l i�aFbYoKd:a
ef`�l c%l g!lKoWajbAkfd:aSef`�l c%l h!l g!l i�a
b!q�d-l

r\��(T��s%��4L3AM �:[Fef`�l c%l h!l g!l i�a^b!q�dt),. �-�%. I�. �U0-'%�UM �L3�(2. stQ��:)T#�. �%0
.  &��45)F���A),��4LuAM �pvm`�l c%l h!l g!l i-wx�:)R �Q��nb!q�9

yz���A){M �|3�(2��4U. }�(2�~1� &��3A�~Q��~#��� 7��M ��+-(2.  $!4U�:[��%+-'A)
#�+-4L4U���%]�+-�A)�3A��(z#���M #�'%M ��(�M ��),#�+-(2���:)f),+�#�. 1���#�$%��0-'%��.  &��4

� a
����'! &. M .�),���! �M ��I�+-�%#� &. +-�n�x0-'<Z +-��3�(2+-3A+%),�!_���� �W�>�
∑

=

�
� ���

� [

 &��M>0-'%�n�U�:)R <M �p�%+-4Lu�(2�TQ�Z +�I�I&(2�:)^#�+-�! &���%���! <M�Z .  &��4 � �� m�%���:�R�
� �n� �-���-� � �!�j� � ��� �� � &� ��¡�¢ �-� �&� �%��� �%£m¤&¥

¦ ��� �&�  ��-� ¢��&§ �-�L¨ � �K© ��� � � �2ª�¨A��� �&§ �F� �:� � §  � �ª�� � � �«�^§ �&� © �^���
� �:� �� � &� �:�n¬ � § � � �!� �n¢ �-�K� �:� ¨A�-�%� � � �j� ��¨A� � �,§ � �!� � ¨A��� �&§ �&§ �-� �2­,¥
® � § � � ª��2¯ � � �°¢���� �&�  ��-� ¢��&§ �-� �:�R��¬ �<� � � � �±�:�R�&§ © � � �*�&� ©L¨ �
��� ��² ¨A� �-�2� �&§ �-�³� �:� �� � &� �:� � � � �x¨A��� �&§ �&§ �-�³´�� � ¬ � � � � � ��� § �&� ©
��¨�¨A��� �&§ � � �K¥ ¦ ��� �&�  ��-� ¢��&§ �-��©U�-� � � ��¬ � � � �z�&� ©L¨ � �%ª ¢��:�f� � § � �
´µ��� ��² ¨A� �-�2� �&§ �-�{��� �!� � ¨A��� �&§ �&§ �-� �:�R� ¨��2�-¨A�-� �&§ �-�!� � �¶���
�%�-©L·�� � ��� �� � &� �:�¸¬ � �¹¢���� �&� ¨A��� �&§ �&§ �-� ¢ �-� �&§ � � �t���t¬ � � � �
�&� ©L¨ � �%ª ¢��:�f� � § � � ´º��� ��² ¨A� �-�2� �&§ �-�»��� �!� � �� � &� �º�:�R�
§ �!¼ � � �,� © � � � ¨��2�-¨A�-� �&§ �-�!� � �"´ � � � � § � � �:½x¢ � �:�R� ´¾� § � � ���
�%�-©L·�� � ��� § �&� © �"¬ �<� � � � � ¨A� �f�,¿ � �-¥nÀ � § � �"§ �zÁ/�*��� �� � &� �:�
����� � �!� � ¨A��� �&§ �&§ �-� ½ ©U� § � �O§ �Â ����%�-�2�G� �Ã�&� ©L¨ � ¨A�-�!�
��� ��² ¨A� �-� � � ¥-Äz� � �n©U¯�© �  ���Å��-� ½ ¨A� � � � �:� �� � &� �:�
� �-� � � �n� � § � � �
ª�� � ¼%ª �:½ ©U� § � � ��� ���K·�� �"�,� �2�x¨��2�� ��-�%� ¥jÄz��¢��  �� § �«½ � �x�&� ©L¨ �
�%ª ¢��:�f� � § � � ¨A�-�!� ��² ¨A� �-� � � ¢���� �&� �� � &� �T�,� �2��¨A� � �F¢ �-�!� �K¥
® � ��¨�¨A� § ¢ � �&§ �-��� �z¢���� �&�  ��-� ¢��&§ �-��´z��� ��²%� ©L¨A� ��Æ ���-�!� � � �

¼ ��¢��&� �!� � � § ¼%��� �*ÇYÈ>¥ É�È�È%½ÊÈ>¥ Ë-Ì%½°Æ:¥ Í�Ë!½ÊÈ>¥ Î%Ï�½ÊÈ>¥ Ë-Ì%½°Æ�½�ÆWÐ
� �:� ¨ ��¢��&§ ¼ � © � � � ¨A�-�!�j� �:�F§ �&� © �jÇ
Æ:¥ Í<¥ È>¥ Ñ<¥ ÏA¥ Ì>¥ Ò-ÐF¥

Ä ��� � � � �,��¢ �-�%� � ª � ��¨ � � � ��� ��� ���-� § � Ó © �:½ �-� ¢ �-©L© � � ¢��
¨A���x� � ¢ �2ª�� �&§ �-�¹� �:� � §  � �ª�� � � �&�:� ¨A��� �&§ �&§ �-� �xÔK¢   ¥
ÕY§ �-�!� �¹Æ�Öf¥
Ä ��� � � �³¨�� � © § ¿ � � ¨A��� �&§ �&§ �-� ½ �%�-� �"§�� ��� �-� � � �:� �� � &� �:�"¬ � §
¨A� �f�,¿ � � � � ��� § �&� ©×� � ¨A� � �  �� § ·A� �¸�,¢ �-� �-¥nØ �!� ¢����L��²%� ©L¨A� �:½
��� § �&� © Ì �5�!� �,¢ �-� � � �ÊÆ�½j¢ � �:�R� ª������ � © � � � � � ©U¯�© ���,¢ �-� �
¬ � � ¨A�-�!�±��� § �&� © Ò>¥5Ù �-�!� ¢�Ó � §��,§ �Ú��� �!�Û� �:� � � � ²A½ �%�-� �
�����-¨ � �-� � �!� � ��� � � � ¨��2�-¨�� § ª � ª � �!��� � �,§ ���-�%� ��� § � ª�� �:��§ �&� © ��¥
Ü �°� § ��¬ �<� �!� § �&� © �:�R� �!� �,§ ����� ��� �-� � � § �T�<� ��²%§��R�&� ��� ¢ �!� �
�� � &� �Ý¬ � § ¨A�-� �&� �!� § ¬ � � © � � �L� �!� ¢����z§ �&� © ¥^® � § �&� © Æ �<� �:�R�
¨A� � �!� �,§ ����� ��� �-�Þ¨�� §��,¬ � � �%�-� � ��¼%�-� � ��� �� � &� �Ûß�à�á"â-ã�äA¥
® � § �&� © ÒL� � �:�R� �!� ¥
Ä ��� � � �x¨�� � © § ¿ � � ¨A��� �&§ �&§ �-�5å
æ ½ �%�-� � � � �-�2�-�!¨A�-� � ���-� ¢

� �:� �� � &� �:��¢ �-� �&� �%��� � ��� § �&� © �,§ ����� ��� �-� ÔKÒ!Öf¥-ç � � � � ��� ���-� § � Ó © �
 ���¼%�-� §��,� � �:��§ �&� © ���,§ ����� ��� �-� �L¢ ��� § � ��� �-� � ¨A� � � � §  �  § ¢�§ � �:� ´
¢ �-©L· § � � ����¼ ��¢ � �:� ��� � � �:� ����� � � �:� � ��¬ �%¯ �&�:��¢ �-��èW�-� ¢��&§ ¼ �:�
¨�� §��,¬ �<� § � � � � ¨A� �f�,¿ � � � � ¨A� � ��� �� � &� �:�J�,§ ����� ��� �-� �G¬ � §
¨A�-�!�K�2� § � � � ¯ � � � �KèW�-� � ª �:�  �� ¢�§ � � © � � � ´Â�<� § ©L¨A�-� �&�¾¬ � � � � �
��� � � �é¢ �-©L· § �%� §�� �-�ê��� �� � &� �:��¥ìë � ¢ �-� � ª ¬ � � � ¢��:½í�,§
��� ��� ���-� § � Ó © � � � ¨A���K¼ § � � � ¨A� � ´î ��-�K© � ���!� �î¢ �-©L· § �%� §�� �-�
��� § �&� © � ��¼ ��¢�¢����F§ �&� © �,§ ����� ��� �-� ½ � ��� ��¬ �%¯ �&�L¢ �-��èW�-� ¢��&§ ¼ � � �
¨ � � � ¯ � � ��� � �&§��  �� § �&�-¥%ï �<�<� �:�R� ¨A� � � ��� �-� � � �&§ � � � �z¢ �-� �&§ �!� � �
� �
� ��¢�Ó%� � ¢�Ó%�"� �!�U� �:� ��� � � �:�5§ �&� © ��¥j® �x¨�� � © § ¿ � � ¨A��� �&§ �&§ �-� �:�R�
� § � �,§  ��-�K©Uª � ��� �� � &� �:�F¢ �-� �&� �%��� � ��� § �&� © Ò>¥
® � �,��¢ �-�%� � ¨A��� �&§ �&§ �-�SåFð!� � �-�2�-�!¨ � � �:� �� � &� �:� ��Á%��� � ��� § �&� ©

� �L�,¢ �-� � © § � § ©U��� ��� � § � �,§ � �z� � § �&�-¥-®F�:� �� � &� �:�^ñ%ò � ��¢�Ó � ¬ � �
¨A��� �&§ �&§ �-� � �-� �<� � § ª �:� ����� � �!���-�2�-� ��¢ �2� §��f� ��� � ¨A���F�2��¨�¨A�-� � ���
¨�� § ²Ê��� ´�� � � � § � � ��Ô åjó ¡ ô>õ ñ%ò Ö�öK÷ ñA� ø ù�ú2¥ ¦ ��� �&�5Ó%� �!� §��R�&§ ¬ � � ¨ � �K© ���

                                                 ûnüSýfþ�þAÿ�� �������
	%ÿ�� � ý
� �
����� � ���5ÿ���ÿ�� ����	�� � � � �Kÿ�����ý
� ÿ��5ÿ�� �!	��Aÿ
ý
	��"�Rÿ$#%���'&(� � ���)��� �*&�	��+��ÿ,�-��ý
���.� ý/�Kÿ�&(� � ���0�%	��1� � ��2!ý
� 	%ý�� � ���
ÿ�3:þ'�(��� �5ÿ�� �&ý
� ÿ,4
5768�AÿSþAý��*� � � � ���Uÿ,���'	��Uÿ����Kÿ��:9�� ÿ;��� � #�#+�Rÿ,�<4
=?>Fÿ(�"�&ÿ@�Aÿ�	���� ��� � �
	%ÿ�ÿ,����ý
	7�<�%��	�� � � � �*��ÿ;��ý
���A� ���*4



� � � ��� ��� � �	� 
 �� ��� ��� �
� � �	� � �� ��� � � � � � � � � �
� ��� � �
� �
�� � � ��� �
� ��� � �
� �
�� ��� �
� � �
� �
� � ���  !#"
� !%$ &'�' �(%"� &	$ )��' �(%"�
*�$ &	$ )��' ')	"� !%$ &	$ )��' ')	"� &  (%"

�
*�$ )��' �(%"�
*�$ !	�' �&%"�
*��' �!#" � !	�' 	*'"� !%$ )��  (%"

� )��  !#"

� � � ��� ��� � �	� 
 �� ��� ��� �
� � �	� � �� ��� � �	� � �

� � � �
� ��� � �
� �
�� � � ��� �
� ��� � �
� �
�� ��� �
� � �
� �
�

� ���  !#"

� !%$ &'�' �(%"� &	$ )��' �(%"�
*�$ &	$ )��' ')	"� !%$ &	$ )��' ')	"� &'�' �(%"

*! +

*! (& )

! )  

�
*�$ )��' �(%"�
*�$ !	�' �&%"�
*��' �!#"

� !	�' 	*'"� !%$ )��' �(%"

)

� )��' �!#"

� � � ��� ��� � �	� 
 �� ��� ��� �
� � �	� � �� ��� � �	� � �

� � � �
� ��� � �
� �
�� � � ��� �
� ��� � �
� �
�� ��� �
� � �
� �
�

� ���  !#"

� !%$ &'�' �(%"� &	$ )��' �(%"�
*�$ &	$ )��' ')	"� !%$ &	$ )��' ')	"� &'�' �(%"

�
*�$ )��' �(%"�
*�$ !	�' �&%"�
*��' �!#"

� !	�' 	*'"� !%$ )��' �(%"

� )��' �!#"

,.- /10#2 35476�35098 :;0#3=<5>?350#<5>?3@,A3CBDBE/A8 F76�2 /14GBIH?350EB98 3CB9/AJ'J�0#3CB98 3CB
K 8 FGB K 0#/1LM356 6�35FGBE3CBON

PRQ
PTS

PVU
PVW

PTX
PZY

P\[

] 2 ^1F70#3M_a`Cbc:50	6�2 6�2 /14GBT,.- /AJ'J�0#3CBON
d - e56�: K 3@B%F?2 H?:5476�3f<=/14GBE2
B%6�3fgf<=/14GB%6 0	F?2 0#3;,A35F7hi^10#: K >?3CBONd 3 K 0#35LM2 350j^10#: K >?3k3CB%6 K /1F70l8 3CB;2 6�35LmB K :50	6�:n^AeCB K :50l8 3CB/AJ'J�0#3CBM356o8 3jBE3=<=/14?, K /1F70p8 3CBM2 6�35LmBq4?/14?r K :50	6�:n^AeCBONcsq:54GBp8 3^10#: K >?3t,A3CBu2 6�35LmB K :50	6�:n^AeCBwv K 0#eCBE35476�et,A:54GBu8 : ] 2 ^1F70#3yxzv<5>?:={1F?3 K :50	6�2 6�2 /14|,A3CBy/AJ'J�0#3CBy3CB%6f<=/1474?3=<56�e=3}g~F74�4?��F?,<=/1476�354?:5476\8 3CB�2 6�35LmB�<=/1L�L�F74GBqgm6�/1F76�3CBq8 3CBq/AJ'J�0#3CBq,A3I<=356 6�3

K :50	6�2 6�2 /14.N

] 2 ^1F70#3�x�`1��0#: K >?3�,A3CBT2 6�35LmB K :50	6�:n^AeCBT,A3�8'- 35h?35L K 8 3M_CN
bc:50935h?35L K 8 3Cva8 : K 0#35LM2 �50#3 K :50	6�2 6�2 /14t3CB%6p<=/1474?3=<56�e=3@:5F4?��F?,f:5H?3=<98'- 2 6�35L��;{1F?2R3CB%6\<=/1L�L�F74f:5F7hl6 0#/A2
B�/AJ'J�0#3CBON d :

,A35F7h?2 �5LM3 K :50	6�2 6�2 /14�3CB%6D<=/1474?3=<56�e=3t:5F�4?��F?,}{1F?2I: K /1F702 6�35LmB}��356i� K F?2
BE{1F?3|<=3CB}2 6�35LmB}BE/1476�6�/1FGB�8 3CB�,A35F7h

<=/1L�L�F74GBp:5F7h@/AJ'J�0#3CBp,A39<=356 6�3 K :50	6�2 6�2 /14.N d :I�?� � �?� K :50	6�2 6�2 /143CB%6�<=/1474?3=<56�e=3a:5Fp4?��F?,M,A/1476�8'- 2 6�35L�3CB%6.��N d 3�4?��F?,M,A/1476�8 3CB
2 6�35LmBIBE/1476���356��i3CB%6aen^A:=8 35LM35476a<=/1474?3=<56�ej:5F@4?��F?,u,A/1476
8'- 2 6�35L�3CB%6M� K F?2
BE{1F?3i<=356�2 6�35L�3CB%6MF74�BE/1FGBEr'354GBE35L��G8 3i,A3
8'- 354GBE35L��G8 3�J'/10	LMe K :50���356G�M� K :50 K 0#2 4?<=2 K 3�,.- 2 4?<=8 FGBE2 /14A�wN
sq:54GB�8 3m^10#: K >?3m,A3CBa2 6�35LmB�4?/14?r K :50	6�:n^AeCBwvc,Ae=<50#2 6Z,A:54GBa8 :] 2 ^1F70#3y�?vp<5>?:={1F?3 K :50	6�2 6�2 /14},.- /AJ'J�0#3CB;3CB%6I<=/1474?3=<56�e=3kg�F744?��F?,9<=/1476�354?:5476V8 3CBo2 6�35LmBo{1F?3M8 3CBo/AJ'J�0#3CBo,A3p<=356 6�3 K :50	6�2 6�2 /144�- /1476 K :CBM6�/1F76�3CB�354i<=/1L�L�F74.NTbc:50m35h?35L K 8 3CvR8 :j,A35F7h?2 �5LM3

K :50	6�2 6�2 /14j3CB%6Z:CBwBE/A<=2 e=3m:5F94?��F?,D,A/1476Z8 3CBa2 6�35LmBaBE/1476a_nv.xj356� v�356�{1F?2�: KAK :50#:=2
BwBE35476�:5FiLM/A2 4GB�,A:54GBmF74?3;,A3CBI/AJ'J�0#3CBI,A3<=356 6�3 K :50	6�2 6�2 /14.N d 3MLM�5LM3 K 0#2 4?<=2 K 3�,.- 2 4?<=8 FGBE2 /14l,A3CB�4?��F?,?Bwv,Ae=<50#2 6 K 0#e=<=e=,A35L�LM35476�vD3CB%6@en^A:=8 35LM35476@: KAK 8 2 {1F?e�,A:54GB <=3^10#: K >?31N
¡ 3CBk,A35F7h�^10#: K >?3CByBE/1476;3=J'J'2 <=:=<=3CB K /1F70�:=<=<=e=8 e50#350�8 :0#3=<5>?350#<5>?3a,A3CBZBE/A8 F76�2 /14GBV<=:50T<5>?:=<5F74�4?3o<=/1476�2 35476�:5F K 8 FGBV{1F?3

¢p£ ¢a¤E¥	¦¨§'© 4?��F?,?Bo�	:5H?3=< ¢ e56�:5476V8 3�4?/1L��A0#3M,.- 2 6�35LmBo,A:54GB�8 :0#3={1F?�56�3n�wN ¡ /1L�LM3p2 8ª35h?2
B%6�3qLM/A2 4GB�,.- 2 6�35LmB\{1F?3�,.- /AJ'J�0#3CBwv.8 3CB
^10#: K >?3CB�,.- 2 6�35LmB�:5LMe=8 2 /10#35476�8 : K >?:CBE3;,A3j0#3=<5>?350#<5>?3;,A3;8 :BE/A8 F76�2 /14MBE:54GB K 350	6�3�,A3�6�35L K BT,A:54GBT8 35F70�<=/14GB%6 0	F?<56�2 /14.N

] 2 ^1F70#3��.`1��0#: K >?3�,A3CBT2 6�35LmBª4?/14?r K :50	6�:n^AeCBT,A3�8'- 35h?35L K 8 3M_CN
¡ >?:=<5F74�,A3CB«,A35F7h¬^10#: K >?3CB«J'/1F70	4?2 6�8 3CB«<=/14?,A2 6�2 /14GB4?e=<=3CBwBE:=2 0#3CB­356®B%F?J'J'2
BE:5476�3CB K /1F70¯8'- 35h K 8 /10#:56�2 /14°,.- F74?3

K :50	6�2 6�2 /14lB%F70o8 :p�G:CBE3m,A3CB K 0#/ K 0#2 e56�eCB�_nv�xj356V�9e54?/14?<=e=3CBo<=2 r,A3CBwBE/1FGBONm±�4|,.- :5F76 0#3CBi6�350	LM3CBwvI4?/1FGBi4?3²6 0#:5H?:=2 8 8 /14GB K 8 FGB,A2 0#3=<56�35LM35476aB%F70p8 3CBM/AJ'J�0#3CB�LM:=2
B K 8 F76�³16aB%F70�8 3CBq4?��F?,?Bp,A3CB^10#: K >?3CB�{1F?2�8 3CBZ0#3 K 0#eCBE35476�35476�vz<=3q{1F?2.0#e=,1F?2 6ª:=2 4GBE2�8 3o4?/1L��A0#3



,.- / K e50#:56�2 /14GBON��a4?3 /AJ'J�0#3 ,.- F74?3 K :50	6�2 6�2 /14~4�- 3CB%6�35h?:5LM2 4?e=3{1F?3oBE2A6�/1F76�3CBT<=3CB K 0#/ K 0#2 e56�eCBVBE/1476�BE:56�2
BEJ':=2 6�3CBONsq�CBk{1F�- F74?3 K :50	6�2 6�2 /14 3CB%6;35h K 8 /10#e=3�356;{1F?3~8'- :=8 ^A/10#2 6 >7LM30#356�2 35476aF74?3;/AJ'J�0#3l,A3l<=356 6�3 K :50	6�2 6�2 /14i,A:54GBMF74?3D�A0#:54?<5>?3l,A38'- :50	�A0#3j,A3CB�BE/A8 F76�2 /14GBm/ K 6�2 LM:=8 3CBwvZ2 8RLM:50#{1F?3D<=356 6�3 K :50	6�2 6�2 /14:5H?3=<a8 :�0#e=J'e50#354?<=3a,A3a8 :��A0#:54?<5>?3 K /1F70T2 476�350#,A2 0#3\F74?3aBE3=<=/14?,A30#3=<5>?350#<5>?3�,A:54GBT<=356 6�3 K :50	6�2 6�2 /14.N
�������	��
 ���
������������� P������ � � � ��� P �	P������!�#" �$���%��&'�)( ��* �,+-�����
� � � � � P������ � � � ��� P�.!/�¢0���21 �)3,�4( � ��576!� ")�8�#P:9 �4(���5;� � � ¢ 5
P������!�#" 3�5 / 6 � P������ � � � ��� P � ���<58� �8� P�� 5=�?> P 6!� � 3,� P����
6,@ � 6 " � � � � 9A¢ �8A�BC� ¢0D5¢ �'5��)6,@ ���%(��'58��5E��&'�)(�5 � ��+ D�� � ��5'( � ��5
6!� ")�8�#P:9 �F(���5G� � � ¢ 5 P������!�#" 3�5 P ��5H58I,(��G���J� � � ¢ ( � ��5K6 �
L �8� ��+ 9 � � 6!� � 5'��6 6!�'���E58� �8��P�� 5'�?> P 6!� � 3,�M�8� P 6 ��52A
±�4k0#3 K 0#354?:5476p8'- 35h?35L K 8 3t_;�	<=J#N ] 2 ^1F70#3lx?�#v�8 : K 0#/ K 0#2 e56�e _2 476�350#,A2 6c8'- 35h K 8 /10#:56�2 /14�,A3a8 : K :50	6�2 6�2 /14p��N bc:50V35h?35L K 8 3CvGBE2GF74?3,A3CB��A0#:54?<5>?3CB|,A3 8'- :50	�A0#3 ,A3CB BE/A8 F76�2 /14GB|354®<=/1F70EB ,A3
<=/14GB%6 0	F?<56�2 /14 K /?BwBE�=,A3fF74?3u/AJ'J�0#3@,A3@8 :;x?� � �?� K :50	6�2 6�2 /14.NR±�43=J'J'356�vG6�/1F76�3CB\8 3CB\/AJ'J�0#3CB\,A3�8 :�x?� � �?� K :50	6�2 6�2 /14I/1476ª354I<=/1L�L�F748 3CBZ2 6�35LmBZ�M356.��{1F?2./1476 K /1F70V:54?<=�56 0#3a8 3�4?��F?,p:5H?3=<o8'- 2 6�35L~�{1F?2G3CB%6GF74p:54?<=�56 0#3�,A3�8 :��?� � �?� K :50	6�2 6�2 /14.N
d - :=8 ^A/10#2 6 >7LM3�e5H?2 6�3q:=2 4GBE2�,A3a0#3=<5>?350#<5>?350R,A:54GB�<=356 6�3 K :50	6�2 6�2 /14,A3CB@/AJ'J�0#3CB@{1F?2m4?3 K /1F70	0#:=2 35476 K :CBf�56 0#3iF76�2 8 2
BEe=3CBf,A:54GBf8 :BE/A8 F76�2 /14.N
�a4?3aJ'/A2
BZ8 : K 0#/ K 0#2 e56�em_�BE:56�2
BEJ':=2 6�3CvA2 8zJ':5F76zH?e50#2 J'2 350T8 :aBE3=<=/14?,A3
K 0#/ K 0#2 e56�e1N
�������	��
 ���
�'NJOP��57�RQ Q � ��57(E@ ����� P������ � � � ��� P �cP ��� * �8� �SD�� � �
�?> �1¢ � ��3,��5%����� 1 �)� ¢ �8� � 5�� P � ��5 � +,�������,+ � 3,�UTV���W��&'�)(W(��
")�8�#P:9 �U(���5%� � � ¢ 5X����� ¤ P������!�#" 3�5 £ Y � " � � �%Z ¦ (���� � 6!��5%� � � ¢ 5
���[58��� �zP�� 5U(�3 \�T]� ��+�6 ��5[( � ��5%6,@ �8��58� ¢ L 6!�S(���5U� � � ¢ 5[(��U6 �
L �8� ��+ 9 �M�8�C+,��� � 5'(��M+,����5 � � �)+ � � ����A
�������	��
 ���
�_^a`'��� �²P ��� � 5���� *,� �_6 � +,����5 � � �)+ � � ���b(E@ �����
L �8� ��+ 9 �c58��6 � � � ��� / 6,@ �8��58� ¢ L 6!�$(���5-� � � ¢ 5M(��M6 � L �8� ��+ 9 � P 6 ��5
6,@ �8��58� ¢ L 6!�C(���5d� � � ¢ 5X(���5 P������ � � � ����5������V�8��+,� � �d�?> P 6!� � 3,��5
(��)� ��D�� � �M3 "�� 6 � �0��� ¢ L � �M(E@ � � � ¢ 5'(��c6 �$� � 1 � D�� �8A
¡ 356 6�3 K 0#/ K 0#2 e56�ele5H?2 6�3l8 :j<=/14GB%6 0	F?<56�2 /14�,A39�A0#:54?<5>?3CBm{1F?2�4?3<=/1476�2 354?,10#:=2 35476 K :CB ,A3�BE/A8 F76�2 /14GB g�8 : 0#3={1F?�56�3 LM:=2
B
BE35F?8 35LM35476GF74?3 K :50	6�2 3�,A3CBT2 6�35LmBON��0fe=<=3@gf8'- F76�2 8 2
BE:56�2 /14y,A3f<=3CBI^10#: K >?3CB�,.- 2 6�35LmB K :50	6�:n^AeCB�3564?/14?r K :50	6�:n^AeCBwv}8 3CB K 0#/ K 0#2 e56�eCB«4?3 BE350#/1476 K :CB«H?e50#2 J'2 e=3CB4?e=<=3CBwBE:=2 0#35LM35476pB%F70I<5>?:=<5F74?3;,A3CBI/AJ'J�0#3CBmLM:=2
BmF74?2 {1F?35LM35476
B%F70�,A3CB\354GBE35L��G8 3CB\,.- /AJ'J�0#3CB�{1F?3a0#3 K 0#eCBE35476�35476ª8 3CB K :50	6�2 6�2 /14GBON
g 8T35490#eCB%F?8 6�3m{1F?3M<=3CB�^10#: K >?3CBo8 2 LM2 6�35476ZBE2 ^14?2 J'2 <=:56�2 H?35LM35476V8 :<=/1L K 8 35h?2 6�e�,A3CBT:=8 ^A/10#2 6 >7LM3CBON
�a4?3«J'/A2
B�<=3CB}^10#: K >?3CB�<=/14GB%6 0	F?2 6�Bwvu8 : 0#3=<5>?350#<5>?3 ,A3 8 :BE/A8 F76�2 /14 / K 6�2 LM:=8 3 K 35F76@<=/1L�LM354?<=350¨N�sq:54GB 8 :~6 0#/A2
BE2 �5LM3e56�: K 3f,A3l0#eCBE/A8 F76�2 /14Gv7/14y<=/14GB%6 0	F?2 6�8 3CB9BE/1FGBEr':50	�A0#3CB�{1F?2a/1476F74?2 {1F?35LM35476�8 3CBq/AJ'J�0#3CBq,A3I8 : K 0#35LM2 �50#3 K :50	6�2 6�2 /14l,A:54GB�8 35F70EB0#:=<=2 4?3CBp�	<=J#N ] 2 ^1F70#3I�?�wNcbc/1F70q<=3�J':=2 0#3CvT8'- :=8 ^A/10#2 6 >7LM3�6�3CB%6�3�g
<5>?:={1F?3�J'/A2
BT8 3CB K 0#/ K 0#2 e56�eCBT354MBE3��G:CBE:5476�B%F70�8 3CB�^10#: K >?3CBON¡ >?:={1F?3«BE/A8 F76�2 /14�0#356�3547F?3 ,A:54GB�F74 BE/1FGBEr':50	�A0#3 K /?BwBE�=,A34?e=<=3CBwBE:=2 0#35LM35476�F74�354GBE35L��G8 3a,A3�4?��F?,?BZ<=/1476�354?:5476�8 3CBZ2 6�35LmB
,A3@8 :;0#3={1F?�56�31N ¡ >?:={1F?3;4?��F?,y<=/1476�2 35476qF74 BE/1FGBEr'354GBE35L��G8 3

,.- 2 6�35LmBD356M8'- 2 476�350EBE3=<56�2 /14t35476 0#3u8 3CB�4?��F?,?BD,.- F74?3f�A0#:54?<5>?3
,A/A2 6G4?e=<=3CBwBE:=2 0#35LM35476.�56 0#3�H?2 ,A31N
d :~<=/14GB%6 0	F?<56�2 /14�,A3CBu�A0#:54?<5>?3CBi,A3~8'- :50	�A0#3~,A3CBiBE/A8 F76�2 /14GB
B5- 3=J'J'3=<56 F?3l,A3l8 :lJ':,h=/14kB%F?2 H?:5476�31N d : K 0#35LM2 �50#3l/AJ'J�0#3l,A3j8 :
K 0#35LM2 �50#3 K :50	6�2 6�2 /14Gv�2�N 31N.8'- /AJ'J�0#3Vi1_CN x�N ��N �?vkj�l�mp�	<=J#N ] 2 ^1F70#3p�7�3CB%6R2 4?2 6�2 :=8 35LM35476V0#356�3547F?3�<=/1L�LM3 K 0#35LM2 350�4?��F?,j,.- F74;BE/1FGBEr:50	�A0#31N	�a4j4?��F?,l3CB%6R<50#e=e K /1F70a<=356 6�3�/AJ'J�0#3�356R/14D0#3=<5>?350#<5>?3354GB%F?2 6�3¬8 3CB ,A3CBE<=354?,A:5476�B K /?BwBE2 �G8 3CB g¬<=3 4?��F?,zN d 3CB
,A3CBE<=354?,A:5476�B ,.- F74�4?��F?, ,A:54GBy8'- :50	�A0#3},A3CB BE/A8 F76�2 /14GBi4?3
K 35F7H?35476 K :CB�<=/1476�354?2 0pF74i2 6�35L {1F?2o:l,Aeon¨gle56�elBEe=8 3=<56�2 /1474?e
,A:54GBpF74@4?��F?,u:54?<=�56 0#31N d 3CBm,A3CBE<=354?,A:5476�BM,.- F74f4?��F?,uBE/1476
8 3CBZ/AJ'J�0#3CBZ: KAK :50	6�354?:5476�:5F7h K :50	6�2 6�2 /14GBZB%F?2 H?:5476�3CBwvA2�N 31N vA,A3 PTS T
P\[ N d :q0#3=<5>?350#<5>?3p,A3p<=3CB�,A3CBE<=354?,A:5476�B�4?3qH?: K :CBoB5- 3=J'J'3=<56 F?350,A2 0#3=<56�35LM35476IB%F70j8 3CBj/AJ'J�0#3CBj,A3�<=3CB K :50	6�2 6�2 /14GB9LM:=2
Bj354~BE3BE350	H?:5476.,A3CB�^10#: K >?3CBT,A3CBT2 6�35LmB K :50	6�:n^AeCBT356G4?/14?r K :50	6�:n^AeCBONd 3CBu/AJ'J�0#3CBu,A3 8 : K :50	6�2 6�2 /14 PTS 4?3tBE350#/1476 K :CB@35h?:5LM2 4?e=3CB
K F?2
BE{1F?3I,A:54GBq8 3�^10#: K >?3I,A3CBq2 6�35LmB K :50	6�:n^AeCB�8 : K :50	6�2 6�2 /14 PTS3CB%6o<=/1474?3=<56�e=3Dg�F74f4?��F?,@:�p?:5476o8 3CBM2 6�35LmBM�f356���N d - /AJ'J�0#3
i1_CN x�N ��N �?v�j�l�m K /?BwBE�=,A3�,Aeon¨g�8'- 2 6�35L²��Nd 3CB K :50	6�2 6�2 /14GB PVU 356 P\[ BE/1476�8 3CB@BE35F?8 3CBf{1F?2MH?e50#2 J'2 35476�8 :
K 0#/ K 0#2 e56�e@_CN�bc:50q<=/1476 0#3I8 :m0#3=<5>?350#<5>?3�B%F70�<=356 6�3m�A0#:54?<5>?3m4?3H?: K :CB9�56 0#3 K /1F70EB%F?2 H?2 3 K F?2
BE{1F?3@8 : K 0#/ K 0#2 e56�e@�i4�- 3CB%6 K :CBBE:56�2
BEJ':=2 6�3Cv�2�N 31N v�8 3l4?/1L��A0#3f,.- 2 6�35LmB�:5H?3=<;<=3CB K :50	6�2 6�2 /14GBm4?3
K 35F76 K :CB|<=/1L��G8 350 8 :�0#3={1F?�56�31N d : �A0#:54?<5>?3�3CB%6�,A/14?<
B%F KAK 0#2 LMe=3�,A3�8'- :50	�A0#3�,A3CB�BE/A8 F76�2 /14GB\:5Fm6�/1F76ª,Ae5�AF76	N7bc/1F70R8 3CBLM�5LM3CBl0#:=2
BE/14GBwv�8 3yBE/1FGBEr':50	�A0#3k{1F?2m: K /1F70D0#:=<=2 4?3k8'- /AJ'J�0#3B%F?2 H?:5476�3;iEx�N ��N � N �?vMjA��m;,A3f8 : K :50	6�2 6�2 /14 PRQ BE350#:;en^A:=8 35LM35476B%F KAK 0#2 LMe1N

] 2 ^1F70#3���`#q\eCB%F?8 6�:56�BT,A3�8'- :=8 ^A/10#2 6 >7LM3�r g rcB%F70�8'- 35h?35L K 8 3M_CN

d 3�,A350	4?2 350jBE/1FGBEr':50	�A0#3ugu<=/14GB%6 0	F?2 0#3u3CB%6M<=3=8 F?2�{1F?2�: K /1F700#:=<=2 4?3o8'- /AJ'J�0#3%i¨�zN �?v�j1�km�6�/1F�n¨/1F70EBT,A:54GB PRQ N d : K :50	6�2 6�2 /14 PTS 4?3
K 35F76 K :CB��56 0#3«0#356�3547F?3 K /1F70 <=/14GB%6 0	F?2 0#3�<=3�BE/1FGBEr':50	�A0#3
K F?2
BE{1F?3�8 : K 0#/ K 0#2 e56�e;_M8'- 2 476�350#,A2 6	N d : K :50	6�2 6�2 /14 PVU K 35F76R�56 0#3:=<=<=3 K 6�:5�G8 3�BE3=8 /14;8 3CB K 0#/ K 0#2 e56�eCBI_nv�x;356R�zN d - /AJ'J�0#3Ki2l?vrj1xkm,A3²<=356 6�3 K :50	6�2 6�2 /14 3CB%6j,A/14?< F76�2 8 2
BEe=3t<=/1L�LM3t,A3CBE<=354?,A:5476,A2 0#3=<56c,1Fp4?��F?,M� ] 2 ^1F70#3��?�wN sq3a8 :�LM�5LM3aJ':,h=/14m8'- :=8 ^A/10#2 6 >7LM3

  2.4            4.5        1.4.5    2.4.5       4 

6

5

1.5       1.   1.2     1         2     1        1.5    1.2   1

3.7

5              2                       2            5   2  2.5 



����� ��� ��� 	�� 
�� ��
��
 

����� ��� ��� �������������� ��� ��� ���������� ��� ��� ��� ���������

����� ��� ���������� ��� ��� ���������� ��� ��� ���������

����� ���������� ��� ���������� ��� ���������� ��� �������������� ���������� ��� ���������

�� � �

�� � ��

� ��������������������� ���������� ���������� ���������

�� � ��

�� �� ��

� �"!$#&%�!(' )+* ,-#�.0/21(.2#�/21(.435.6%735.6%&/0.28(35,28$)�%9%�!(' :(,28$)�%735,28 %;* ,
�5#��5/21(,0' 8(.<� ,2#�)�' )�' �"8>=@?BA"!('C35�"8$8(.D/0' 8(A+E5#�,28(/21(.6%F� �(%G%&' E * .6%IH
J ,K#�.0/21(.2#�/21(.L.6%�)>,0' 8 %&'M� �"!$#&%�!(' :(' .ON&! %&A"!QP RL/0.LA"!(.L*�P ,2#�E5#�.
%&�5' )S/0�"TO� * U2)�UV,2:(.0/M)��"!$)�.6%W* .6%@%&�5* !$)�' �"8 %W�"�5)�' TD,0* .6%IH

2.2 Algorith m e  - I I -  

X .2)C,0* Y5�"#�' ) 1$TD.O.6%�)Z!$8(.O.2[$)�.28 %&' �"8\35.O/0.0* !('Q�5#�U6%&.28$)�U]� ,2#_^�`(a
b2c5d ,2!(A"!(.0*_8(�"! %\,2:(�"8 %e#�,�Nf�"!$)�U7* .L�5#�' 8(/0' � .735.L#�.0/21(.2#�/21(.
E ,6%&U0.K%�!$#g* .6%gY"#�,2�51(.6%O,0' 8 %&'BA"!(.\3SP ,2!$) #�.6%]1(.2!$#�'�%�)�' A"!(.6%IHihC8
8(�"! %j,2�5�5!"k(,28$)l%�!$#4* .mTDn2TD.o.2[(.2TO� * .p�5#�U0/0U035.28$)�ae8(�"! %
,0* * �"8 %g35U0/2#�' #�.+/0.2)M,0* Y5�"#�' ) 1$TD."HQqg,28 %_!$8K�5#�.2TD' .2#V)�.2TO�r%]* .6%
�5s�s�#�.6%t%&�"8$)u) #�' U0.6%v� ,2#w#�,2�5� �"#�)xRy* .2!$#j)�,0' * * ."H J ,z)�,0' * * .
/0�"#�#�.6%�� �"8(3{,2!|8(�"TOE5#�.}3SP ' )�.2T~%�35,28 %o!$8(.��5s�s�#�."H7�>8(.
� ,2#�)�' )�' �"8�.6%�)L,0* �"#&%-/0�"8 %�) #�!(' )�.j� �"!$#7)��"!$)�.6%u* .6%u�5s�s�#�.6%u35.
TDn2TD.v)�,0' * * ."H��O�"! %x�"E5)�.28(�"8 %x,0' 8 %&'+� �"!$#98(�") #�.p.2[(.2TO� * .6a
/0' 8(A]� ,2#�)�' )�' �"8 %W35.M)�,0' * * .V,0* * ,28$)S35._�gR b H
qg,28 %B/21(,0/2!$8(.]35.6%@� ,2#�)�' )�' �"8 %Ga * .6%B�5s�s�#�.6%M%&�"8$)i�"#�35�"8$8(U0.6%W� ,2#
�5#�' [-/2#��5'�%G%&,28$)�HCqg.L* ,�TDn2TD.Ls�,0�0�"8uA"!(.\� �"!$#<*�P ,0* Y5�"#�' ) 1$TD.
�5#�U0/0U035.28$)�ar8(�"! %V/0�"8 %�) #�!('�%&�"8 %V* .6%FY"#�,2�51(.6%F3SP ' )�.2T~%B� ,2#�)�,�Y5U6%
.2)�8(�"8(��� ,2#�)�,�Y5U6%IHS�O�"! %g* .6%g,2:(�"8 %>#�.2�5#�U6%&.28$)�U6%g%�!$#>* ,DTDn2TD.
s�' Y"!$#�.M� �"!$#W%&' TO� * ' s�' .2#C���i' Y"!$#�._�"�GH

=B�

=W�

=@�

 =@?

=W�

�i' Y"!$#�.K�r�W�V#�,2�51(.6%O35.6%O' )�.2T~%]� ,2#�)�,�Y5U6%O.2)B8(�"8(��� ,2#�)�,�Y5U6%O35.
*�P .2[(.2TO� * . b H

J .<Y"#�,2�51(.D35.6%_' )�.2T~%F� ,2#�)�,�Y5U6%_.6%�)@.28\� ,2#�)�' .D3"#��5' )�.D35.</0.2) )�.
s�' Y"!$#�."H J .xY"#�,2�51(.435.6%7' )�.2T~%L8(�"8(��� ,2#�)�,�Y5U6%;.6%�)e.28v� ,2#�)�' .
Y5,2!(/21(."HW�>8(.K#�.0/21(.2#�/21(.L35.6%e%&�5* !$)�' �"8 %~�"�5)�' TD,0* .6%~.6%�)>,0* �"#&%
.0s�s�.0/2) !(U0._%�!$#C* ,ME ,6%&.V35.V/0.6%CY"#�,2�51(.6%IH
J P ,0* Y5�"#�' ) 1$TD.�/0�"TOTD.28(/0.�� ,2#�/0�"8 %�) #�!(' #�.�* .6%�35' s�s�U2#�.28$)�%
%&�"! %&��,2#�E5#�.6%u/0�"#�#�.6%�� �"8(35,28$)�%lRw/21(,0/2!$8(.w35.6%l�5s�s�#�.6%l35.w* ,
�5#�.2TD' �2#�.M� ,2#�)�' )�' �"8SH
X .2) )�.x� ,2#�)�' )�' �"8m8(.j/0�"TO�5#�.28(3tA"!(.4*�P �5s�s�#�.w�>���B�"�6� �Q� �r� �Q� �5 
¡5¢S£~¤5¥2¦ §]¨0©2ªB©2«(©2¬O­ ® © �r¯ ©<¦(°V±(¤\²�¥0¨0³ ¦(©~¤"±�¦(´"±$µ(©0¥2±;§&´"± §&¶
¥2²�·5²�©u©6§�ªD¥0® ´"²&§K¨0´"¦ §�ª ²�±(³ ªD¥2µ(©0¨u¨0©2ª ª�©u´5¸�¸�²�© �F¹ ¦4²�©0¨2º(©2²�¨2º(©
©2¦ §�±(³ ª�©L¤5¥2¦ §~® ©6§<­ ¥2²�ª�³ ª�³ ´"¦ §e§�±(³ µ(¥2¦$ª�©6§D® ©6§D¤5©6§&¨0©2¦(¤5¥2¦$ª�§Oª�©0®�§
» ±(©9® ©6§\´5¸�¸�²�©6§K¼V½@¤5©9¨0©6§e­ ¥2²�ª�³ ª�³ ´"¦ §\§&´5³ ©2¦$ªg¤5©Lª�¥0³ ® ® ©u¾ ¼V½ ¾

≤¿OÀ Á(Â2Ã ¼>Ä Ã Å~¿>Æ�Ã ¼>Ä Ã ÇLÂ ¥2µ(©0¨ ¿ÉÈ ª�¥2¦$ªe® ¥uª�¥0³ ® ® ©x¤5©x® ¥u²�© » ±(Ê2ª�©
¨0´"¦IËf´"¦(¨2ª�³ µ(© Ç �
¹ ¦K±$ª�³ ® ³�§&©e® ©D¬D³ ¦(³ ¬O±$¬Ì­5±(³�§ » ±(©e® ©6§]´5¸�¸�²�©6§g§&´"¦$ª�¤ È ËfÍ<ª ²�³ È ©6§
­ ¥2²�²�¥2­5­ ´"²�ªeÍ-® ©2±$²&§�ª�¥0³ ® ® ©6§ �FÎ ³ ©2¦p©2¦$ª�©2¦(¤"±   ±$¦(©-´5¸�¸�²�©-©6§�ª
Ï ¥2²�¤ È ©L¨0´"¬O¬D©L¤5©6§&¨0©2¦(¤5¥2¦$ª>¤SÐ ±$¦l¦(°V±(¤9±$¦(³ » ±(©2¬D©2¦$ª]§&³V® ©6§
­5²�´"­5²�³ È ª È § � Í � §&´"¦$ªQ§&¥2ª�³�§&¸�¥0³ ª�©6§ Â ¨0¸ � §&©0¨2ª�³ ´"¦ �Q��� Ç �
Ñ ´"±$²\®�Ð ´5¸�¸�²�©-¼>Ä �B�"�6� �Q� �r� �Q� �5  ¡5¢S£   ®�Ð ¥0® Ï ´"²�³ ª º$¬D©l³ Ï ¦(´"²�©l® ©6§
­ ¥2²�ª�³ ª�³ ´"¦ §$ÒWÓZ©2ª2Ò@Ôi¨0¥2²C® ¥M­5²�´"­5²�³ È ª È � ¦QÐ ©6§�ª ­ ¥6§Õµ È ²�³ ¸�³ È © �
Ö ©j® ¥x­ ¥2²�ª�³ ª�³ ´"¦lÒ@×   ®�Ð ¥0® Ï ´"²�³ ª º$¬D©x¦(©-²�©2ª�³ ©2¦$ª~­ ¥6§7¤SÐ ´5¸�¸�²�©6§
­5±(³�§ » ±(©O¨2º(¥0¨2±$¦(©O¤5©O¨0©6§F´5¸�¸�²�©6§F¥O©2¦\¨0´"¬O¬O±$¦e±$¦\³ ª�©2¬y¥2µ(©0¨
¼>Ä �Z¯ ©6§O´5¸�¸�²�©6§O¤5©\® ¥\¤5©2²�¦(³ Ø2²�©e­ ¥2²�ª�³ ª�³ ´"¦<ÒWÙ]§&´"¦$ª È Ï ¥0® ©2¬D©2¦$ª
³ Ï ¦(´"² È ©6§�­5±(³�§ » ±(©-® ¥l­5²�´"­5²�³ È ª È � ¦QÐ ©6§�ª<­ ¥6§;§&¥2ª�³�§&¸�¥0³ ª�© �FÚ ¦
¨0´"¦ § È » ±(©2¦(¨0©e®�Ð ¥0® Ï ´"²�³ ª º$¬D©   §�±$­5­5²�³ ¬D©~® ¥<·5²�¥2¦(¨2º(©~¤5©~®�Ð ´5¸�¸�²�©
¼>Ä �
¯ ¥g²�©0¨2º(©2²�¨2º(©<©6§�ªÕ­ ´"±$²&§�±(³ µ(³ ©<¥2µ(©0¨<® ©6§F´5¸�¸�²�©6§F¤5©O® ¥]­ ¥2²�ª�³ ª�³ ´"¦
ÒWÓ �Û¯ Ð ¥0® Ï ´"²�³ ª º$¬D©Ü§ È ® ©0¨2ª�³ ´"¦$¦(©Ý® ¥Þ­5²�©2¬D³ Ø2²�©Ý´5¸�¸�²�©
¼FÓ �B�"�6� �Q� �Q� ß(  ¡5àS£g¨0´"¬O¬D©]²�¥0¨0³ ¦(©O¤SÐ ±$¦e¦(´"±$µ(©0¥2±�§&´"± §&¶�¥2²�·5²�© �
Ñ ´"±$²+¨0©2ª ª�©9´5¸�¸�²�©   ®�Ð ¥0® Ï ´"²�³ ª º$¬D©;²�©0¨2º(©2²�¨2º(©9® ©6§\¤5©6§&¨0©2¦(¤5¥2¦$ª�§
¼Sá\ª�©0®�§ » ±(©p¾ ¼Sá�¾

≤ ¿OÀ Á(Â2Ã ¼FÓ Ã Åe¿>Æ�Ã ¼FÓ Ã Ç �>¯ Ð ¥0® Ï ´"²�³ ª º$¬D©j³ Ï ¦(´"²�©
È Ï ¥0® ©2¬D©2¦$ª9® ©6§x­ ¥2²�ª�³ ª�³ ´"¦ §�ÒWÓ   Ò@Ôu©2ª<Ò@×l©2¦�²�¥0³�§&´"¦�¤5©t® ¥
­5²�´"­5²�³ È ª È � ©2ª �Q�Sâ ±(¥2¦$ª@¥2±$«K´5¸�¸�²�©6§_¤5©D® ¥g­ ¥2²�ª�³ ª�³ ´"¦_ÒWÙ   ©0® ® ©6§
¦(©m§&´"¦$ª�­ ¥6§l¦(´"¦z­ ® ± §u©2«(¥2¬D³ ¦ È ©6§u¨0¥2²l©0® ® ©6§9¦(©j­ ©2±$µ(©2¦$ª
§�±(¸�¸�³ ²�©\Íe­5²�´5¤"±(³ ²�©e±$¦(©�§&´5® ±$ª�³ ´"¦ Â ­5²�´"­5²�³ È ª È � Ç �i¯ ©6§]¬DÊ2¬D©6§
² È §�±(® ª�¥2ª�§F§&´"¦$ªÕ´"·5ª�©2¦$± §F§�±$²�® ¥_· ¥6§&©]¤5©6§B´5¸�¸�²�©6§B¤5©]® ¥_­ ¥2²�ª�³ ª�³ ´"¦
ÒWÓ �

ãÕäIå æ$å ç2è
é ê ë�ì6í

ã î"å ï�è ã(ð$å æ$å ç2è
é ê ë�ì6í é ê ë�ì6í

ã(ð0è ñfò&ó"ôfò ã î"å ï�è ãÕäIå ç2è
é ê ë�ì6í é ê ë�ì6í é ê ë�ì6í

ã õ�è ñfò&ó"ôfòÜãÕä�è ñfò&ó"ôfò
é êöë�ì6í ã(ðø÷ æ0è ùLú

é ê ë�ì6í
ã õ�è ñfò&ó"ôfò

ã î"å ï�è ã î"å ï�è
é ê ë�ì6í é ê ë�ì6í

ã õ�è ñfò&ó"ôfòûã(ð0èwñfò&ó"ôfò
é ê ë�ì6í

ã õ�è ñfò&ó"ôfò
é ê ë�ì6í

ã(æ0èüñfò&ó"ôfò
ý ³ Ï ±$²�©Vàeþ"ÿB´"¦ §�ª ²�±(¨2ª�³ ´"¦g­ ¥2²�ª�³ ©0® ® ©V¤5©V®�Ð ¥2²�·5²�©V¤5©6§@§&´5® ±$ª�³ ´"¦ § �



� ¦(©;¸�´5³�§ » ±(©;®�Ð ¥0® Ï ´"²�³ ª º$¬D©L¥L¥2ª ª�©0³ ¦$ª>® ¥�­ ¥2²�ª�³ ª�³ ´"¦eÒ@Ô   ³ ®
§ È ® ©0¨2ª�³ ´"¦$¦(©>®�Ð ´5¸�¸�²�©g¼FÙ �B�"�6� �Q� �5  ¡ � £_©2ªi©2¦~¨0´"¦ §�ª ²�±(³ ªS±$¦<¦(°V±(¤
²�¥0¨0³ ¦(©�¤"±Ì¦(´"±$µ(©0¥2±�§&´"± §&¶�¥2²�·5²�© �\¹ ¦ ¨0´"¬O¬D©2¦(¨0©z¥0® ´"²&§wÍ
¨0´"¦ §&³ ¤ È ²�©2²Lª�´"±$ª�©6§9® ©6§;­ ¥2²�ª�³ ª�³ ´"¦ §9¤5´"¦$ª\® ©6§9´5¸�¸�²�©6§u¼SáL§&´"¦$ª
ª�©0® ® ©6§ » ±(©]¾ ¼Sá�¾≤ ¿OÀ Á(Â2Ã ¼FÙ Ã Å ¿>Æ�Ã ¼FÙ Ã Ç �

Ö ©O® ¥]­ ¥2²�ª�³ ª�³ ´"¦ �r  ®�Ð ¥0® Ï ´"²�³ ª º$¬D©]²�©2ª�³ ©2¦$ªC®�Ð ´5¸�¸�²�© �f�r� ß(  ¡ � £
» ±(³C¨0´"²�²�©6§�­ ´"¦(¤�¥2±K¤5©6§&¨0©2¦(¤5¥2¦$ª@³ ¬O¬ È ¤5³ ¥2ª@¤5©D®�Ð ´5¸�¸�²�© �"�6� �Q� �5 
¡ � £]­5±(³�§ » ±(©<¨0©2ª ª�©<´5¸�¸�²�©<§&¥2ª�³�§&¸�¥0³ ªC®�Ð ©2¦ §&©2¬O· ® ©O¤5©6§B­5²�´"­5²�³ È ª È §
Â ¨0¸ � §&©0¨2ª�³ ´"¦ �Q��� Ç ��� ±$²<® ¥K¸�³ Ï ±$²�©Kà   ´"¦9²�©2ª�³ ©2¦$ªV¨0©0® ¥�¤5¥2¦ §<® ¥
­5²�©2¬D³ Ø2²�©g·5²�¥2¦(¨2º(©<¤5©<®�Ð ´5¸�¸�²�©�� �r� ß��Õ Q» ±(©O®�Ð ´"¦ È ª�³ » ±(Ø2ª�©O¥2µ(©0¨
À Á"Å��
	 » ±(³@§&³ Ï ¦(³ ¸�³ © » ±(©~¨0©2ª ª�©~´5¸�¸�²�©~©6§�ª�¨0´"¦ §&³ ¤ È ² È ©e§�±$²_¨0©2ª ª�©
·5²�¥2¦(¨2º(© �"¯ ©6§B´5¸�¸�²�©6§ �&�r  ¡ � £>©2ª � à   ¡ � £>§&´"¦$ªi¥2± §G§&³ ²�¥�Ëf´"±$ª È ©6§
Í<® ¥g·5²�¥2¦(¨2º(©g­ ´"±$²F¨0´"¬O­ ® È ª�©2²F® ¥D§&´5® ±$ª�³ ´"¦ �5¯ ´"²&§ » ±QÐ ±$¦(©O´5¸�¸�²�©
¦QÐ ©6§�ªM­ ¥6§g²�©2ª�©2¦$±(©�¤5¥2¦ §g±$¦(©+·5²�¥2¦(¨2º(©   ¨0©0® ¥�©6§�ªV³ ¦(¤5³ » ± È ­ ¥2²
®�Ð È ª�³ » ±(©2ª ª�©���
�� �
� ¦(©z§&´5® ±$ª�³ ´"¦Ì¤5¥2¦ §j® ¥o¸�³ Ï ±$²�©oà�©6§�ª;±$¦(©z§�±(¨0¨0©6§G§&³ ´"¦�¤5©
·5²�¥2¦(¨2º(©6§ È ª�³ » ±(©2ª È ©6§m­ ¥2²m¤5©6§ À Á � � ¦(©�·5²�¥2¦(¨2º(© » ±(³x§&©
ª�©2²�¬D³ ¦(©L­ ¥2²D±$¦(©;¸�©2±(³ ® ® © 	�����	 
 � §&³ Ï ¦(³ ¸�³ © » ±QÐ ©0® ® ©K¦(©;¤5´"¦$¦(©
­ ¥6§L¤5©x§&´5® ±$ª�³ ´"¦p¥2±w­5²�´"· ® Ø2¬D© �F¯ ©6§K¥2±$ª ²�©6§L§&´5® ±$ª�³ ´"¦ §L§&´"¦$ª
ª ²�´"±$µ È ©6§t¤5©�® ¥�¬DÊ2¬D©�¸�¥
�0´"¦�Ë&± § » ±QÐ Í�¥2µ(´5³ ²vª�´"±$ª�©6§t® ©6§
·5²�¥2¦(¨2º(©6§@§��$¦$ª º È ª�³�§ È ©6§W¤5¥2¦ §W® ¥ ý ³ Ï ±$²�© ßr�

ý ³ Ï ±$²�© ß þ�� È §�±(® ª�¥2ª�§W¤5©V®�Ð ¥0® Ï ´"²�³ ª º$¬D©V¶�����¶Z§�±$²C®�Ð ©2«(©2¬O­ ® © �6�

3 Evaluation expérimentale 

Ö ¥2¦ §>¨0©6§>©2«$­ È ²�³ ¬D©2¦$ª�¥2ª�³ ´"¦ §   ¦(´"± §_¥2µ(´"¦ §Fµ(´"±(® ±K´"·r§&©2²�µ(©2²V® ¥
µ(¥2²�³ ¥2ª�³ ´"¦ ¤"±|ª�©2¬O­r§z¦ È ¨0©6§G§&¥0³ ²�©}Í ¦(´(§�¥0® Ï ´"²�³ ª º$¬D©6§�©2¦
¸�´"¦(¨2ª�³ ´"¦u¤"±9¦(´"¬O·5²�©K¤SÐ ´5¸�¸�²�©6§D©2ªV¤SÐ ³ ª�©2¬~§<©2ªV¥2± §G§&³M¥2¦(¥0® � §&©2²
®�Ð È µ(´5® ±$ª�³ ´"¦\¤5©O® ¥ » ±(¥0® ³ ª È ¤5©g® ¥O§&´5® ±$ª�³ ´"¦   Í>ª ²�¥2µ(©2²&§M® ©>ª�©2¬O­r§  
­ ´"±$²W±$¦D¦(´"¬O·5²�©]¸�³ « È ¤SÐ ³ ª�©2¬~§�©2ªi¤SÐ ´5¸�¸�²�©6§ � Ñ ¥2²@¥0³ ® ® ©2±$²&§   ¦(´"± §
¥2µ(´"¦ § È Ï ¥0® ©2¬D©2¦$ªw§&´"±$º(¥0³ ª È ¬D´"¦$ª ²�©2² » ±QÐ ©2¦}±$ª�³ ® ³�§&¥2¦$ª4® ©6§
¦(´"±$µ(©0¥2±$« ­5²�³ ¦(¨0³ ­ ©6§ ­5²�´"­ ´(§ È § ¦(´"± § ­ ¥2²�µ(©2¦(´"¦ §
©0¸�¸�©0¨2ª�³ µ(©2¬D©2¦$ªpÍ}¥2¬ È ® ³ ´"²�©2²�® ¥ » ±(¥0® ³ ª È ¤5©6§�¥0® Ï ´"²�³ ª º$¬D©6§
¥0¨2ª ±(©0®�§@§�±$²C® ©6§ » ±(©0®�§Õ¦(´"± §Õ¦(´"± §@§&´"¬O¬D©6§ È Ï ¥0® ©2¬D©2¦$ªS¸�´"¦(¤ È § �
¯ ©6§�ª�©6§�ª�§�­5² È §&©2¦$ª È §L¨0³ ¶�¥2­5²�Ø6§L¨0´"²�²�©6§�­ ´"¦(¤5©2¦$ªD¥2±$«j² È §�±(® ª�¥2ª�§
´"·5ª�©2¦$± §�¥2µ(©0¨7±$¦(©7¬D´��(©2¦$¦(©u§�±$² ��� ©2« È ¨2±$ª�³ ´"¦ §\Í9¨2º(¥ » ±(©
¸�´5³�§ � ÿB©6§e² È §�±(® ª�¥2ª�§\´"¦$ª È ª È ©0¸�¸�©0¨2ª ± È §�§�±$²~±$¦ Ñ ©2¦$ª�³ ±$¬������  
������� º�   §&´"± §"!4³ ¦(¤5´�#]§ �$�����r�F¯ ©6§L¥0® Ï ´"²�³ ª º$¬D©6§K´"¦$ª È ª È
³ ¬O­ ® È ¬D©2¦$ª È §e©2¦&%�'�()'�©2ª]©2« È ¨2±$ª È §<­ ® ± §~¤5©;§&³ «-¨0©2¦$ª>¸�´5³�§
§�±$² ­ ® ± §&³ ©2±$²&§ ©2«(©2¬O­ ® ©6§ � Ñ ´"±$² ¨0´"¬O­ ¥2²�©2² ¨0©6§ ¤5©2±$«

¥0® Ï ´"²�³ ª º$¬D©6§g¥2±$«7¥0® Ï ´"²�³ ª º$¬D©6§g¥0¨2ª ±(©0®�§   ¦(´"± §]¥2µ(´"¦ §]©0¸�¸�©0¨2ª ± È
­ ® ± §&³ ©2±$²&§_ª�©6§�ª�§ � Ö ¥2¦ §_±$¦(©D­5²�©2¬D³ Ø2²�©+§ È ²�³ ©   ¦(´"± §V­5² È §&©2¦$ª�´"¦ §
® ©6§F² È §�±(® ª�¥2ª�§_´"·5ª�©2¦$± §_©2¦�¨0´"¬O­ ¥2²�¥2¦$ªÕ¦(´"ª ²�©<¥0® Ï ´"²�³ ª º$¬D©<¶�����¶�Í
¨0©0® ±(³>¤5©&*�¢�+ �-, ´"± §e¨0´"¬O­ ¥2²�´"¦ §e©2¦ §�±(³ ª�©;®�Ð ¥0® Ï ´"²�³ ª º$¬D©;¶���¶OÍ
¨0©2±$«e¤5©.*�/�+�* � + ��, ´"± §B® ©6§�¥2µ(´"¦ §W² È ­ ¥2²�ª�³�§�©2¦~¤5©2±$«~¨0¥2ª È Ï ´"²�³ ©6§
©2¦p¸�´"¦(¨2ª�³ ´"¦p¤5©6§�²�¥2­5­5²�´5¨2º(©2¬D©2¦$ª�§ » ±(³<©2«(³�§�ª�©2¦$ªD©2¦$ª ²�©u©2±$« �
Ö ¥2¦ §M® ¥]¤5©2²�¦(³ Ø2²�©g§ È ²�³ ©]©2«$­ È ²�³ ¬D©2¦$ª�¥0® ©   ¦(´"± §@­5² È §&©2¦$ª�´"¦ §@±$¦(©
¨0´"¬O­ ¥2²�¥0³�§&´"¦ §��$¦$ª º È ª�³ » ±(©É©2¦$ª ²�©É® ©6§ ¤5©2±$« ¥0® Ï ´"²�³ ª º$¬D©6§
­5²�´"­ ´(§ È §W©2ªS® ©6§W¥0® Ï ´"²�³ ª º$¬D©6§W¤5© � ¥2¦(¤"º(´5® ¬ 	 �10�2 3

3 . 1  P remi è re s érie expérimentale  

Ñ ´"±$²m¨0´"¦ §�ª ²�±(³ ²�©�® ©6§t´5¸�¸�²�©6§   ¦(´"± § Ï È ¦ È ²�´"¦ §t® ©�¦(´"¬O·5²�©
¤SÐ ³ ª�©2¬~§ Á ¥0® È ¥2ª�´5³ ²�©2¬D©2¦$ª �., ´"± § Ï È ¦ È ²�´"¦ §4©2¦ §�±(³ ª�©t® ©6§ Á
³ ª�©2¬~§ ¤SÐ ±$¦(©|´5¸�¸�²�©|¥0³ ¦ §&³ » ±(©�® ©�­5²�³ « ¤5©�®�Ð ´5¸�¸�²�©|§�±$²
®�Ð ³ ¦$ª�©2²�µ(¥0® ® ©4* �( 9� + �5, ´"± §-¥2µ(´"¦ §-´"·r§&©2²�µ È ®�Ð È µ(´5® ±$ª�³ ´"¦�¤"±
ª�©2¬O­r§ ¤SÐ ©2« È ¨2±$ª�³ ´"¦ ¤5© ¦(´"ª ²�© ¥0® Ï ´"²�³ ª º$¬D© ¶�����¶ ©2¦
¨0´"¬O­ ¥2²�¥0³�§&´"¦ Íz¨0©0® ±(³7¤5©6*�¢�+4§�±$²x±$¦ ©2¦ §&©2¬O· ® ©z¤SÐ ³ ª�©2¬~§
¤ È ¬D¥2²�²�¥2¦$ª@Í �$��� ©2ªW¤5©6§V´5¸�¸�²�©6§Mµ(¥2²�³ ¥2¦$ªW©2¦$ª ²�© ����� ©2ª ���������r�
¯ ©6§lª�©6§�ª�§l¬D´"¦$ª ²�©2¦$ª » ±(©p® ©6§u¤5³ ¸�¸ È ²�©2¦(¨0©6§u©2¦$ª ²�©v¨0©6§u¤5©2±$«
¥0® Ï ´"²�³ ª º$¬D©6§W¥2± Ï ¬D©2¦$ª�©2¦$ªS¥2µ(©0¨V® ©M¦(´"¬O·5²�©V¤SÐ ´5¸�¸�²�©6§ �

¯ ¥ ý ³ Ï ±$²�©7/D¬D´"¦$ª ²�©<® ©6§M² È §�±(® ª�¥2ª�§V¤5©<® ¥O¨0´"¬O­ ¥2²�¥0³�§&´"¦\¤5©
¨0©6§B¤5©2±$«e¥0® Ï ´"²�³ ª º$¬D©6§B® ´"²&§ » ±(©]® ©_¦(´"¬O·5²�©]¤SÐ ³ ª�©2¬~§B©6§�ªQ²�©0® ©2µ È
Í �����r�

0

10000

20000

30000

40000

50000

60000

70000

80000

100
1300

2500
3700

4900
6100

7300
8500

9700

10900

12100

13300

14500

Bids

R
un

tim
e 

(M
ill

is
ec

on
ds

, 1
0 

ru
ns

)

Sandholm Algorithm

2nd Algorithm

 

8:9 ;�<�=?>A@$BDCE>�F�G1HJILK >�MON
P�<�QR9 S�TVU$H�WXTOS�F�Y�=?>&ILK S�Z[ZR=?>�H]\�UO>
P
^�_�_ 9 QR>�F7H�W

 ` T]G$>�<�Q�UOS�9 =5Ha<�=DP
>�Q QR>bZ[9 ;�<�=?>bc�<O>bd \bI�9 Z[Z[N�=?>�TOP
>b>�HaQeI�>
d[K S�=?I�=?>�I�>Xf _ Hg>
P
S�TOIOH�W
hiS�<�=iUON�=?9 Z[9 >�=-P
>�HES�Y1Hg>�=�UO\�QR9 S�T$H�j�TOS�<$H
\�UOS�T$HkP
S�T�QR9 T�<ONlI�>&QR>�HaQR>�=JP
>�HkI�>�<�Mm\
d ;�S�=?9 Q n�F.>�HoHa<�=]I�>�H
>�MO>�F�G$d >�H�\�UO>
P)>�TOP
S�=?>pG$d <$H�ILK 9 QR>�F7H�W�q�S�<$H�\�UOS�T$H�Z[\
9 QLUO\�=?9 >�=
d >eTOS�F�Y�=?>pILK 9 QR>�F7HOrg<$Hgc�<sK t.u _�_�_�_ W
v <�=wd \x8:9 ;�<�=?>zy{TOS�<$H|I�S�T�TOS�T$H|d >�H|P
S�<�=�Y$>�Hwc�<O9

9 TOI�9 c�<O>�T�Q}d >�H~N
P
\�=�Q�H~>�TzQR>�F�G1H~ILK >�MON
P�<�QR9 S�T�>�T�Q =?>�P
>�H
\
d ;�S�=?9 Q n�F.>�H�d S�=gHgc�<O>�d >XTOS�F�Y�=?>�ILK 9 QR>�F7H-UO\�=?9 >�I�>Xf _�_ tD@ _�_ W
hiS�<�=�P�nO\
P�<�T�I�>�H�P
\�H�jXTOS�<$H�\�UOS�T$H�Z[\
9 Q5UO\�=?9 >�=�d >kTOS�F�Y�=?>
ILK S�Z[ZR=?>�H&Ha<�=JG$d <$H�I�>4u�� _�_�_ >�QbTOS�<$H�\�UOS�T$H�>
Z[Z[>
P�Q <ONV\�<
F.S�9 T$H5u _ QR>�HaQ�H�\�UO\�T�QiI�>�=?>
d >�UO>�=�P
>�HE=?N�Ha<Od QR\�Q�H�W�hi\�=�>�MO>�F�G$d >�j
d \�I�9 Z[Z[N�=?>�TOP
>�>�T�Q =?>�d >�QR>�F�G1HxILK >�MON
P�<�QR9 S�T�I�>�H�I�>�<�M

  

 1.4.5

3.7

2

3.7

 2.4.5

1

6 6

          1.5

          2.4    3.7

3.7

66

2

2.5

3.7

1

4.5

1.2

3.7

66

4

3.7

2

1

6

1.2

3.7

5

6

4

3.7

2

1

5

2.4

3.7

1

5

6 6

4

4



\
d ;�S�=?9 Q n�F.>�He>�HaQ I�>5d[K S�=?I�=?>5I�>)f _�_�_ F7H�\�UO>
P ����_�_ S�Z[ZR=?>�H�>�Q
P
>pc�<O>
d$c�<O>�HgS�9 QLd >eTOS�F�Y�=?>pILK 9 QR>�F7H�W

8:9 ;�<�=?>7yLB���P
\�=�Q�H)>�T�Q =?>7d[K \
d ;�S�=?9 Q n�F.>��	�
����>�Q�d[K \
d ;�S�=?9 Q n�F.>.I�>
� y�
 \�UO>
Pk<�TO>kUO\�=?9 \�QR9 S�TVI�<lTOS�F�Y�=?>�ILK 9 QR>�F7H�>�T�Q =?>kf _�_ >�Q
@ _�_ W

�eK N�UO\
d <O\�QR9 S�TwI�< QR>�F�G1HAI�� >�MON
P�<�QR9 S�TwI�>�Hl\
d ;�S�=?9 Q n�F.>�H
T�� N�QR\
9 Q�G$\�H�Ha<OZ[Z[9 Hg\�T�QR>�j69 d�N�QR\
9 Q N�;�\
d >�F.>�T�Q|TON
P
>�H�Hg\
9 =?>
I�� N�UO\
d <O>�=�d \)c�<O\
d 9 QRN)I�>)d \)HgS�d <�QR9 S�T.Z[S�<�=�TO9 >XG$\�=EP�nO\
P�<�T.I�� >�<�M
>�QDI�>�UON�=?9 Z[9 >�=.d >�<�=�G�=?S�G�=?9 N�QRN]\�T���QR9 F.>�W���>�Q QR>�G�=?S�G�=?9 N�QRN]>�HaQ
9 F�G$S�=�QR\�T�QR>DG�<O9 Hgc�<sK >
d d >5;�\�=?\�T�QR9 Q-c�<O>�P
>�HX\
d ;�S�=?9 Q n�F.>�HXHgS�9 >�T�Q
>�T]F.>�Ha<�=?> I�>.G�=?S�G$SOHg>�=p<�TO>bHgS�d <�QR9 S�T"F���F.>bHgS�<$H��[S�G�QR9 F.\
d >
\�UO\�T�Q)d \"Z[9 T I�>"d >�<�= >�MON
P�<�QR9 S�T$j�P�nOSOHg>"9 F�G$S�=�QR\�T�QR>�G$S�<�= d \
TON�;�S�P
9 \�QR9 S�ToI�\�T$H5d[K \�G�G$d 9 P
\�QR9 S�TkI�>bP
S�F�F.>�=?P
>bN
d >
P�Q =?S�TO9 c�<O>
c�<O>pTOS�<$H�\�UOS�T$H�P�nOS�9 Hg9 >�W�q�S�<$H�\�UOS�T$H�\
9 T$Hg91>
Z[Z[>
P�Q <ON�I�� \�<�Q =?>�H
>�H�Hg\
9 H7>�Q)\�UOS�T$H F.>�Ha<�=?N]d \"c�<O\
d 9 QRN"I�>"d \]HgS�d <�QR9 S�T S�Y�QR>�T�<O>
G$\�=�P�nO\
c�<O>D\
d ;�S�=?9 Q n�F.>)t)I�9 Z[Z[N�=?>�T�Q�HEF.S�F.>�T�Q�H�W��E\p8:9 ;�<�=?> u _
G�=?N�Hg>�T�QR> d >�H =?N�Ha<Od QR\�Q�HAI�>md \mP
S�F�G$\�=?\
9 HgS�T6I�>mP
>�HlI�>�<�M
\
d ;�S�=?9 Q n�F.>�H)\�UO>
PJu _�_ 9 QR>�F7H)>�Q�I�>�H)S�Z[ZR=?>�HpUO\�=?9 \�T�Q�>�T�Q =?>�� _
>�Q7u�� _�_�_ W��5\�T$H.P
>�Q QR>"Z[9 ;�<�=?>�jETOS�<$H5G$S�<�UOS�T$H S�Y1Hg>�=�UO>�=�c�<O>
d � \
d ;�S�=?9 Q n�F.> I�> � y�
 Q =?S�<�UO>|<�TO>�HgS�d <�QR9 S�T�\�UO>
P � ��j @��
I�� S�G�QR9 F.\
d 9 QRN)\�G�=���HEf � j ���wI�< QR>�F�G1H�I�� >�MON
P�<�QR9 S�T�QRS�QR\
d1>�Q1<�TO>
HgS�d <�QR9 S�T|\�UO>
P d � S�G�QR9 F.\
d 9 QRN�u _�_ � \�G�=���H fL@�� I�< QR>�F�G1H
I�� >�MON
P�<�QR9 S�TLW

��>�G$>�TOI�\�T�Q�j-t7G$d <$Hg9 >�<�=gH5S�P
P
\�Hg9 S�T$H�jiTOS�Q =?>b\
d ;�S�=?9 Q n�F.> �	�
���p\
Q =?S�<�UONb<�TO>"HgS�d <�QR9 S�To\�UO>
P G$d <$H�I�> ��_ ��I�� S�G�QR9 F.\
d 9 QRN�\�UO\�T�Q
u���� I�<�QR>�F�G1H7I�� >�MON
P�<�QR9 S�T&>�Q)\�UO>
P u _�_ � \�UO\�T�Qpf _ � I�<
QR>�F�G1H5I�� >�MON
P�<�QR9 S�TLW"!)d S�Y$\
d >�F.>�T�Q�j:TOS�<$H�G$S�<�UOS�T$H�UOS�9 =)I�\�T$H
P
>�Q QR>�Z[9 ;�<�=?>�c�<O>�G�=?>�Hgc�<O>�QRS�<$Hxd >�H�G$S�9 T�Q�H�I�>�TOS�Q =?>
\
d ;�S�=?9 Q n�F.> HgS�T�Q�9 TOZ[N�=?9 >�<�=gH)\�<�M�G$S�9 T�Q�H)I�> � y�
pHa<�=�d[K \�MO>.I�>�H
# c�<O9 =?>�G�=?N�Hg>�T�QR>7d > QR>�F�G1H�>�Q�c�<O>.d \.c�<O\
d 9 QRN.I�>.d \7HgS�d <�QR9 S�T
>�HaQLN�;�\
d >�F.>�T�Q$G�=?N�Hg>�=�UON
>�Ha<�=-d[K \�MO>pI�>�H�$.W

0,00

10,00

20,00

30,00

40,00

50,00

60,00

70,00

80,00

90,00

100,00

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

Optimality percentage

R
un

tim
e 

pe
rc

en
ta

ge

2nd algorithm Sandholm et al. 2001

 8:9 ;�<�=?> u _ B hiS�<�=?P
>�T�QR\�;�> I�< QR>�F�G1H�I�� >�MON
P�<�QR9 S�T U$H�W
hiS�<�=?P
>�T�QR\�;�>pILK S�G�QR9 F.\
d 9 QRN�W

3.2 Deuxième série expérimentale  

�5\�T$H P
>�Q QR>|I�>�<�MO9 ��F.>�HgN�=?9 >�joTOS�<$H \�UOS�T$H P
S�F�G$\�=?Nwd >�H
=?N�Ha<Od QR\�Q�H�I�> TOS�Q =?>7G�=?>�F.9 >�=D\
d ;�S�=?9 Q n�F.>bt � @�
 � �%
gW&�E\78:9 ;�<�=?>
u�u F.S�T�Q =?> d >�HVQR>�F�G1H}I�� >�MON
P�<�QR9 S�T|F.S��O>�T$H}S�Y�QR>�T�<$H}>�T
<�QR9 d 9 Hg\�T�Q�d � \
d ;�S�=?9 Q n�F.>'�	���.\�UO>
Pkd >]TOS�F�Y�=?>kI�� S�Z[ZR=?>�H7UO\�=?9 \�T�Q
>�T�Q =?>�� _�_ >�Q ^ � _�_ >�Q d >�TOS�F�Y�=?>DILK 9 QR>�F7H�UO\�=?9 \�T�Qi>�T�Q =?>�f1�.>�Q
���$W

0

100

200

300

400

500

600

500 1000 1500 2000 2500 3000 3500
Bids

R
un

tim
e 

(M
ed

ia
n 

ov
er

 1
0 

ru
ns

, 
M

ill
is

ec
)

25 items 40 items 55 items

 8:9 ;�<�=?>}u�u�B�B�CE>�F�G1H"ILK >�MON
P�<�QR9 S�TAU$H�W�TOS�F�Y�=?>�ILK S�Z[ZR=?>�H�>�Q
ILK 9 QR>�F7H�W

��>�H =?N�Ha<Od QR\�Q�H F.S�T�Q =?>�T�Q c�<O> d \ P
S�F�G$d >�MO9 QRN P�=?S�9 Q
>�M�G$S�TO>�T�QR9 >
d d >�F.>�T�Q-G$\�=e=?\�G�G$S�=�Q�\�<�TOS�F�Y�=?> I�� 9 QR>�F7HpI���Hpc�<O>
d >�TOS�F�Y�=?>.I�� S�Z[ZR=?>�Hp>�HaQ�Ha<�G$N�=?9 >�<�=Xt5f1� _�_ W��-Tb<�QR9 d 9 Hg\�T�QEP
>�Q QR>
G�=?N
P
N
I�>�T�QR>&I�9 HaQ =?9 Y�<�QR9 S�T$jD9 d >�HaQ7I�9 Z[Z[9 P
9 d >&I�> Hg\�QR9 HgZ[\
9 =?>�<�TO>
=?>
c�<���QR>5\�UO>
P)<�T7TOS�F�Y�=?>5N
d >�UON5ILK 9 QR>�F7H�W���>�G$>�TOI�\�T�Q�j1d >�HeP
\�H
Hg\�T$H�HgS�d <�QR9 S�T HgS�T�QL=?\�G$9 I�>�F.>�T�QL=?N�HgS�d <$HEG$\�=-TOSOH�\
d ;�S�=?9 Q n�F.>�H�W
�-TAZ[\
9 Q�jp\�UO\�T�Q�I�>J=?>
P�nO>�=?P�nO>�=bd >�H�I�>�HgP
>�TOI�\�T�Q�HbI�� <�T&T�(p<OI
I�\�T$HXd � \�=�Y�=?>�I�>�HpHgS�d <�QR9 S�T$H�jLd � \
d ;�S�=?9 Q n�F.>)UON�=?9 Z[9 >5I�� \�Y$S�=?I c�<O>
d >�H]9 QR>�F7H]c�<O95T�� \�G�G$\�=?\
9 H�Hg>�T�Q G$\�H"I�\�T$H�<�TO>oY�=?\�TOP�nO>&HgS�T�Q
G�=?N�Hg>�T�Q�HpI�\�T$Hpd >�HeG$\�=�QR9 QR9 S�T$HpILK S�Z[ZR=?>�Hpc�<O9:T�� S�T�Q G$\�HpN�QRN�I�N�r t
>�M�G$d S�=?N
>�H

.   

0

2000

4000

6000

8000

10000

12000

14000

16000

18000

100
1300

2500
3700

4900
6100

7300
8500

9700

10900

12100

13300

14500 Bids

D
iff

er
en

ce
 o

f R
un

tim
e 

(M
ill

iS
ec

on
ds

)

200 300 400 500 600 700 800 



�E\"8:9 ;�<�=?>lu f I�S�T�TO>]d >�H =?N�Ha<Od QR\�Q�H7S�Y�QR>�T�<$H7\�UO>
P�G$d <$Hg9 >�<�=gH
>�MON
P�<�QR9 S�T$H�W q�S�<$H \�UOS�T$H \�G�G$d 9 c�<ON TOS�Q =?> G�=?>�F.9 >�=
\
d ;�S�=?9 Q n�F.>b\�UO>
P ��_�_�_ S�Z[ZR=?>�H5>�Q�<�TO>7=?>
c�<���QR>bP
S�T�QR>�TO\�T�Q ��_
9 QR>�F7H�W��eK \�MO> I�>�H $ I�S�T�TO>md >}QR>�F�G1Hl>�T~F.9 d d 9 Hg>
P
S�TOI�>�H
P
S�T$HgS�F�F.N�G$\�=eTOS�Q =?> \
d ;�S�=?9 Q n�F.> >�QEd[K \�MO> I�>�H # =?>�G�=?N�Hg>�T�QR>
d \"c�<O\
d 9 QRN"I�>�d \"HgS�d <�QR9 S�TLWihiS�<�=�P
\
d P�<Od >�=�P
>�Q QR>bUO\
d >�<�=�tb<�T
9 T$HaQR\�T�QeI�S�T�TON7TOS�<$H5Z[\
9 HgS�T$H)<�T"=?\�G�G$S�=�Q�>�T�Q =?> d > P
S � Q�I�> d \
F.>
9 d d >�<�=?>|HgS�d <�QR9 S�T�Q =?S�<�UON
>wtwd \wZ[9 T I�<�G�=?S�P
>�H�Ha<$H I�>
=?N�HgS�d <�QR9 S�T I�<�G�=?S�Y$d ��F.> >�Q d > P
S � Q I�> d \ HgS�d <�QR9 S�T}t&P
>�Q
9 T$HaQR\�T�Q�W)q�S�<$H�\�UOS�T$H�S�Y1Hg>�=�UONVc�<�� tVd \VZ[9 T I�>�HJG�=?>�F.9 ��=?>�H
� _ F7H�j$d � \
d ;�S�=?9 Q n�F.>D\�UO\
9 QiI�N�r t�Q =?S�<�UONp<�TO>DHgS�d <�QR9 S�T7S�G�QR9 F.\
d >
t�� _ �JW

0

0,1

0,2

0,3

0,4

0,5

0,6

0,7

0,8

0,9

1

0,05 0,15 0,25 1 100 200 300 1500
Runtime (60 items and 6000 bids, sec)

P
er

ce
nt

ag
e 

op
tim

al
ity

 (
M

ed
ia

n 
ov

er
 1

0 
ru

ns
)

 8:9 ;�<�=?>.u fsW �-UOS�d <�QR9 S�T I�>pd \pc�<O\
d 9 QRNpI�>pd \�HgS�d <�QR9 S�T5U$H�W
QR>�F�G1H�W

q�S�<$H7\�UOS�T$H.P
S�T�QR9 T�<ON�TOSOH.>�M�G$N�=?9 F.>�T�QR\�QR9 S�T$H.\�UO>
P"I�� \�<�Q =?>�H
I�9 HaQ =?9 Y�<�QR9 S�T$Hx=?>�TOI�\�T�Q6G$d <$H I�9 Z[Z[9 P
9 d > d \{=?N�HgS�d <�QR9 S�T I�<
G�=?S�Y$d ��F.>�W7q�S�<$H G�=?N�Hg>�T�QRS�T$HAP
9 �[\�G�=���HAd >�H =?N�Ha<Od QR\�Q�HA\�UO>
P
P
>
d d >}G�=?N�Hg>�T�QRN
>mI�\�T$H � �%
 � @�
gW ��S�F�F.>m\�UO>
Pmd \�G�=?>�F.9 ��=?>
I�9 HaQ =?9 Y�<�QR9 S�T$j�TOS�<$H7\�UOS�T$H F.>�Ha<�=?N]d >�QR>�F�G1H7I�� >�MON
P�<�QR9 S�T I�>
P�nO\
c�<O>p\
d ;�S�=?9 Q n�F.>�Ha<�=-d \eY$\�Hg>pI�>eG$d <$Hg9 >�<�=gH QR>�HaQ�H�W
�5\�T$H�d \p8:9 ;�<�=?> u ^ j�TOS�<$H�9 TOI�9 c�<OS�T$H�d >XQR>�F�G1H�P
S�T$HgS�F�F.N

\�UO>
P�d \AF.N�Q nOS�I�>VI�> v \�TOI�nOS�d F������	� � u f 
aj.d \lF.N�Q nOS�I�>
8L<�r 9 HanO9 F.\
�����	��W � �%
�>�QE>�T$Ha<O9 QR> d \5T
��Q =?>�W v >
d S�T�P
>�H�QR>�HaQ�HXd >�H
=?N�Ha<Od QR\�Q�H7I�>�8L<�r 9 HanO9 F.\������	��W�Hg>�F�Y$d >�T�Q�\�H�Hg>���G�=?S�P�nO>�H.I�>�H
T
��Q =?>�H�W

0

500

1000

1500

2000

2500

3000

500 1000 1500 2000 2500 3000 3500 4000 4500

Bids

R
un

tim
e 

(M
ed

ia
n 

ov
er

 1
0 

ru
ns

, M
ill

is
ec

)

Our algorithm Fujishima et al. Sandholm et al. 02

8:9 ;�<�=?> u ^ WDCE>�F�G1HkILK >�MON
P�<�QR9 S�T�G$S�<�=]d >�HJ\
d ;�S�=?9 Q n�F.>�HJI�>
8L<�r 9 HanO9 F.\������	� � � v \�TOI�nOS�d F������	� �E>�Q�d[K \
d ;�S�=?9 Q n�F.> �	���e\�UO>
P
� _ 9 QR>�F7H�W

�E\"I�>�<�MO9 ��F.>"I�9 HaQ =?9 Y�<�QR9 S�Tk<�QR9 d 9 HgN
>�>�HaQpP
>
d d >�I�> � �%
gW �E>
TOS�F�Y�=?> ILK 9 QR>�F7H�� ILK <�TO> S�Z[ZR=?> >�HaQ7;�N�TON�=?N \
d N
\�QRS�9 =?>�F.>�T�Q
\�UO>
Pk<�TO>kG�=?S�Y$\�Y$9 d 9 QRN����������  ! "o\�UO>
P
�$#&%l>�Q'�(#�)+* �eW �E>�H
9 QR>�F7H P
S�F�G$SOHg\�T�Qe<�TO>�S�Z[ZR=?>"HgS�T�QX;�N�TON�=?N�H \
d N
\�QRS�9 =?>�F.>�T�QX>�Q
d > G�=?9 Mw\�<$H�Hg9kHa<�=ld[K 9 T�QR>�=�UO\
d d > � ��,.-/)103254�����,.-/)768254�
aj�\�UO>
P
29#�:1� %1W

�E\.8:9 ;�<�=?>ku �kP
S�F�G$\�=?>.TOS�Q =?> \
d ;�S�=?9 Q n�F.> �	���Xt P
>
d <O9EI�>
� � 
�Ha<�=eI�>�H�=?>
c�<���QR>�He\ �O\�T�Q"� _ 9 QR>�F7He>�Q:<�T7TOS�F�Y�=?>5I�� S�Z[ZR=?>�H
UO\�=?9 \�T�Q�I�>�f _�_ tbf _�_�_ W ��>�H5=?N�Ha<Od QR\�Q�H5F.S�T�Q =?>�T�Qpc�<O>bTOS�Q =?>
\
d ;�S�=?9 Q n�F.>5>�HaQ:G$d <$He>
Z[Z[9 P
\
P
>5c�<O>5P
>
d <O9sI�> � �%
gW��-T Z[\
9 Q�j$\�UO>
P
P
>�Q QR>~I�9 HaQ =?9 Y�<�QR9 S�T d > QR>�F�G1HV=?>
c�<O9 HVG$\�=�P�nO\
P�<�T I�>4P
>�H
\
d ;�S�=?9 Q n�F.>�H�G$S�<�= Q =?\
9 QR>�=�d >�Hb=?>
c�<���QR>�H�>�HaQ5G$d <$H�N
d >�UON�c�<O>
I�\�T$H�d \�G�=?N
P
N
I�>�T�QR>DI�9 HaQ =?9 Y�<�QR9 S�TLW��-T >
Z[Z[>�Q�j$P
>�Q QR>DI�9 HaQ =?9 Y�<�QR9 S�T
G�=?S�I�<O9 Q7ZR=?N
c�<O>�F�F.>�T�Q7I�>�H]S�Z[ZR=?>�H"I�>oF.S�9 T$H"I�> ^�_ 9 QR>�F7H�W
��>
P
9L=?>�TOI d >)G�=?S�Y$d ��F.>)G$d <$H�P
S�F�G$d >�MO>D>�Qid \�=?>
P�nO>�=?P�nO>DI�\�T$H
d � \�=�Y�=?>pI�>�H�HgS�d <�QR9 S�T$HEI�>�UO9 >�T�Q$G$d <$H G�=?S�Z[S�TOI�>�W

0

20

40

60

80

100

120

140

200 600 1000 1400 1800 ;5< = >

R
un

tim
e 

(M
ed

ia
n 

ov
er

 1
0 

ru
ns

, M
ill

is
ec

)

Our algorithm Fujishima et al.

 

8:9 ;�<�=?>"u �sW1CE>�F�G1HpILK >�MON
P�<�QR9 S�TbG$S�<�=Xd[K \
d ;�S�=?9 Q n�F.>�I�> � �%
�>�Q
d[K \
d ;�S�=?9 Q n�F.> �	���:\�UO>
P � _ 9 QR>�F7H�W

3.3 Troisième série expérimentale
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