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Résuḿe

La ClassificationAscendante� -� Hiérarchique( � -� CAH)
introduiteparBertranden2002[4] [5], géńeralisela Clas-
sification AscendanteHiérarchique (CAH) en permettant
souscertainesconditions,à chaqueclassed’être agréǵee
deuxfois durant le processusde formationde classespar
agrégationssuccessives.Dansce papier, nousproposons
un nouvelalgorithmede la � -� CAH qui améliore celui
propośeen2002,par uneformulationsimplifiéeetpar une
réductionde la complexité de 	�

����� à 	�
�������������� , où �
désignele nombre d’objetsà classer. À l’issue de chaque
agrégation,ce nouvelalgorithmede la � -� CAH permet
de supprimercertainesclasses,afin que l’ensembledes
classesobtenuessoit indicéausenslarge. Nousavonsréa-
lisé la premìere implémentationd’un algorithme de � -�
CAH, puiscompaŕe lesrésultatsdela � -� CAH (effectúee
avecce nouvelalgorithme)avecceuxde la CAH, d’une
part sur lesdonńeesclassiquesdeRuspiniet d’autre part
sur desjeuxdedonńeessimuĺeesuniformément.
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Abstract

The � -� AgglomerativeHierarchical Clustering( � -� AHC)
introducedby Bertrand in 2002 [4] [5], generalizes the
AgglomerativeHierarchical Clustering(AHC)byallowing
undercertainconditions,thateach clusterbemergedtwice
during the processof successivemergings. A new algo-
rithm of � -� AHCis proposedin thispaper. Thisalgorithm
improvestheoneproposedin 2002,by its simplerformula-
tionandbyreducingitsalgorithmiccomplexity from 	�
�� � �
to 	�

� � ��������� , where � denotesthe numberof objectsto
be clustered. At the endof each merging stepof the new
algorithm of � -� AHC, someclusters are removed, if ne-
cessary, in order that theobtainedsetof clustersbeweakly
indexed.We haveimplementedfor thefirst timea � -� AHC

algorithm, thencompared the new algorithm of � -� AHC
with the algorithm of AHC, by applying theseclustering
procedures to the classicalRuspinidata and to artificial
datasets.
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1 Moti vations
Quel quesoit soncontexte d’utilisation, chaqueméthode
declassificationgéǹeredesclassesayantdesformeset/ou
untypequi lui sontsṕecifiques,carlescaract́eristiquesdes
classessontinduitesparle critèredeclassificationoptimiśe
par la méthode.De plus,chaqueméthodedeclassification
géǹereun ensemblede classesqui estorganiśe selonune
structure(partition, hiérarchie,classificationpyramidale,� ��� ) qui lui estpropreégalement.Lorsquel’on appliqueune
méthodedeclassificationafind’effectueruneindexationde
cas[2], oncherchèacequelesclassesobtenuessoientclai-
rementidentifiées,dansle but depouvoir affecterdenou-
veauxobjets(cas)àchaqueclasseobtenue.Cetteapproche
enindexationdecasestgrandementfacilitéesi lesclasses
admettentunerepŕesentationgéoḿetriquehomog̀ene,car
onpeutalorsplusfacilementdécrirechaqueclassèa l’aide
deconditionsgéoḿetriquesdu type: proximité à unproto-
type,appartenancèaunhypercubedansl’espacedéfini par
lesvariablesdécrivantlesdonńees,etc.Danscetexte,notre
point de vue est celui de l’ étudede l’applicabilité d’une
techniquede classificationrécente,appeĺeeClassification
Ascendante� -� Hiérarchique(cf. [4]), avecenperspective
sonapplicationaudomainede l’indexationdecas,et plus
particulìerement̀a uneplate-formeà objetsde Raisonne-
ment à Partir de Caspour dessyst̀emesde recommanda-
tion pour le Web [10]. La ClassificationAscendante� -�
Hiérarchique( � -� CAH) a ét́e récemmentintroduite par
Bertranddans[4] et [5], afin de géńeraliserla Classifica-
tion AscendanteHiérarchique(CAH). La � -� CAH offre la



mêmeflexibilit é de choix de critèresde classificationque
la CAH. Par ailleurs, la CAH géǹere desclassesdeux à
deuxdisjointesou inclusesl’une dansl’autre, alorsquela� -� CAH donnela possibilit́e à chaqueclassed’intersecter
au plus uneautreclasselorsquel’intersectionobtenueest
distinctedesdeux classes.Cettecaract́eristiquepermetà
la structureen classesobtenuede mettreen évidencedes
groupesd’objetsqui ont lescaract́eristiquescommunesde
deuxautres(ce qui n’est paspossibleavec la CAH). Une
raisonsuppĺementaireestqu’il a ét́e prouv́e dans[4] que
la � -� CAH géǹeredesclassificationspyramidales(intro-
duitesindépendammentparDiday [7], et Fichet[8]), donc
desstructuresenclassesqui sontfacilementvisualisables.
Rappelons̀a ce sujet que les classificationspyramidales
présententunintérêtapplicatifcertainchaquefois quel’en-
sembledesdonńeesest constitúe d’objets qui sont natu-
rellementordonńes le long d’un continuum,commepar
exemplecelaseproduit avec l’ étudedesséquencesgéno-
mique(cf. [1]).
Dansla sectionqui suit,nousrappelonslesconceptsde � -� hiérarchieet dela � -� CAH [4]. Dansla Section3, nous
partonsde l’algorithme de la � -� CAH propośe dans[4]
pourdéfinir unnouvel algorithmede � -� CAH qui propose
à l’issue de chaqueagŕegationde classes,d’effectuerune
étaped’affinage (étapede suppressionde classes).Avant
de conclureen Section6, la Section4 présenteuneana-
lyse de complexité du nouvel algorithmeet la Section5
présentedestestssur les donńeesde Ruspini, et sur des
jeux dedonńeessimuĺeesuniformément.

2
�

-� Hiérarchieset algorithme de la�
-� CAH

Danscequi suit, ! désigneunensemblede � objetsàclas-
serquenoussupposonsdécrit parunedissimilarit́e, notée"
. Nousconsid́eronsdescollectionsdesous-ensemblesnon

videsde ! , appeĺesclasses. Le lecteurpourrasereporter
à un ouvragegéńeral comme[9], en ce qui concerneles
définitionsusuellesenclassification.

2.1 # -$ Hi érarchies
Dansce texte, les collectionsde classesexamińeessont
suppośeesordonńeesselonl’ordrenatureld’inclusionentre
partiesde ! . Nouscommenc¸onspargéńeraliserà cecon-
texte des notions usuellesen classificationhiérarchique,
commepar exemplecellesde successeur/préd́ecesseuret
d’indiçage.
Étantdonńeunecollectiondeclasses,notée% , etunélément&

de % , chaqueclassequi estun élémentmaximalde la
collection ')(+*,%.-/(10 &32

, estappeĺeesuccesseurde&
. Si ( estun successeurde

&
, alorson dit que

&
estun

préd́ecesseurde ( . Si
&54 (6*7% sonttelsque

&98 (;:<>= ,& :? ( et (@:? &
, alors on dit que

&
intersectepro-

prement( . Rappelonsque % estappeĺeehiérarchie sur !
si % contient ! et sessingletons,et s’il n’existepasd’in-
tersectionpropreentredeux classes.La collection % est
dite indicéeau senslarge par unefonction AB-�%BCED7F

si A est isotone(i.e.
& 0G( implique AH
 & �JIKAH
�(L� )

et si de plus, la condition AH
 & � < AH
�(L� avec
& 0M( ,

entraineque la classe
&

est égaleà l’intersectionde ses
préd́ecesseurs.Nous rappelonségalementque % est dite
indicéepar A si

& 0;( implique AH
 & �ONPAH
Q(L� . Dans
[4], Bertranda défini une � -� hiérarchie sur ! comme
étanttoutecollection % declassesqui contient! etsessin-
gletons,qui eststablepar intersectionsnon vides,et telle
quechaqueclasseintersecteproprementauplusuneautre
classe.Une � -� hiérarchiesur ! est une famille d’inter-
vallesd’au moinsun ordrelinéaire(i.e. total) défini sur ! ,
etcettefamilleposs̀edeauplus R �� 
TSU!>STVJW���X éléments,en
excluant les singletonsde ! (cf. [4]). De cettepropriét́e,
il résultequechaque� -� hiérarchieestuneclassification
pyramidaleparcimonieuse[5] (voir la Figure 1 pour un
exemplederepŕesentationd’une2-3 hiérarchie).

Pourterminer, nousjustifionsla terminologie“ � -� hiérar-
chie” qui estemployée.En fait le terme“ � -� hiérarchie”
précisede quellemanìere l’ensembledes � -� hiérarchies
constitueuneextensionde l’ensembledeshiérarchies- en
effet,desdéfinitionsil résulteclairementqu’unehiérarchie
estun casparticulierde � -� hiérarchie.Tout d’abord,nous
dironsqu’unepairedeclassesesthiérarchiquesi cesdeux
classesnes’intersectentpasproprement.Soitalorsunecol-
lection % declassesqui contient ! et sessingletons.Il est
clair que % estunehiérarchiesi et seulementsi toutesles
pairesdeclassessonthiérarchiques.Si l’on supposedeplus
que % eststableparintersectionnonvide,alorsil estfacile
demontrerque % estune � -� hiérarchiesi et seulementsi
quelquesoit le triplet declassesconsid́eré,2 aumoinsdes
3 pairesdeclassespossiblessonthiérarchiques,cequi jus-
tifie le termede � -� hiérarchie.

2.2 De la CAH à la # -$ CAH

Rappelonsquele principedel’algorithmedela CAH con-
siste,en partantde l’ensemblede classescoincidantavec
celuidessingletons,̀aagŕegersuccessivementdeuxclasses
jusqu’̀a ce que la classe! soit formée,chaqueclassene
pouvant être agŕeǵee qu’une seulefois. De plus, l’algo-
rithmeneréunitdeuxclassesquesi ellessontlespluspro-
ches- au sensd’un lien d’agrégationchoisi au préalable,
quenousnotonsY etquenousappelonssimplement“ lien”
dansce texte. Les liens les plus connuset les plus uti-
lisés sontentreautresle lien minimum, le lien maximum
et le critère deWard (cf. [9]). Quanddeuxclasses

&
et (

sontregrouṕees,leurlien qui estnoté YZ
 &54 (L� , s’interpr̀ete
commeunemesuredu degré d’hét́eroǵeńeité de la classe[ < &1\ ( ainsi formée,et se note AH
 [ � . La fonctionA ne définissantpasnécessairementuneclassificationin-
dicée,dansle sensdéfini à la sous-sectionpréćedente,une
étaped’affinage(éliminationde certainesclasses)est ef-
fectúeeà l’issuedela CAH.
Nous rappelonsci-dessousl’algorithme de la � -� CAH,
propośeen2002dans[4] afin degéńeraliserla CAH, dans
lequel ]_^ ( `badc ) désignel’ensembledesclassescandi-
dateslorsdel’it ération `fe>W .



Algorithme de la g -h CAH.

1. Initialisation. Poser̀ < c etdéfinir ]_i commeétant
l’ensembledessingletonsde ! .

2. Agr égation.Poser̀ < `�ejW ; réunirdeuxclasses
& ^

et (k^ tellesque YZ
 & ^ 4 (l^U��ImYZ
 &n4 (o� pourtoutepaire' &54 ( 2 ? ]_^
prq telleque
&

et ( sontincomparables
et vérifient 
Qs�� ou 

t�� :

Qs�� &

et ( sontmaximales,et si uneclasseinter-
secteproprement( (resp.

&
), alorscetteclasse

estnécessairementla classe
&

(resp.( ).


tZ� L’unedesclasses

&
ou ( estmaximale,etl’autre

admetunpréd́ecesseurunique
[

. Aucuneclasse
n’intersecteproprement

&
, ( ou

[
.

3. Mise à jour. Mettreà jour ]_^Huv]_^
prq \ ' & ^ \ (k^ 2 :] ^ estprivé detouteclassestrictementinclusedans
aumoinsuneclassede ] ^
prq et dans

& ^ \ ( ^ .
Mettre à jour Y en utilisant uneextensionde la for-
muledeLanceetWilliams.
Mettreà jour A enutilisant:AH
 & ^ \ (l^U� <Bwoxzy ')AH
 & ^U� 4 AH
Q(k^{� 4 YZ
 & ^ 4 (l^|� 2 .

4. Testd’arr êt. Réṕeter2 et3, jusqu’̀a cequela classe! soit créée.
5. Affinage. Supprimerdesclassespourque A définisse

un indiçageausenslarge.

Cetalgorithmeutilisela formuledeLanceetWilliamsgéńe-
ralisée(cf. [3]) qui permetla miseà jour dechaquevaleur
de Y en 	�
{W�� pour la plupartdesliens classiques(sauf le
lien du sautminimum). Il a ét́e établi dans[4], que cet
algorithmeconverge pour tout lien Y , en au plus 	�
�� � �
opérationśelémentaires,qu’apr̀eschaquéetape3 l’ensem-
ble desclassescrééesestune � -� hiérarchieà la condition
prèsque ! soituneclasse,etquedeplus,la � -� hiérarchie
obtenueà l’issue de l’ étaped’affinageestindicéeau sens
largepar A .

3 Nouvel algorithme de la
�

-� CAH
Nousprésentonsici un nouvel algorithmede la � -� CAH
(cf. Section3.4), dérivé du préćedent,et dont l’int érêt est
double: d’une part,sonprincipeserapprochede celui de
l’algorithmeclassiquedelaCAH grâceàl’ajout d’uneétape
d’agrégationintermédiaire(cf. Section3.2),etd’autrepart,
nousverronsquela formulationsimplifiéedela miseà jour
de ]_^ (cf. Section3.1etsaproposition)et l’int égrationde
la phased’affinageà l’int érieur de la phased’agrégation
(cf. Section3.3),conduità uneréductiondela complexité
del’algorithme(cf. Section4).

3.1 Reformulation de la mise à jour de l’en-
semble}@~ de candidats

Nouscommenc¸onspar reformulerla proćedurede miseà
jour de l’ensemble] ^ desclassescandidates(étape3 de
l’it ération `�e�W ). Le but est de réduirela complexité de
cetteproćedurede 	�
����z� à 	�

��� dansle pire descas1, en
précisantexactementlesclasses̀a supprimer.

1. Dansla suite, toutesles mesuresde complexité effectúeesseront
relativesaunombremaximumd’opérationsnécessaires.

Proposition3.1 Dansl’algorithmedela � -� CAH,onpeut
sanschanger lesrésultatsd’agrégation,choisir ] ^ (Étape
3) dela façonsuivante: ] ^ estégalà ] ^�p�q augment́ede& ^ \ ( ^ et privédesclassessuivantes:

- successeursde
& ^ et lessuccesseursde (l^ ;

- classes
& ^ et (k^ , lorsque

& ^ 8 (k^�:<B= ou lorsque
l’agrégationde

& ^ avec (k^ estdetype 
�tZ� .
Preuve.Dansl’algorithmeinitial, commedansla nouvelle
formulation, ] ^ estégalà ] ^
prq augment́ede

& ^ \ ( ^ et
privédecertainesclassesinclusesdans

& ^ \ ( ^ . Pourcom-
parerles deuxapproches,il suffit doncd’examinerseule-
ment les classesde ] ^�p�q qui sont inclusesdans

& ^ \
(k^ . Examinonstout d’abord les successeursde

& ^ ou de(k^ . Dansl’algorithmeinitial ils n’appartiennentpasà ]_^ ,
car ils sont inclus dans

& ^ ou (l^ , et dans
& ^ \ (k^ . C’est

égalementle casdansla nouvelleformulation.Parailleurs,
danslesdeuxmanìeresdechoisir ]_^ , si uneclasse� est
inclusedansun dessuccesseursde

& ^ (resp. (l^ ), alors �
n’appartientpasà ]_^
prq , car � a nécessairementdéjà ét́e
éliminéede ]_^�� pouruncertaiǹ��fIm`�V�W . Parailleurs,

& ^
et ( ^ sontlesseulssuccesseursde

& ^ \ ( ^ , donc
& ^ et ( ^

sontlesseulesclassesqui restent̀aexaminer. A priori, trois
casseulementsontenvisageablesselonquel’agrégationde& ^ et ( ^ , estdetype 
Qs�� avec

& ^ 8 ( ^ <j= (Cas (a)), ou
detype 
�s�� avec

& ^ 8 ( ^ :<j= (Cas (b)), ou detype 
�tZ�
(Cas (c)).
Cas (a) - Agrégation 
Qs�� avec

& ^ 8 (l^ <>= . Danscecas,& ^ \ (l^ estla seuleclassecontenant
& ^ (resp. (l^ ), car

& ^
(resp.(l^ ) étaitmaximaleavantla formationde

& ^ \ (k^ . Ni& ^ ni (l^ ne sontretiréesde ]_^ dansl’algorithme initial,
et c’estaussile casdansla nouvelle formulation.Doncles
deuxformulationssontici équivalentes.

Cas (b) - Agrégation 
Qs�� avec
& ^ 8 (k^J:<G= . Pour la

mêmeraisonquedansle cas(a), ni
& ^ ni (l^ nesontre-

tiréesde ]_^ dansl’algorithmeinitial. Parcontre,
& ^ et (l^

n’appartiennentpasà ]_^ , si l’on utilise la nouvelle for-
mulation.Cependantselonl’algorithmeinitial, ni

& ^ ni (l^
neserontagŕeǵeeslors d’une réunionultérieurede cetal-
gorithme.En effet d’unepart,aucunedesclasses

& ^ et (l^
nepeutêtreutiliséepouruneagŕegationdetype t , car

& ^
et ( ^ s’intersectentproprement.Et d’autrepart,aucunedes
classes

& ^ et ( ^ ne peutêtreutiliséepour uneagŕegation
detype s , car

& ^ et ( ^ nesontplusmaximales.

Cas (c) - Agrégation 

t�� . Supposons- sansperte de
géńeralit́e - que

[
soit le préd́ecesseur(unique) de

& ^ .
Donc

& ^ :*�] ^ dansl’algorithme initial, mais ( ^ *�] ^
car ( ^ estinclusdansuneseuleclassede ] ^ (i.e.,

& ^ \ ( ^ ).
Par contre,

& ^ et ( ^ n’appartiennentpasà ] ^ , si l’on uti-
lise la nouvelle formulation.Cependantselonl’algorithme
initial, (l^ ne serapasagŕeǵeelors d’une agŕegationulté-
rieuredel’algorithme.Eneffet, (l^ poss̀edeunpréd́ecesseur
unique

& ^ \ (l^ mais
& ^ \ (k^ intersecteproprement

[
(car[

contientstrictement
& ^ maisestdisjointde (l^ ). Donc (l^

ne pourrapasêtreutiliséepour uneagŕegationquellesoit
detype t ou s .



Enconclusion,bienquele choixdel’ensemble] ^ diffère
danscertainscasselonlesdeuxapproches,lesclassesque
l’on peutréunirselonlesdeuxapprochessontbienlesmê-
mes.Par conśequent,la nouvelle façon de choisir ] ^ ne
changepaslespossibilit́esderéunionentreclasses̀achaque
itération. �
3.2 Ajout d’une agrégationde type � à la

suitede chaqueagrégationde type �
La propriét́e suivantemetenévidencele fait qu’apr̀esune
agŕegationdetype t , la réuniondela nouvelleclasse

& ^ \( ^ et de l’unique préd́ecesseur
[

de
& ^ ou de ( ^ , esttou-

joursréaliśeeultérieurementparl’algorithme.

Proposition3.2 Si l’agrégationde la `U�|��� étapeest de
type t , alors la classe

& ^ \ ( ^ forméeà cetteétape, sera
nécessairementréunieavecle préd́ecesseurde

& ^ ou de( ^ , lors d’uneétapeultérieuredel’algorithme.

Preuve. Supposons- sanspertedegéńeralit́e - que
[

soit
le préd́ecesseur(unique)de

& ^ , avant l’agrégation t de& ^ et (l^ , et de plus, plaçons-nous̀a la fin de cetteétape
d’agrégation.Il estclair que

& ^ \ (l^ estuneclassemaxi-
malede ]_^ . Si

[
n’estpasmaximale,alors

& ^Z0 [ 0 [ � ,
ce qui entraineque

& ^ a ét́e éliminée de ]_^�� ( `|��N�` )
au plus tard lors de la mise à jour qui suit la formation
de

[ � , ce qui contredit
& ^�*6]_^�p�q . Donc

[
est maxi-

male,et
[ *�]_^ , car on ne peutpasélimineruneclasse

maximalede ]�� avec ��I�` . Il en résultequelesclasses& ^ \ ( ^ et
[

appartiennent̀a ] ^ , sontmaximalesets’inter-
sectentproprement.Donccesclassespeuventêtreréunies
selonla condition 
�s�� . De plus, la classe

& ^ \ ( ^ (resp.
la classe

[
) ne peutêtreréuniequ’à la classe

[
(resp.la

classe
& ^ \ ( ^ ) pardéfinition del’algorithme.Si cesdeux

classesne sont pasréunies,cela signifie que l’on réunit
deuxclassesqui poss̀edentunevaleurdelien inférieureou
égaleà YZ
 & ^ \ (k^ 4T[ � , etquelesdeuxclassesainsiréunies
sontinclusesdans!�V�
 & ^ \ (l^ \�[ � , card’unepartaucun
successeurde

& ^ ou de (k^ n’appartient̀a ] � (��a.`/ejW )
etd’autrepart,aucunsuccesseurde

[
n’estagŕegeablecar[

intersecteproprementla classe
& ^ \ (k^ . Cependant,l’al-

gorithmene se terminerapas(et on sait qu’il se termine
nécessairementd’après[2]) tantquela classe! n’est pas
créée.Or ! nepeutpasêtrecrééetantquel’on réunitdes
classesinclusesdans!�V�
 & ^ \ ( ^ \�[ � , donctantquela
réunionde

& ^ \ ( ^ etde
[

n’estpasréaliśee,cequi ach̀eve
la preuve. �
Proposition3.3 Si aprèschaqueagrégationdetype t , on
réunit

& ^ \ ( ^ (itération ` quelconque)aveclepréd́ecesseur[
(de

& ^ ou de ( ^ ), alors à la fin dechaqueétape2 ainsi
modifíee, aucuneclassen’intersectera proprementune
classemaximale.

Preuve.Raisonnonsparrécurrencesurle numérod’it érati-
on ` . Le résultatestvrai pour ` < W . Supposonsqu’il le soit
jusqu’̀al’it ération

`)VLW�� incluseavec `��jW , etconsid́erons

l’it ératioǹ . Touteitérationseterminantparuneagŕegation
detype s , onvérifieaiśementquela dernìereclasseformée
est une classemaximalequi n’intersecteproprementau-
cuneautreclasse: celarésultedu fait quecetteclassepeut
toujoursêtre consid́erée commeréunionde deux classes
maximales̀a l’it érationpréćedente,doncparhypoth̀esede
récurrence,n’intersectantproprementaucuneautreclasse
crééeauplustardà l’it ération 

`�V�W�� . D’où le résultat. �
Il résultede cettepropositionquesi à la suitede chaque
agŕegationde type t , on effectuesyst́ematiquementune
agŕegationde type s dansles conditionsdécritespar la
proposition3.3 (nousdironsdansce casquel’agrégation
de type s est intermédiaire), alors les classesmaximales
obtenuesen fin de chaqueitération,formentunepartition
de ! .

Doncl’ajout del’agrégationintermédiairelorsdel’ étape2
permetde reformulerla conditiond’agrégationde l’algo-
rithmeinitial de la manìeresuivante: pour tout ' &54 ( 2 ?
]_^�p�q tel que

&
et ( sontincomparables,ona 
Qs�� : “

&
et( sontmaximales”,ou 

tZ� : “une seuledesclasses

&
ou( estmaximale”.Par conśequent,deuxclassesincompa-

rables
&

et ( de ]_^
prq peuventêtreréuniessi etseulement
si aumoinsl’une desdeuxclasses

&
ou ( estmaximale.

3.3 Int égration de l’ étaped’affinage dans
l’ étaped’agrégation

Nousproposonsd’intégrerl’ étaped’affinagedansl’ étape
d’agrégation.Cette intégrationpermetd’obtenir un indi-
çageau senslarge par A sansrecourir à l’ étape5 d’affi-
nage.Pluspréciśement,chaquefois qu’uneclasse

&;\ (
estcréée,nouscomparonsAH
 &�\ (�� avec AH
 & � et AH
Q(o� .
Si AH
 &v\ (�� < AH
 & � (resp. AH
 &v\ (L� < AH
�(o� ), nous
éliminons

&
(resp.( ), à conditionque

&�\ ( soit le seul
préd́ecesseurde

&
(resp.( ). Cecasestillustrédansl’exem-

pledela Figure1, où AH
 & ��N�AH
Q(L� < AH
 &9\ (L� : ( doit
doncêtresuppriḿedela structure.

Y’ X’ Y’Z’Z’X’

Y

X

XUY XUY’

X

FIG. 1 – Exempled’affinageintégŕe

3.4 Propositiond’un nouvel algorithme dela
# -$ CAH

Nousdécrivonsci-dessousl’algorithmedela � -� CAH ob-
tenu(voir [6] pour plus de détails)en tenantcomptedes
deuxchangementspréćedents,̀a savoir l’ajout d’uneagŕe-
gationintermédiaire(présent́een3.2)et l’int égrationdela
phased’affinagedansla boucled’agrégation(présent́e en
3.3).



1. Initialisation. Poser̀ < c etdéfinir ] i commeétant
l’ensembledessingletonsde ! .

2. a) Agr égation.Poser̀ < `�eBW ; réunirdeuxclasses& ^ et (k^ tellesque YZ
 & ^ 4 (l^U��I�YZ
 &54 (L� pour toute
paire ' &n4 ( 2 ? ]_^�p�q declassesqui sontincompa-
rableset telles que l’une d’entre elles au moins est
maximale.Calculde AH
 & ^ \ (l^U� �
b) Agr égationintermédiaire.Si

[
estpréd́ecesseur

de
& ^ ou de ( ^ , et que

[ :< & ^ \ ( ^ , alorsr éunir
[

et
& ^ \ ( ^ , et retirerde ] ^ cesdeuxclasseset leurs

successeurs.Calculde AH
 & ^ \ ( ^ \�[ � .
c) Mise à jour de Y : ajoutdesliensentrela nouvelle
classemaximaleetlesautresclassescandidatesenuti-
lisantla formuledeLanceet Williams géńeraliśee.

3. Affinage. Éliminerchaqueclasse��*J' & ^ 4 (l^ 4{& ^ \(k^ 4T[�2
admettantun préd́ecesseur� � tel que:AH
Q�¡� < AH
Q� �
� .

4. Mise à jour. ] ^ estmis à jour enajoutantla dernìere
classecrééeetenéliminantlessuccesseursdesclasses
qui ont ét́e agŕeǵees,ainsi que les classesagŕeǵees
elles-m̂emeslorsqueleur intersectionestpropre.Mise
à jour de Y , enéliminantlespairesnoncandidates.

5. Test d’arr êt. Réṕeter 2, 3 et 4, jusqu’̀a ce que la
classe! soit créée.

Lesclassesproduitesparl’ étape2 formentune � -� hiérar-
chie (cf [4] et Proposition3.2). L’int égrationde l’ étape
d’affinage(étape3) à l’int érieurde la boucledéfinie par
lesétapes2-5, assurequela structureclassificatoireestin-
dicée au senslarge par A . Par ailleurs, il est clair que la
suppressionde classesayantun seul préd́ecesseur(étape
3), nechangepasla propriét́equelesclassesgéńeréespar
l’algorithmeformentune � -� hiérarchie.
Enfin,pourquel’algorithmedela � -� CAH puissêetreef-
fectivementimplément́e, il estnécessairetout d’abordde
choisir le lien d’agrégation(lien du sautminimum,lien du
sautmaximum,etc). Le choix d’un lien d’agrégationen
CAH supposequeles classescompaŕeessoientdisjointes
ouinclusesl’une dansl’autre.Commecetteconditionn’est
pasnécessairementrempliedurantles étapesd’agrégation
de l’algorithme de la � -� CAH, il est nécessaired’adap-
ter cette définition au cas de deux classess’intersectant
proprement.Par la suite, lors de l’impl émentationet des
tests,nousutiliseronsle lien du sautminimumdéfini parYZ
 &54 (L� < wb¢�£ ' " 

¤ 4{¥ ��-�¤J* & V3( 4{¥ *n(¦V &32�4

et le
lien dusautmaximumdéfini par YZ
 &54 (L� <Bwbx�y ' " 

¤ 4{¥ ��-¤n* &54{¥ *5( 2

(formulesqui permettentdeseramenerau
casdedeuxensemblesdisjoints).

3.5 Impl émentation

Nousavonsréaliśeunepremìereconceptionetimplémenta-
tion orient́eeobjetd’un algorithmede � -� CAH (enJava).
Le code a aussi ét́e intégŕe dansCBR*Tools [10], une
plate-formede Raisonnement̀a Partir de Casdévelopṕee
à l’INRIA.

4 Analysede complexité de l’algo-
rithme

Pour déterminerla complexité de notre algorithme,nous
décrivonsdansle premìereparagraphela structuredesdon-
néesutilisée.Ensuitele deuxìemeparagrapheréalisel’ana-
lyse théoriquede la complexité en tempsde notrenouvel
algorithmede la � -� CAH, qui estdansle pire descasen	�

� � ��������� . Cetteanalysethéoriqueestsoutenuedansle
dernìereparagrapheparunevalidationexpérimentale.

4.1 Structure de données
Les opérationsles plus coûteusesen temps,sont le sto-
ckageetla manipulationdela matricecontenantlesvaleurs
dulien Y entrelesclasses.Nouseffectuonscesopérations̀a
l’aide d’unestructurededonńeesarborescenteetordonńee
qui met en correspondanceles valeursde Y et les paires
de classescandidates.Plus préciśement,les deux classes
qui sontchoisiespour êtreréunies,formentunepairequi
minimise les trois critèressuivants: (1) minimalité de la
valeur du lien Y , puisquenousrecherchonsdeux classes
lesplusprochesausensdu lien d’agrégation,(2) minima-
lit é du cardinal, cequi signifiequela sommedesnombres
d’élémentsdesclasses̀a réunirestminimale,quandla va-
leur minimaledu lien Y estatteinteparplusieurspaireset
(3) minimalité du ranglexicographiquedesidentificateurs
declasses,lorsquelesdeuxpremierscritèressontsatisfaits
par plusieurspaires.Le premierniveaude la structureest
donc constitúe desvaleursordonńeesdu lien, le second
niveau,desvaleursde cardinalit́es ordonńeesdes paires
posśedantla mêmevaleurde lien, et enfinle troisièmeni-
veaucontientles identificateursranǵesselonl’ordre lexi-
cographique.

4.2 Calcul de la complexité
Lacomplexitédel’initialisation (étape1) esten 	�

� � ��������� ,
doncplus grandequedans[4], maisnousverronsque le
nombred’opérationssurlastructurearborescenteordonńee
estmoins importantà chaqueitération: en 	�

�§��������� au
lieu de 	�

� � � .
Danscequi suit, nousanalysonsla complexité desétapes
2-4, qui sontréṕet́eesauplus R �� 
���V>W���X fois, jusqu’̀a ce
quela classe! soit créée.
Dans l’ étaped’agrégation(étape2.a), nous recherchons
d’abord la pairequi minimisenoscritères,en 	�
{W�� , puis
nouscréonsla nouvelleclasse

& ^ \ (l^ égalementen 	�
¨W�� .
La complexitédel’agrégationintermédiaire(étape2.b) se
calculede la mêmemanìereet estidentique.La valeurdeA pour chaquenouvelle classeestcalcuĺeeen 	�
{W�� , sauf
dansle casd’uneagŕegationintermédiaireoù il fautcalcu-
ler YZ
 & ^ \ ( ^ 4�[ � selonunecomplexitéen 	�
���� poursera-
mener̀a la comparaisondeclassesdisjointes(comparaison
desuccesseursde

[
avec

& ^ et (l^ ) enutilisant la formule
deLanceetWilliams géńeraliśee.Enfin,lesvaleursdu lienY entrela nouvelleclasseforméeet lesautresclassescan-
didatessontcalcuĺees(étape2.c),chacuneen 	�
{W�� - casde
classescompaŕeesdisjointes,puisinséréesdansla matrice,
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chacuneen 	�

��������� . Ainsi la complexité totaledel’ étape
2 esten 	�
��«�����Z��� .
Dansl’ étaped’affinage(étape3), nousn’éliminonsde la
structureque les classesqui se trouvent au mêmeniveau
que leurs préd́ecesseursselon A , et nousmettonsà jour
les listespréd́ecesseurs, successeurs entreles classesres-
tantes,ce qui s’effectueen 	�

��� , puisqu’uneclassepeut
avoir auplus R �� 

��VmW��
X successeurs.
Dansl’ étapedemiseàjour (étape4), nousmettonsd’abord
à jour ]_^ en 	�
���� puisquel’ajout de la nouvelle classe
formées’effectueen tempsconstantet puisqu’uneclasse
a auplus � successeurs̀a éliminerde ] ^ . Dansla miseà
jour de Y , nouséliminonsde la structureles pairesconte-
nantau moinsuneclasseà éliminer. Puisqu’unepaireest
éliminéeen 	�

��������� etquenousavonsauplus R �� 

�¬VnW��
X
classes,nousavonsici unecomplexité en 	�

�§��������� . Par
conśequent,la complexitédel’ étape4 esten 	�
��«�����Z��� .
Ainsi, la complexité totaledel’algorithmeest 	�
�� � ���������
pour l’ étaped’initialisation, plus ��­J	�
��§��������� pour les
étapes2 à4, soit autotal 	�

� � ��������� dansle pire descas.

4.3 Validation expérimentaledela complexi-
té de l’algorithme

Pourvalider l’analysethéoriquede complexité de la Sec-
tion préćedente,nousavonsappliqúe lesalgorithmesdela
CAH et de la � -� CAH à desdonńeessimuĺeesde façon
uniformeà l’int érieurd’un carŕe ( � pointsaléatoiresavec� entre50 et 400).
La Figure2 indiquele tempsd’exécutiondecesdeuxalgo-
rithmes,enfonctiondela taille � del’ensemble! desjeux
de donńeessimuĺeesuniformément.La Figure 3 montre
la convergencedu rapport ® �U��¯ °²±r³)�U´�µ·¶ ^�¸¨¹�º»¹�¼½ º»¹�¾|¿ ÀÂÁÃ¹�¼ pourl’algo-
rithmedela � -� CAH, cequi estenaccordavec l’analyse
théoriquedela complexité.

5 Comparaison expérimentale CAH
/
�

-� CAH
Ayant déjà clairementétabli l’avantageau plan théorique
delaversionpropośeeenSection3 (mêmesclassesgéńerées

- sansl’ étaped’affinage,maisavecunecomplexitéentemps
decalculréduite),nousnousproposonsdansceparagraphe
d’appliquerla premìere implémentationexistantede l’al-
gorithmedela � -� CAH et decomparerlesrésultatsobte-
nusàceuxproduitsparla CAH classique.
Nousavonseffectúedeuxtypesd’analysecomparativeentre
laCAH classiqueetla � -� CAH : d’unepartsurlesdonńees
deRuspiniet d’autrepartsurdesdonńeesartificielles.

5.1 CasdesdonnéesdeRuspini
Rappelonsqueles donńeesbien connuesde Ruspini [12]
contiennentquatreclassesavecquelquespointsintermédi-
aires (cf. Figure 4). Les classificationsobtenuesavec la
CAH et la � -� CAH, enutilisantle lien minimum,condui-
sentauxobservationssuivantes.Toutd’abord,la � -� hiérar-
chie(sansaffinage)contientnettementplusdeclassesque
lahiérarchieclassique:W�c�Ä classesobtenuesparla � -� CAH
et Å)Æ parlaCAH, soit Æ�Ç²È declassesenplus(cequiesttrès
prochedu pourcentagethéoriquequi comparele nombre
maximaldeclassesdesdeuxtypesdestructure,i.e. É�c�È ).
Il en résulteune meilleurerepŕesentationde la structure
desdonńeesquedansle casde la CAH (cf. Figure6), y
comprisdansle casdela � -� CAH avecaffinage,quenous
avonsrepŕesent́eedansla Figure5. De façon plusprécise,
on peut remarquerqueles points43, 44 de la classe176
sontplusprochesdela classe175(points20-42)quedela
classe153 (points45, 46, 47), cequi estbien indiqué par
la � -� hiérarchie(cf. Figure5), maiscequi nel’est paspar
la hiérarchieclassique(cf. Figure6).

5.2 Casde donnéesartificielles
Toutd’abord,nousavonsanalyśele nombredeclassescré-
éespar les deuxméthodesde � -� CAH (avecet sansaffi-
nage)et celle de CAH. Pourcela,nousavonssimuĺe des
jeux de donńeesuniformémentà l’int érieurd’un carŕe (5
itérationspour un � donńe entre50 et 900). En utilisant
le lien minimum, nousavons obtenuen moyenne10.9%
declassesenplus (avecun écarttypede1.8) pour l’algo-
rithmedela � -� CAH avecl’ étaped’affinageet 45.6%de
classesdeplus(avecunécarttypede0.8)pourl’algorithme
sansl’ étaped’affinage.Dansle casdu lien maximum,ces



FIG. 4 – LesdonńeesdeRuspini

FIG. 5 – La � -� hiérarchiesur lespointsencadŕesdela Figure4

FIG. 6 – La hiérarchiesur lespointsencadŕesdela Figure4



valeurssontrespectivementde 44.6%(1.2) contre47.5%
(0.8)declassesenplus.
Ensuitenousavonssimuĺe uniformémentdesjeux dedon-
néesdansle but de s’assurerqu’unestructurede donńees
prochedela structure� -� hiérarchique,estsinonretrouv́ee,
du moinsmieuxrepŕesent́eeparuneclassification� -� hié-
rarchiquequepar uneclassificationhiérarchique.Comme
nousl’avonsmentionńe plushaut(cf. Section1), la struc-
ture � -� hiérarchiqueestun typedeclassificationpyrami-
daleparcimonieusequi inclut la classificationhiérarchique
entantquecasparticulier. Il estdoncvraisemblablequ’une
classification� -� hiérarchiqueapporteun gaind’informa-
tion, parrapportautraitementclassiquehiérarchique,lors-
quele jeu de donńeesposs̀edeunestructureconformeau
mod̀elegéńeraldela classificationpyramidale- parexem-
ple, desdonńeesqui sontordonńeesselonun continuum,
commel’ordre chronologiqueou encorel’ordre deslettres
d’une séquencegénomique.C’est pourquoi,nous avons
tout d’abord simuĺe uniformément � points (25 jeux de
donńeespourchaque�J*n'�W�c 4 ��c 4 ��c 4 Æ�c 4 É�c 4 Å�É 4 W�c�c 4 W���É 4W·É�c 4 WzÅ�É 4 ��c�c 2 ) selonunecourbesinusoidalebruitéeparun
bruit uniforme:

¥ ^ <jÊ `��Z
��z`�Ë�Ì)���keÎÍl^ , avec Íf^ réalisation
d’unevariablealéatoireuniformeentrec et ÏO*J'·c � c�� 4 c � c�Æ 4c � c�Ç 4 c � c�Ä 4 c � W 2 .
Nousavonségalementsimuĺe � pointsrépartisuniformé-
mentdansun rectanglede dimensionsÐ c � É 4 É�c�Ñ . Cesdeux
typesde structureont en communla propriét́e de répartir
les donńeesselonun continuum(respectivement,courbe
sinusoidaleet droite) auquelon ajouteun bruit uniforme,
et par conśequentsont bien adapt́eesà une classification
dont lesclassessontdesintervallesd’un ordretotal sur !
(cequi estle casdeshiérarchieset des � -� hiérarchies).
Pour analyserl’adéquationdesrésultatsde la CAH clas-
siqueet de la � -� CAH avec ou sansaffinagepar rapport
auxdonńeesinitiales,nousavonscompaŕela matriceÒ des
dissimilarit́es initiales avec la matrice

"
desdissimilarit́es

induitesqui repŕesentela classificationhiérarchiqueou � -�
hiérarchiqueobtenue: rappelonsque

" ^
Ó � estla valeurmi-
nimale de AH
 & � lorsque

&
est une classecontenant̀ et� . Poureffectuercettecomparaison,nousavonsutilisé la

formuleduStress[11] : Ô <9ÕbÖzÕ�×ÙØ ºÛÚ Ö�Ü × prÝ ÖÛÜ × ¼ ¾UÞÕ Ö Õ × Ú ¾ÖÛÜ × .

Le Stressmesurele degré de correspondanceentrela ma-
tricedesdissimilarit́esreconstruitesapr̀esl’exécutiond’un
algorithme(CAH, � -� CAH avecou sansaffinage)et celle
desdissimilarit́esinitiales.

Ôoq Ô � Ô �
m. e.t. m. e.t. m. e.t.

sin 0.845 0.019 0.643 0.111 0.649 0.108
rect. 0.969 0.133 0.739 0.167 0.750 0.161

TAB. 1 – Les moyennes(m.) et les écart types(e.t.) du
Stress

Le Tableau1 présentelesindicesdeStresspourla CAH classique
( ß§à ), la á -â CAH avecaffinage( ß§ã ) et la á -â CAH sansaffinage
( ßåä ).

æ q en %
æ � en%

sin 23.940 23.132
rect. 23.327 22.163

TAB. 2 – Lesgainsdela � -� CAH avecou sansaffinage

Le Tableau2 contientlesgains(en%) apport́espar les � -� CAH :
æ ^ < W·c�cç
QÔLq«V>Ôb^|�|Ì�ÔLq)� avec ` < � 4 � . Nous

indiquonsici seulementlesvaleursobtenuespour � < ��c�c
et Ï < c � c�Ç , les résultatsobtenuspour les autresvaleurs
de � et de Ï étantglobalementsimilaires(environ 23%de
plusavecla � -� CAH avecou sansaffinagecompaŕeeà la
CAH classique)2.

6 Conclusionset travaux futurs
L’originalitédecetravail estbaśeesurlesquatrepointssui-
vants:

(1) un nouvel algorithmede classificationde la � -�
CAH, qui simplifie celui propośeen2002(sonprincipese
rapprochedecelui del’algorithmeclassiquedela CAH) ;

(2)uneréductiondelacomplexitédel’algorithmedela� -� CAH de 	�

� � � à 	�

� � ��������� , où � désignele nombre
d’objetsà classer;

(3)unepremìereconceptionetimplémentationorient́ee
objetd’un algorithmede � -� CAH (enJava)etsonintégra-
tion dansCBR*Tools;

(4) uneanalysedela qualit́edesrésultatsobtenusavec
la � -� CAH compaŕeesauxceuxde la CAH classiquesur
lesdonńeesdeRuspinietsurdesjeuxdedonńeessimuĺees
uniformément.

Nos travaux futurs et courantsconcernentles sujetssui-
vants:

(1) poursuitedel’analysede la qualit́e dela � -� CAH
compaŕeeà d’autresméthodesdeclassification(parexem-
ple lesréseauxdeneurones)et surdesautresjeux dedon-
nées;

(2) étudede l’influence du lien d’agrégationsur les
résultatsdel’algorithmedela � -� CAH ;

(3) étudede l’applicabilité de l’algorithme de la � -�
CAH dansle contexte d’une applicationréellede Fouille
deDonńees,commele WebUsageMining.
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numéro0202,Ceremade,Universit́eParis-9,France.

[5] BERTRAND P. (2002b): Les � -� hiérarchies: une
structure de classificationpyramidaleparcimonieuse.
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