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Résune

La ClassificationAscendant@-3 Hiérarchique(2-3 CAH)

introduitepar Bertranden2002[4] [5], géréralisela Clas-

sification AscendanteHiérarchique (CAH) en permettant
souscertainesconditions,a chaqueclassed’étre agrégee
deuxfois durant le processusle formationde classesar

agrégationssuccessivedans ce papier nousproposons
un nouvelalgorithmede la 2-3 CAH qui an€liore celui

propo® en2002,par uneformulationsimplifiéeet par une
réductionde la compleité de ©(n®) & ©(n*logn), ol n

désignele nombee d’'objetsa classer A I'issue de chaque
agrégation,ce nouvelalgorithmede la 2-3 CAH permet
de supprimercertainesclasses,afin que 'ensembledes
classebtenuesoitindicé au sendarge. Nousavonsréa-

lisé la premiere implémentationd’'un algorithme de 2-3

CAH, puiscompak lesrésultatsde la 2-3 CAH (effectiee
avecce nouvelalgorithme)avecceuxde la CAH, d'une

part sur les donréesclassiquesie Ruspiniet d’autre part

sur desjeuxde donréessimuEesuniformément.
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Abstract

The2-3 AgglomeamtiveHierarchical Clustering(2-3 AHC)
introducedby Bertrand in 2002 [4] [5], generlizesthe
AgglomeimtiveHierarchical Clustering(AHC) by allowing
undercertainconditionsthatead clusterbe meigedtwice
during the processof successivanegings. A new algo-
rithm of 2-3 AHC is proposedn this paper Thisalgorithm
improvestheoneproposedn 2002,by its simplerformula-
tion andbyreducingts algorithmiccompleity from® (n?)

to ©(n2logn), whee n denoteshe numberof objectsto
be clusteed. At the end of each meging stepof the new
algorithm of 2-3 AHC, someclustes are remwed, if ne-
cessaryin orderthattheobtainedsetof clustes beweakly
indexed .We haveimplementedor thefirsttimea 2-3 AHC

algorithm, thencompaed the new algorithm of 2-3 AHC
with the algorithm of AHC, by applying theseclustering
proceduesto the classicalRuspinidata and to artificial

datasets.

Keywords
Clustering Hierarchy 2-3 Hierarchy

1 Motivations

Quel que soit son contexte d'utilisation, chagueméthode
declassificatiorgéréredesclassesayantdesformeset/ou
untypequilui sontspecifiquesgcarlescaracéristiquesies
classesontinduitesparle criteredeclassificatioroptimisé
parla méthode De plus, chaqueméthodede classification
gérereun ensemblede classeqjui estorgani€ selonune
structure(partition, hiérarchie,classificationpyramidale,
...) quilui estpropreégalement.orsque’on appliqueune
méthodedeclassificatiorafind’effectueruneindexationde
cas[2], onchercheacequelesclasse®btenuesoientclai-
rementidentifiees,dansle but de pouwir affecterde nou-
veauxobjets(cas)a chaqueclasseobtenueCetteapproche
enindexationde casestgrandementacilitéesi lesclasses
admettentune repesentatiorgéométriguehomogene,car
on peutalorsplusfacilementécrirechaqueclasseal'aide
de conditionsgéométriquesdu type: proximité a un proto-
type,appartenancaun hypercubealans’espacedéfini par
lesvariableglécrivantlesdonrées etc.Danscetexte, notre
point de vue estcelui de I' étudede I'applicabilité d’'une
techniquede classificationrécente appeée Classification
Ascendant@-3 Hiérarchique(cf. [4]), avecenperspectie
sonapplicationau domainede l'indexationde cas,et plus
particulierementa une plate-formea objetsde Raisonne-
menta Partir de Caspour dessyseémesde recommanda-
tion pour le Web [10]. La ClassificationAscendante2-3
Hiérarchique(2-3 CAH) a été recemmentintroduite par
Bertranddans[4] et [5], afin de géréraliserla Classifica-
tion Ascendantéliérarchiqug CAH). La 2-3 CAH offre la



mémeflexibilit & de choix de criteresde classificationque
la CAH. Par ailleurs,la CAH gérere desclassesleux a
deuxdisjointesou incluses’'une dansl’autre, alorsquela
2-3 CAH donnela possibilig a chaqueclassed’intersecter
au plus uneautreclasselorsquel’intersectionobtenueest
distincte desdeux classesCette caracéristiquepermeta
la structureen classesobtenuede mettreen évidencedes
groupedd’objetsqui ont les caracéristiquescommunesle
deuxautres(ce qui n'est paspossibleavecla CAH). Une
raisonsuppEmentaireestqu’il a ét prouvé dans[4] que
la 2-3 CAH géreredesclassificationgyramidales(intro-
duitesindépendammentar Diday [7], et Fichet[8]), donc
desstructuresnclassegjui sontfacilementisualisables.
Rappelonsa ce sujet que les classificationspyramidales
présententinintérétapplicatifcertainchaqudois quel’en-
sembledesdonréesest constitle d’objets qui sont natu-
rellementordonrésle long d’'un continuum,commepar
exemplecelase produit avec I’ étudedessequencegéno-
mique(cf. [1]).

Dansla sectionqui suit, nousrappelondes conceptsie 2-
3 hiérarchieetdela 2-3 CAH [4]. Dansla Section3, nous
partonsde I'algorithme de la 2-3 CAH propo£ dans([4]
pourdéfinir un nouvel algorithmede 2-3 CAH qui propose
al'issue de chaqueagrgationde classesd’effectuerune
étaped’affinage (étapede suppressiore classes)Avant
de conclureen Section6, la Section4 présenteune ana-
lyse de compleité du nouwel algorithmeet la Section5
présentedestestssur les donréesde Ruspini, et sur des
jeux dedonréessimuleéesuniformément.

2 2-3 Hiérarchieset algorithme dela
2-3 CAH

Danscequi suit, E désigneun ensemblalen objetsaclas-
serquenoussupposonslécrit par unedissimilarite, notee
6. Nousconsiceronsdescollectionsdesous-ensemblegwn
videsde E, appeésclassesLe lecteurpourrasereporter
a un ouvragegéréral comme[9], en ce qui concerndes
définitionsusuellesnclassification.

2.1 2-3 Hiérarchies

Dans ce texte, les collectionsde classesexaminéessont
suppogesordonreesselonl’ordre natureld’inclusionentre
partiesde E. Nouscommenonspar géréralisera ce con-
texte des notions usuellesen classificationhiérarchique,
commepar exemplecellesde successeur/pdecesseuet
d’indicage.

EtantdonréunecollectiondeclassespotéeC, etunéléement
X deC, chaqueclassequi estun éléementmaximal de la
collection{Y € C : Y C X}, estappekesuccesseude
X. SiY estunsuccesseule X, alorsondit que X estun
prédecesseudeY . Si X,Y € C sonttelsqueX NY # 0,
X Z YetY € X, alorsondit que X intersectepro-
prementY’. RappelongjueC estappeéehiérarchie sur E
si C contientE et sessingletonset s'il n'existe pasd’in-
tersectionpropre entre deux classesLa collection C est
dite indicée au senslarge parunefonction f : ¢ — R*

si f estisotone(i.e. X C Y implique f(X) < f(Y))

et si de plus, la condition f(X) = f(Y) avec X C Y,

entraineque la classeX estégalea l'intersectionde ses
prédecesseursNous rappelonségalemenigue C est dite

indicéepar f si X C Y implique f(X) < f(Y). Dans
[4], Bertranda défini une 2-3 hiérarchie sur E comme
étanttoutecollectionC declassegjui contientE etsessin-

gletons,qui eststablepar intersectiongion vides, et telle

quechaqueclasseintersectgproprementu plus uneautre
classe.Une 2-3 hiérarchiesur E estune famille d'inter-

vallesd’au moinsun ordrelinéaire(i.e. total) défini sur E,

etcettefamille pos@deauplus | (| E| - 1)| élementsen
excluantles singletonsde E (cf. [4]). De cette propriéte,
il résulteque chaque2-3 hiérarchieestune classification
pyramidale parcimonieusg5] (voir la Figure 1 pour un

exempledereprésentatior’'une 2-3 hiérarchie).

Pourterminer nousjustifionsla terminologie* 2-3 hiérar-
chie” qui estemployée. En fait le terme*“2-3 hiérarchie”
précisede quelle manerel'ensembledes2-3 hiérarchies
constitueuneextensionde I'ensembledeshiérarchies en

effet, desdéfinitionsil résulteclairementju’unehiérarchie
estun casparticulierde 2-3 hiérarchie Toutd’abord,nous
dironsqu’unepairede classegsthiérarchiquesi cesdeux
classeses’intersectenpasproprementSoitalorsunecol-

lectionC de classegjui contientE et sessingletonsl| est
clair queC estunehiérarchiesi et seulemensi toutesles
pairesdeclassesonthiérarchiquesSil'on supposeleplus
quecC eststableparintersectiomonvide, alorsil estfacile
de montrerqueC estune2-3 hiérarchiesi et seulemensi

guelquesoitle triplet declassesonsicré, 2 aumoinsdes
3 pairesde classepossiblesonthiérarchiquesge qui jus-

tifie le termede 2-3 hiérarchie.

2.2 DelaCAH ala2-3 CAH

Rappelongjuele principedel'algorithmedela CAH con-
siste,en partantde 'ensemblede classesoincidantavec
celuidessingletonsaagfégersuccessiementdeuxclasses
jusqua ce quela classeFE soit formée,chaqueclassene
pouvant étre agregee qu’une seulefois. De plus, I'algo-
rithmeneréunitdeuxclassegjuesi ellessontlespluspro-
ches- ausensd’'un lien d’agrégationchoisiau préalable,
guenousnotonsy etquenousappelonsimplementlien”
dansce texte. Les liens les plus connuset les plus uti-
lisés sontentreautresle lien minimum le lien maximum
etle critere deWard (cf. [9]). QuanddeuxclassesX etY
sontregroupees)eurlien qui estnote u(X,Y), s'interprete
commeune mesuredu degré d’héterocereité de la classe
Z = X UY ainsiformée,et senote f(Z). La fonction
f ne définissantpasnécessairementne classificationin-
dicée,dansle sensdéfini ala sous-sectioprécedenteune
étaped’affinage (Elimination de certainesclasseskest ef-
fectueeal'issuedela CAH.

Nous rappelonsci-dessoud’algorithme de la 2-3 CAH,
propo£ en2002dans[4] afin de géréralisela CAH, dans
lequel M; (¢ > 0) désignel’ensembledesclassesandi-
datedorsdel’it érationi + 1.



Algorithme dela 2-3 CAH.

1. Initialisation. Poser = 0 etdéfinir M, commeétant
'ensembledessingletongde E.

2. Agrégation.Poseri = i + 1; réunirdeuxclassesX;
etY; tellesquen(X;,Y;) < u(X,Y) pourtoutepaire
{X,Y} C M,_; tellequeX etY sontincomparables
etvérifient(a) ou (8):

(a) X etY sontmaximales.et si uneclasseinter-
secteproprementt” (resp.X), alorscetteclasse
estnécessairemerd classeX (resp.Y).

(B8) L'unedesclasses ouY estmaximalegtl'autre
admetun prédécesseunniqueZ. Aucuneclasse

_ nintersecteproprementX, Y ou Z.
3. Miseajour. Mettreajour M; «— M,;_; U{X,UY;}:

M, estprivé detoute classestrictementnclusedans
aumoinsuneclassede M;_; etdansX; UY;.
Mettre a jour u en utilisant une extensionde la for-
mule deLanceet Williams.
Mettreajour f enutilisant:
f(Xi UY;) = max{f(X), f(Y3), u(Xi, Yi)}.

4. Testd'arr ét. Répéter2 et 3, jusqu'acequela classe

E soitcréée.
5. Affinage. Supprimerdesclassegourque f définisse

unindicageausendarge.

CetalgorithmeutiliselaformuledeLanceetWilliams géné-
ralisee(cf. [3]) qui permetla misea jour dechaquevaleur
de ;. en ©(1) pourla plupartdesliens classiquegsaufle
lien du sautminimum). Il a été établi dans[4], que cet
algorithmecorverge pour tout lien p, en au plus ©(n?)
opérationstlementairesgu’apreschaquettape3 I'ensem-
ble desclassexrééesestune2-3 hiérarchiea la condition
presqueE soituneclassegtquedeplus,la 2-3 hiérarchie
obtenuea I'issue de I étaped’affinageestindicéeau sens
largepar f.

3 Nouvel algorithme dela 2-3 CAH

Nous présentonsci un nouwel algorithmede la 2-3 CAH
(cf. Section3.4), dérivé du préccdent,et dontl'int érét est
double: d'une part, sonprincipeserapprochede celui de
I'algorithmeclassiqualela CAH graceal’ajout d'uneétape
d’agrégationintermédiaire(cf. Section3.2),etd’autrepart,
nousverronsguela formulationsimplifieedela miseajour
de M; (cf. Section3.1etsaproposition)et!'int égrationde
la phased’affinagea I'int érieur de la phased’agrégation
(cf. Section3.3), conduita uneréductionde la compleité
del'algorithme (cf. Section4).

3.1 Reformulation dela misea jour del'en-
sembleM; de candidats

Nouscommenonspar reformulerla proceédurede mise a
jour del'ensembleM; desclassesandidategétape3 de
I'it érations + 1). Le but estde réduirela compleité de
cetteprocédurede ©(n?) 2 ©(n) dansle pire descas', en
précisantexactementesclasses supprimer

1. Dansla suite, toutesles mesuresde compleité effectieesseront
relatvesaunombremaximumd’opérationsnécessaires.

Proposition 3.1 Dansl'algorithmedela 2-3 CAH,onpeut
sanschanger lesrésultatsd’agrégation choisir M; (Etape
3) dela fagonsuivante M, estégala M;_; augmenkde
X, UY; etprivé desclassesuivantes
- successeusrde X; etlessuccessesrdeY;;
- classesX; etY;, lorsqueX; N'Y; # () oulorsque
'agrégationde X; avecY; estdetype(S).

Preuve.Dansl'algorithmeinitial, commedansla nouwelle
formulation, M; estégala M; | augmenéde X; UY; et
prive decertaineglassesnclusesdansX; UY;. Pourcom-
parerles deuxapprochesil suffit doncd’examinerseule-
ment les classesde M;_; qui sontinclusesdans X; U

Y;. Examinonstout d’abord les successeurde X, ou de
Y;. Dansl'algorithmeinitial ils n’appartiennenpasa M,

carils sontinclusdansX; ouY;, etdansX; U Y;. C'est
égalemente casdansla nouelleformulation.Par ailleurs,
danslesdeuxmankresde choisir M;, si uneclassel¥ est
inclusedansun dessuccesseurde X; (resp.Y;), alorsW

n'appartienppasa M;_, carW anécessairememnéeja éte
eliminéede M pouruncertaini’ < ¢ — 1. Parailleurs, X;

etY; sontlesseulssuccesseurde X; U Y;, doncX; etY;

sontlesseulesclassegui restengiexaminer A priori, trois
casseulemensontervisageableselonquel’agrégationde
X; etY;, estdetype(a) avec X; NY; = @ (Cas (a)),ou
detype(a) avecX; NY; # @ (Cas (b)), oudetype(f)

(Cas (c)).

Cas (a) -Agrégation(a) avecX;NY; = (). Danscecas,
X, UY; estla seuleclassecontenantX; (resp.Y;), car X;

(resp.Y;) étaitmaximaleavantla formationde X; U Y;. Ni

X; ni Y; nesontretireesde M; dansl'algorithme initial,

etc’estaussile casdansla nouwelle formulation.Doncles
deuxformulationssontici équivalentes.

Cas (b) - Agrégation(a) avecX; NY; # 0. Pourla
mémeraisonquedansle cas( a) , ni X; ni Y; nesontre-
tiréesde M; dansl’algorithmeinitial. Parcontre, X, etY;

n'appartiennenpasa M, sil'on utilise la nouwelle for-

mulation.Cependanselonl’algorithmeinitial, ni X; ni Y;

ne serontagregeeslors d'une réunionultérieurede cetal-
gorithme.En effet d’'une part, aucunedesclassesX; etY;

ne peutétreutilisée pouruneagregationdetype 3, car X;

etY; s'intersectenproprementEt d’autrepart,aucunedes
classesX; etY; ne peutétre utilisée pour une agiegation
detypea, car X; etY; nesontplusmaximales.

Cas (c) - Agrégation(3). Supposons sansperte de
géréralitt - que Z soit le préedécesseufunique) de X;.
Donc X; ¢ M; dansl'algorithmeinitial, maisY; € M;
carY; estinclusdansuneseuleclassede M; (i.e., X; UY;).
Par contre, X; etY; n'appartiennenpasa M, sil'on uti-
lise la nouwelle formulation.Cependanselonl’algorithme
initial, Y; ne serapasagregeelors d’'une agegationulté-
rieuredel’algorithme.Eneffet,Y; posedeunprédecesseur
unigueX; U Y; maisX; UY; intersectgoroprementZ (car
Z contientstrictementX; maisestdisjointdeY;). DoncY;
ne pourrapasétre utilisée pour une agregationquelle soit
detype oua.



Enconclusionpienquele choixdel'ensembleM; differe

danscertainscasselonles deuxapprocheslesclassegjue

I'on peutréunirselonlesdeuxapprochesontbienlesmé-

mes.Par congquentJa nouwelle fagn de choisir M; ne

changepaslespossibiliesderéunionentreclassesichaque
itération. O

3.2 Ajout d’'une agrégationdetype « ala
suite de chaqueagrégationdetype

La propriéte suvantemeten évidencee fait qu'apresune
agrégationdetype 3, laréuniondela nouwelle classeX; U
Y; etdel'unique précecesseu? de X; oudeY;, esttou-
joursréalig€eultérieuremenparl’algorithme.

Proposition 3.2 Si 'agrégationde la :¢™¢ étapeestde
type 3, alors la classeX; U Y; forméea cetteétape sem
nécessakmentréunieavecle prédecesseude X; ou de
Y;, lors d’uneétapeultérieure del'algorithme.

Preuve. Supposons sanspertede géréralite - que Z soit
le prédecesseufunique)de X;, avant 'agrégation3 de
X, etY;, etdeplus, plagons-nousa la fin de cetteétape
d’agrégation.ll estclair que X; U Y; estuneclassemaxi-
malede M. Si Z n'estpasmaximalealorsX; Cc Z C Z',
ce qui entraineque X; a ét éliminéede My (i’ < 1)
au plus tard lors de la mise a jour qui suit la formation
de Z’, ce qui contreditX; € M; ;. Donc Z estmaxi-
male,et Z € M, caron ne peutpasélimineruneclasse
maximalede M; avecj < i. Il enrésultequelesclasses
X;UY; et Z appartiennerda M, sontmaximalests’inter-
sectenfproprementDonc cesclassegpeuwentétreréunies
selonla condition («). De plus, la classeX; U Y; (resp.
la classeZ) ne peutétreréuniequ’ala classeZ (resp.la
classeX; U Y;) pardéfinition del'algorithme. Si cesdeux
classese sont pasréunies,cela signifie que I'on réunit
deuxclassegjui posedentunevaleurdelien inférieureou
égaleau(X; UY;, Z), etquelesdeuxclassesinsiréunies
sontinclusesdansE — (X; UY; U Z), card’unepartaucun
successeude X; oudeY; n'appartiena M; (j > i+ 1)
etd’autrepart,aucunsuccesseutte Z n'estagiegeablecar
Z intersectegroprementa classeX; UY;. Cependant,al-
gorithmene se terminerapas (et on sait qu'il setermine
nécessairemert'apres[2]) tantquela classeE n’estpas
créée.Or E nepeutpasétrecrééetantquel’on réunitdes
classesnclusesdansE — (X; UY; U Z), donctantquela
reunionde X; UY; etde Z n'estpasréali€e,cequi acteve
lapreue. O

Proposition 3.3 Siapreschaqueagrégationdetype/, on
réunit X;UY; (itérations quelconquegavecle prédécesseur
Z (de X; oudeY;), alors a la fin de chaqueétape?2 ainsi
modifiée aucuneclassen’intersectea proprementune
classemaximale

Preuve.Raisonnongarrécurrenceurle numérod'it érati-
oni. Lerésultatestvrai pouri = 1. SupposongU'il le soit
jusquial'it ération(i —1) incluseaveci > 1, etconsicerons

I'it ération:. Touteitérationseterminantparuneagrégation
detypeq, onvérifieaisementguela derniereclass€ormée

estune classemaximalequi n’intersecteproprementau-

cuneautreclasse celarésultedu fait quecetteclassepeut

toujoursétre consiceréee commeréunionde deux classes
maximalesal'it érationpréccddentedoncpar hypothesede

récurrencen’intersectanproprementaucuneautreclasse
crééeauplustardal’it ération(i — 1). D'ou le résultat. O

Il résultede cette propositionque si a la suite de chaque
agregationde type 3, on effectue sysematiquementine
agrégationde type o dansles conditionsdécritespar la

proposition3.3 (nousdironsdansce casquel'agrégation
de type a estinternmédiaire), alorsles classesnaximales
obtenuesnfin de chaqueitération,formentune partition

deE.

Doncl'ajout del'agrégationintermédiairelorsdel’ étape2
permetde reformulerla condition d’agrégationde I'algo-
rithmeinitial dela maniresuivante: pourtout {X,Y} C
M, _1 telqueX etY sontincomparablesna(«): “X et
Y sontmaximales”,ou (3) : “une seuledesclassesX ou
Y estmaximale”. Par congquent,deux classesncompa-
rablesX etY deM;_; peuentétreréuniessi etseulement
siaumoinsl’une desdeuxclassesX ouY estmaximale.

3.3 Intégration del’ étaped’affinage dans
I étaped’agrégation

Nous proposong’intégrer|’ étaped’affinagedansl’ étape
d’agrégation.Cette intégrationpermetd’obtenir un indi-
cageau senslarge par f sansrecourira |’ étapes d'affi-
nage.Pluspréci€ment,chaquefois qu'uneclasseX UY
estcréée,nouscomparonsf(X UY) avec f(X) et f(Y).
Sif(XUY) = f(X) (resp.f(X UY) = f(Y)), nous
éliminonsX (resp.Y), aconditionque X U Y soitle seul
précecesseule X (resp.Y’). Cecasestillustrédand’exem-
pledelaFigurel,ob f(X) < f(Y) = f(XUY):Y doit
doncétresupprine dela structure.

XUY vy XUy’
X — X
X Z \4 X 7 Y’
FiG. 1 - Exempled'affinageintégré

3.4 Propositiond’un nouvel algorithme dela
2-3 CAH

Nousdécrivonsci-dessous$algorithmedela 2-3 CAH ob-
tenu (voir [6] pour plus de détails) en tenantcomptedes
deuxchangementpréccdentsa savoir I'ajout d’une agré-
gationintermédiaire(présené en 3.2) etl'int égrationdela
phased’affinagedansla boucled’agrégation(préseng en
3.3).



1. Initialisation. Poser = 0 etdéfinir M, commeétant
'ensembledessingletongde E.

2. a) Agrégation.Poseri = i + 1; réunirdeuxclasses
X, etY; tellesqueu(X;,Y;) < u(X,Y) pourtoute
paire{X,Y} C M;_; declassegjui sontincompa-
rableset telles que I'une d’entre elles au moins est
maximale Calculde f(X; U Y;).

b) Agrégationinterm édiaire. Si Z estprédecesseur
de X, oudeY;, etqueZ # X, UY;, alorsréunir Z
et X, UY;, etretirerde M, cesdeuxclassest leurs
successeur€alculde f(X; UY; U Z).

c) Mise ajour dep : ajoutdesliensentrela nouwelle
classemaximaleetlesautresclassesandidategnuti-
lisantla formule de Lanceet Williams géréralise.

3. Affinage. Eliminer chaqueclassé¥ € {X;,Y;, X; U
Y:, Z} admettantin prédecesseul”’ tel que:
fW) = fW').

4. Miseajour. M; estmisajour enajoutantia derniere
classecrééeetenéliminantlessuccesseurdesclasses
qui ont étt agregees,ainsi que les classesagiegees
elles-nmémedorsqudeurintersectiorestpropre.Mise
ajour dep, enéliminantles pairesnon candidates.

5. Testdarr ét. Répéter2, 3 et 4, jusqua ce que la
classeF soitcréée.

Lesclasseproduitesparl’ étape2 formentune2-3 hiérar-
chie (cf [4] et Proposition3.2). L'intégrationde I' étape
d'affinage (étape3) a I'int érieur de la boucle définie par
lesétape-5, assurequela structureclassificatoireestin-
dicée au senslarge par f. Par ailleurs, il estclair quela
suppressiorde classesayantun seul prédecesseu(étape
3), nechangepasla propriete queles classegénreréespar
I'algorithmeformentune2-3 hiérarchie.

Enfin, pourquel’algorithmedela 2-3 CAH puisseétreef-
fectivementimplémeng, il estnécessairg¢out d’abordde
choisirle lien d'agrégation(lien du sautminimum,lien du
sautmaximum, etc). Le choix d'un lien d'agrégationen
CAH supposayueles classessompagessoientdisjointes
ouinclused’une dand’autre. Commecetteconditionn’est
pasnécessairememempliedurantles étapesd’agrégation
de I'algorithme de la 2-3 CAH, il estnécessairal'adap-
ter cette définition au cas de deux classess’intersectant
proprementPar la suite, lors de I'impl émentatioret des
tests,nousutiliseronsle lien du saut minimumdéfini par
w(X,Y) =min{é(z,y) ;2 € X -Y,ye Y — X}, etle
lien du sautmaximurrdéfini paru(X,Y) = max{é(z,y) :
x € X,y € Y} (formulesqui permettentie seramenerau
casde deuxensembleslisjoints).

3.5 Implémentation

Nousavonsréali€ unepremiereconceptioretimplémenta-
tion orien€eobjetd’un algorithmede 2-3 CAH (enJava).

Le code a aussiéte intége dansCBR*Tools [10], une

plate-formede Raisonnemena Partir de Casdéveloppee
alINRIA.

4 Analysede complexité de I'algo-
rithme

Pour déterminerla compleité de notre algorithme,nous
décrivonsdande premireparagraphéa structuredesdon-
néesutilisée.Ensuitele deuximeparagrapheéalisel’ana-
lyse théoriquede la compleité entempsde notre nouvel
algorithmede la 2-3 CAH, qui estdansle pire descasen
O(n?logn). Cetteanalysethéoriqueestsoutenuedansle
derniereparagraph@arunevalidationexpérimentale.

4.1 Structure de données

Les opérationsles plus coliteusesen temps,sontle sto-
ckageetla manipulatiordela matricecontenantesvaleurs
dulien p entrelesclassesNouseffectuonscesopérationsa
I'aide d'unestructurededonréesarborescentetordonree
qui met en correspondanctes valeursde . et les paires
de classescandidatesPlus préciement,les deux classes
qui sontchoisiespour étreréunies formentune paire qui
minimise les trois criteressuivants; (1) minimalité de la
valeurdu lien p, puisquenousrecherchonsieux classes
lesplus prochesau sensdu lien d’agrégation,(2) minima-
lité du cardinal, ce qui signifie quela sommedesnombres
d’'élémentsdesclasses réunirestminimale,quandla va-
leur minimaledu lien . estatteintepar plusieurspaireset
(3) minimalité du rang lexicographiquedesidentificateurs
declasseslorsquelesdeuxpremierscriteressontsatishits
par plusieurspaires.Le premierniveaude la structureest
donc constitle desvaleursordonréesdu lien, le second
niveau, des valeursde cardinalies ordonreesdes paires
pos&dantla mémevaleurdelien, et enfinle troisiemeni-
veaucontientles identificateursanggs selonl’ordre lexi-
cographique.

4.2 Calcul dela complexite

Lacompleitédelinitialisation (étapel) esten®(n? log n),
donc plus grandeque dans[4], maisnousverronsque le
nombred’opérationssurla structurearborescenterdonree
estmoinsimportanta chaqueitération: en ©(nlogn) au
lieude®(n?).

Dansce qui suit, nousanalysonda compleité desétapes
2-4, qui sontrépeteesauplus | 3 (n — 1)] fois, jusquace
quela classeF soitcréée.

Dans|’ étaped’agrégation(étape2.a), nousrecherchons
d’abordla paire qui minimise noscriteres,en ©(1), puis
nouscréonsla nouelle classeX; U'Y; égalemenen©(1).
La compleité del'agrégationintermédiaire(étape2.b) se
calculedela mémemankereet estidentique.La valeurde
f pour chaquenou\elle classeestcalcukeen ©(1), sauf
dansle casd’'une agregationintermédiaireou il fautcalcu-
ler p(X;UY;, Z) selonunecompleitéen®(n) poursera-
menerala comparaisomle classeglisjointes(comparaison
desuccesseurde Z avec X; etY;) enutilisantla formule
deLanceetWilliams géréralie.Enfin, lesvaleursdulien
u entrela nouelle classeforméeet les autresclassesan-
didatessontcalcukes(étape2.c),chacunen®(1) - casde
classesompaéeddisjointes puisinséréesdansla matrice,
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chacuneenO(log n). Ainsi la compleité totaledel’ étape
2 esten©(nlogn).

Dans! étaped’affinage(étape3), nousn’éliminonsde la
structureque les classegqjui se trouventau mémeniveau
que leurs prédecesseurselon f, et nous mettonsa jour
les listes prédecessels, successerentreles classeges-
tantes,ce qui s’effectueen ©(n), puisqu’uneclassepeut
avoir auplus | 2(n — 1)| successeurs.

Dansl’ étapedemiseajour (étapet), nousmettonsd’abord
ajour M; en©(n) puisquel’ajout de la nouwelle classe
formée s’effectueen tempsconstantet puisqu’uneclasse
aauplusn successeura éliminerde M;. Dansla misea
jour de i, nouséliminonsde la structureles pairesconte-
nantau moinsuneclassea éliminer Puisqu’unepaire est
éliminéeen®(log n) etquenousavonsauplus |3 (n —1)]
classespousavonsici unecompleité en ©(n logn). Par
con®quentja compleitédel étaped esten®(nlogn).
Ainsi, la complexité totalede I'algorithme est® (n? log n)
pour |’ étaped'initialisation, plusn x ©(nlogn) pourles
étape® a4, soitautotal ©(n2logn) dansle pire descas.

4.3 Validation expérimentale dela complexi-
té del'algorithme

Pourvalider I'analysethéoriquede compleité de la Sec-
tion précddentenousavonsappliqle lesalgorithmesdela
CAH etdela 2-3 CAH a desdonreessimuleesde fagpn
uniformea l'int érieurd’un car (n pointsaléatoiresavec
n entre50 et 400).

La Figure2 indiquele tempsd’exécutionde cesdeuxalgo-
rithmes,enfonctiondelataille n del’ensembleFE desjeux
de donréessimuleesuniformément.La Figure 3 montre
la corvergencedu rapportTem”g(}fL ﬁf:;‘f:)""(") pourl'algo-
rithmedela 2-3 CAH, ce qui estenaccordavecl’analyse
théoriquede la complexité.

5 Comparaison expérimentale CAH
/ 2-3 CAH

Ayant déja clairementétabli I'avantageau plan théorique
delaversionpropogeenSection3 (mémeslassegérérees

(n? log n)
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FIG. 3—\Validationdela compleité

- sand’ étaped’affinage maisavecunecompleitéentemps
decalculréduite) nousnousproposonsiansceparagraphe
d'appliquerla premiereimplémentatiorexistantede I'al-
gorithmedela 2-3 CAH etde comparefesrésultatsobte-
nusa ceuxproduitsparla CAH classique.
Nousavonseffectué deuxtypesd’analysecomparatreentre
la CAH classiqueetla 2-3 CAH : d’unepartsurlesdonrées
deRuspinietd’autrepartsurdesdonréesartificielles.

5.1 Casdesdonnéesde Ruspini

Rappelongjue les donréesbien connuesde Ruspini[12]
contiennentuatreclassesvecquelquegointsintermédi-
aires (cf. Figure 4). Les classificationsobtenuesavec la
CAH etla 2-3 CAH, enutilisantle lien minimum, condui-
sentauxobsenationssuivantesToutd'abord,la 2-3 hiérar-
chie (sansaffinage)contientnettemenplus de classegjue
lahiérarchieclassiquei08 classe®btenueparla2-3 CAH
et74 parla CAH, soit46% declasse&nplus(cequi esttres
prochedu pourcentagehéoriquequi comparele nombre
maximalde classeslesdeuxtypesdestructurej.e. 50%).
Il en résulteune meilleurerepesentationrde la structure
desdonréesque dansle casde la CAH (cf. Figure6), y
comprisdansle casdela 2-3 CAH avecaffinage,quenous
avonsrepresengéedansla Figure5. De fagon plus précise,
on peutremarquerqueles points 43, 44 de la classel76
sontplusprochedela classel75 (points20-42)quedela
classel53 (points45, 46, 47), ce qui esthienindiqué par
la 2-3 hiérarchig(cf. Figure5), maisce qui nel'est paspar
la hiérarchieclassiquécf. Figure6).

5.2 Casdedonneesartificielles

Toutd’abord,nousavonsanaly®le nombredeclassesré-
éesparlesdeuxméthodesde 2-3 CAH (avec et sansaffi-

nage)et celle de CAH. Pourcela,nousavonssimulé des
jeux de donréesuniformémenta I'int érieurd’un carté (5

itérationspour un n donré entre50 et 900). En utilisant
le lien minimum, nous avons obtenuen moyenne10.9%
de classesnplus (avec un écarttype de 1.8) pour I'algo-

rithmedela 2-3 CAH avec!’ étaped’affinageet 45.6%de
classesleplus(avecunécarttypede0.8)pourl’algorithme
sandl’ étaped’affinage.Dansle casdu lien maximum,ces
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valeurssontrespectrementde 44.6%(1.2) contre47.5%
(0.8)declassenplus.

Ensuitenousavonssimulé uniformémentdesjeux de don-
néesdansle but de s’assurerqu’une structurede donrées
prochedela structure2-3 hiérarchiqueestsinonretrouée,
du moinsmieuxrepresenéeparuneclassificatior2-3 hié-
rarchiguegue par uneclassificatiorhiérarchigueComme
nousl’avonsmentionre plus haut(cf. Sectionl), la struc-
ture 2-3 hiérarchiqueestun type de classificationpyrami-
daleparcimonieuseguiinclut la classificatiorhiérarchique
entantquecasparticuliet Il estdoncvraisemblableu’une
classificatior2-3 hiérarchigueapporteun gain d’informa-
tion, parrapportautraitementlassiquehiérarchiquelors-
quele jeu de donréesposdeune structureconformeau
mocklegéréraldela classificatiorpyramidale- parexem-
ple, desdonréesqui sontordonréesselonun continuum,
commel’ordre chronologiqueou encore’ordre deslettres
d’une sequencegénomique.C’est pourquoi, nous avons
tout d’abord simulé uniformémentn points (25 jeux de
donréespourchaquen € {10, 20, 30,40, 50, 75,100, 125,
150,175, 200}) selonunecourbesinusoidaldruitéeparun
bruit uniforme: y; = sin(2ir/n) + u;, avecu, réalisation
d'unevariablealéatoireuniformeentre0 etk € {0.02,0.04,
0.06,0.08,0.1}.

Nousavonségalemensimule n pointsrépartisuniformé-
mentdansun rectanglede dimensiond0.5, 50]. Cesdeux
typesde structureont en communla propriéte de répartir
les donreéesselonun continuum(respectrement,courbe
sinusoidaleet droite) auquelon ajouteun bruit uniforme,
et par congquentsont bien adapéesa une classification
dontles classesontdesintervallesd’un ordretotal sur E
(cequi estle casdeshiérarchieetdes2-3 hiérarchies).
Pouranalyseri’adéquationdesrésultatsde la CAH clas-
siqueet dela 2-3 CAH avec ou sansaffinagepar rapport
auxdonréesinitiales,nousavonscompat la matriced des
dissimilari€sinitiales avecla matrice$ desdissimilariés
induitesqui représentda classificatiorhiérarchiqueou 2-3
hiérarchigueobtenue rappelongjueé; ; estla valeurmi-
nimalede f(X) lorsqueX estune classecontenant et
j. Poureffectuercette comparaisonnousavons utilisé la

5 )2
formuledu Stress[11] : A = Zi 2l —0ii)'] %_[(;;‘_’d;’") I
g 7 g
Le Stressmesurde degré de correspondancentrela ma-
trice desdissimilariésreconstruitesipresl’exécutiond’un
algorithme(CAH, 2-3 CAH avecou sansaffinage)et celle

desdissimilarigésinitiales.

Ay Ag Ag
m. et m. et m. et
sin 0.845| 0.019| 0.643| 0.111| 0.649| 0.108
rect. | 0.969| 0.133| 0.739| 0.167| 0.750| 0.161

TAB. 1 — Lesmoyennegm.) et les écart types(et.) du
Stress

Le Tableaul presentdesindicesde Stresspourla CAH classique
(Aq), la2-3 CAH avecaffinage(A») etla 2-3 CAH sansaffinage
(As3).

Gien% | Goen%
sin 23.940 23.132
rect. | 23.327 22.163

TAB. 2—Lesgainsdela 2-3 CAH avecou sansaffinage

Le Tableau2 contientles gains(en %) apporésparles 2-
3 CAH: G; = 100(A1 — A;)/Aq) aveci = 2,3. Nous
indiquonsici seulementesvaleursobtenuepourn = 200
etk = 0.06, les résultatsobtenuspour les autresvaleurs
den etdek étantglobalemensimilaires(erviron 23%de
plusavecla 2-3 CAH avecou sansaffinagecompageala
CAH classiquey.

6 Conclusionset travaux futurs

L'originalitédecetravail estbagesurlesquatrepointssui-
vants:

(1) un nouwel algorithmede classificationde la 2-3
CAH, qui simplifie celui propo en 2002 (sonprincipese
rapprochele celuidel'algorithme classiquedela CAH) ;

(2) uneréductiondela complexitédel’algorithmedela
2-3 CAH de©(n?) a©(n?logn), oli n désignele nombre
d’'objetsaclasser

(3) unepremiereconceptioretimplémentatiororiente
objetd’'un algorithmede 2-3 CAH (enJava) etsonintégra-
tion dansCBR*Tools;

(4) uneanalysedela qualite desrésultatobtenusavec
la 2-3 CAH compaéesaux ceuxdela CAH classiquesur
lesdonréesde Ruspinietsurdesjeux dedonréessimulées
uniformément.

Nos travaux futurs et courantsconcernenies sujetssui-
vants:

(1) poursuitede'analysedela qualitt dela 2-3 CAH
compakea d’autresméthodegle classificationpar exem-
ple lesréseauwde neuroneskt surdesautreseux de don-
nées

(2) étudede l'influence du lien d’agrégationsur les
résultatgdel'algorithmedela 2-3 CAH;

(3) étudede I'applicabilité de I'algorithme de la 2-3
CAH dansle contexte d’'une applicationréelle de Fouille
deDonréescommele Web UsageMining.

Reéeferences

[1] AUDE J.C., DIAZ-LAZCOZ Y., CODANI J.J, and
RISLER J.L. (1999): Applicationsof the Pyramidal
ClusteringMethodto Biological Objects Computers
& Chemistry23(3-4):303-315.

[2] BENEDEK A. andTROUSSEB. (2002): Adaptation
of Self-oganizingMapsfor CBRCaselndexing. Sym-
bolic and Numeric Algorithms for Scientific Compu-
ting. 9-12Octobre, Timisoara,Roumanie.

2. Cesgainsont ét obtenusenutilisantle lien maximum.



3]

[4]

[5]

[6]

[7]

(8]

[9]

BERTRAND P. (1986): Etudede la Repiesentation
Pyramidale These de 3*™¢ cycle, Univ. Paris-9,
France.

BERTRAND P. (2002a) Setsystemdor which eath
setproperly intersectsat mostone other set- Appli-
cation to pyramidal clustering Cahierdu Ceremade
numéro0202,Ceremadelniversié Paris-9,France.

BERTRAND P. (2002b). Les 2-3 hiérarchies: une
structue de classificationpyramidale parcimonieuse
Actesdu IX emeCongesde la Socéte Francophone
de Classification16-18SeptembreToulouse France.

CHELCEA S., BERTRAND P and TROUSSE B.
(2002): Theoketical studyof a new 2-3 hierarchical
clustering algorithm Symbolic and Numeric Algo-
rithms for Scientific Computing,9-12 Octobre, Timi-
soaraRoumanie.

DIDAY E. (1986): Ordersandoverlappingclustersin
pyramids,in: J. De Leeuwet al., eds.,Multidimensio-
nal Data Analysis DSWO Press| eiden,201-234.

FICHET B. (1987): DataAnalysis:geometricandal-
gebraicstructuresjn: Y.A. Prohorwv andV.V. Sazo-
nov, eds.,Proceedingsof the 1st World Congessof
the BERNOULLISOCIETY Tachkent, 1986, V.N.U.
SciencePressyol. 2,123-132.

GORDONA.D. (1999): Classification Chapmarand
Hall, 2nded.

[10] JACZYNSKI M. (1998): Modeleet plate-formea ob-

jets pour l'indexation descas par situationscompor
tementales applicationa I'assistancea la navigation
surle Web, Thesededoctorat UNSA, Décembrel 998,
France.

[11] JOHNSONA.R. and WICHERN D.W. (1982): Ap-

plied Multivariate Statistical Analysis chapitre 12,
PrentinceHall.

[12] RUSPINI E. H. (1969): A new approad to cluste-

ring, Inform. control,vol 15, pages22-32



