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Résumé— Une méthode itérative d’identification pour les
systèmes linéaires à coefficients constants est présentée dans
cet article. Le principe de cette méthode consiste à tirer le bé-
néfice des développements de ces dernières décennies en es-
timation robuste pour les systèmes sujets à des incertitudes à
la fois paramétriques et statistiques. La robustesse "paramé-
trique" permet la mise au point d’un estimateur garantissant
une estimation fiable du comportement du système alors que
le concepteur a un modèle biaisé du système. La robustesse
"statistique" assure un niveau constant de performance du fil-
trage. En pratique, ce point est crucial en filtrage tant il est
difficile d’avoir des informations précises quant à la quantité
de bruit. Enfin, à partir du signal filtré, nous utiliserons une
technique itérative d’identification de type gradient. La pré-
sentation se limite au cas des sytèmes continus. Un exemple
synthétique montre l’efficience de la méthode proposée.
Mots-clés—Identification robuste, filtrage H∞, problème in-
verse, méthodes itératives.

I. INTRODUCTION

En contrôle des procédés et en traitement du signal, le concep-
teur est confronté à la modélisation des processus. Quelque
soit le domaine d’application, la validité du modèle associé à
un système pour l’élaboration d’une loi de commande et/ou
d’un filtre de Kalman et/ou d’un filtre inverse de déconvolu-
tion est une question que l’on se pose systématiquement. De
manière générale, le développement d’un modèle conduit à un
ensemble de relations différentielles. Dès lors, le problème de
la validité d’un modèle peut se poser en ces termes :

1. le modèle doit decrire le comportement du système de
manière globale mais ne doit pas omettre des phéno-
mènes importants de courte durée par rapport aux dy-
namiques majeures du système,

2. les paramètres de ce système d’équations différentielles
doivent être connus avec une précision suffisante.

Bien entendu, ces deux problèmes sont intimement liés. En
effet, l’élaboration d’un modèle est souvent source d’hypo-
thèses simplificatrices tendant à introduire de fait une erreur
latente sur les paramètres du modèle. Quoiqu’il en soit, après
le choix d’une structure de modèle, l’identification des para-
mètres doit être réalisée.

De nombreux algorithmes d’identification ont été développés
ces dernières décennies [4][9] par le biais de différentes mé-
thodes. L’un des problèmes majeurs rencontrés en identifica-
tion est la présence de bruit de mesure sur le signal support
pour l’estimation paramétrique du modèle. En effet, la mé-
thode des moindres carrés est une technique précise si le si-
gnal enregistré est très faiblement bruité, sinon, cette méthode
est biaisée. Par conséquent, il est primordial de prendre en
compte le niveau de bruit de l’enregistrement avant ou pen-
dant la phase d’identification. Ce dernier point a souvent été
abordé par le biais de filtres de Kalman étendus [7].
Depuis le début des années 80, une nouvelle méthodologie
pour l’élaboration de lois de commande et de filtres optimaux
est apparue : le formalisme H∞ [14]. L’intérêt de cette
technique est tel, que de très nombreux travaux ont été
publiés depuis son émergence. Pour présenter simplement
son principe, nous dirons que l’objectif de la théorie H∞
est de garantir un niveau constant de performance(s) pour
une famille donnée de modèles possibles. Ainsi se définit la
notion de robustesse. Des techniques d’identification ont été
développées dans ce formalisme [2][3][10][13].
Dans le contexte du filtrage pour les systèmes linéaires, la
robustesse se décline de deux manières :

1. Lors de la conception d’un filtre optimal de Kalman, il
est nécessaire de connaitre les propriétés statistiques du
bruit. Malheureusment, dans la pratique, cela est rare-
ment le cas. Dès lors, afin de résoudre ce problème, un
filtre robuste vis-à-vis des incertitudes sur les propriétés
du bruit a été développé [1][6][11] ;

2. L’identification permet d’estimer la valeur des para-
mètres du modèle. Cependant, la validité du modèle ainsi
que la possible évolution du procédé due à l’usure, sug-
gèrent que l’on doit définir pour chacun des paramètres
un intervalle de confiance. De fait, le modèle identifié est
le point de référence d’une famille de modèles possibles
pour le système considéré. Ces intervalles de confiance
sont traités comme des sources d’incertitudes dans le for-
malisme H∞. Ainsi, des estimateurs robustes ont pu être
développés [5][8][12].
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La méthode d’identification que nous proposons repose sur
le constat suivant. Afin d’initialiser l’algorithme d’identifica-
tion, le concepteur utilise un ensemble de valeurs initiales. En
pratique, cet ensemble est assez proche de la solution opti-
male ce qui permet à la procédure d’optimisation de converger
vers l’optimum désiré. Afin de traiter le problème du niveau
de bruit sur l’enregistrement utilisé pour l’identification, l’en-
semble des valeurs initiales est utilisé pour élaborer un filtre
robuste. L’objectif est de fournir à l’algorithme d’identifica-
tion, une estimation fiable et non bruitée du signal support.
Le document s’organise de la manière suivante. Dans la
partie II, nous présentons le cadre dans lequel s’inscrit ce
travail. La méthode d’estimation paramétrique est décrite
dans la partie III. Dans un premier temps, nous formaliserons
le problème de filtrage robuste H∞ et nous énoncerons la
règle d’obtention du filtre correspondant. Dans un second
temps, nous poserons le problème d’identification de manière
standard. Dans la partie IV, un exemple permettra de juger les
performances de la méthode présentée. Enfin, dans la partie
V, nous synthétiserons les résultats présentés.

II. DESCRIPTION DU PROBLÈME

Considérons un système linéaire à coefficients constants dé-
crit par le modèle d’état (S) suivant :

ẋ(t) = Ax(t) + Bu(t) (1)

y(t) = Cx(t) (2)

ym(t) = y(t) + v(t) (3)

où
- x(t) est l’état du système, u(t) le signal d’excitation, y(t)

la sortie idéale, ym(t) la sortie mesurée et enregistrée sur
l’intervalle de temps [0, T ]. Le bruit de mesure v(t) est un
processus gaussien de moyenne nulle. Nous supposerons
que v(t) est de variance unitaire.

- Les matrices A, B et C sont à coefficients réels constants
avec les dimensions appropriées.

- Le système est stable, commandable et observable.

L’objectif est d’estimer un ensemble de paramètres caractéri-
sant le comportement du système à partir de l’enregistrement
ym(t) et de l’excitation u(t) sur l’intervalle de temps [0, T ].

III. IDENTIFICATION ET FILTRAGE ROBUSTE

A. Structure de la méthode

La technique proposée combine la théorie de l’estimation H∞
pour les systèmes linéaires incertains et un algorithme d’opti-
misation de type gradient dans une structure schématisée sur
la figure 1.

Soit Θ le vecteur des paramètres à estimer :

Θ =
[

θ1 θ2 ... θn
]

(4)

avec θi (∀i = 1, . . . , n) un paramètre de la matrice A et/ou B.

L’estimation optimale Θ̂ du vecteur Θ sera obtenue par
une méthode itérative de recherche du minimium du critère
suivant :

Θ̂ = arg min
Θ

Jk (5)

Valeurs
initiales

Θ0

?

-u(t)

-

-ym(t)
Filtre

Robuste
-ŷ(t)

Identification

itérative

Θk , ŷk(t) , Jk

?
Estimation
optimale

Θ̂

Fig. 1. Structure de la méthode d’identification paramétrique
avec filtrage robuste H∞.

où
- Jk est donné par :

Jk = ‖ŷk(t)− ŷ(t)‖22 (6)

– ŷk(t) est l’estimation du signal y(t) obtenue à l’itération
k ;

- ŷ(t) est l’estimation du signal y(t) obtenue à l’aide d’un
filtre robuste (Sr) :

˙̂
X(t) = ÂX̂(t) + B̂u(t) + Kym(t) (7)

ŷ(t) = ĈX̂(t) (8)

les matrices Â, B̂, Ĉ et K seront définies plus loin,
- ‖ · ‖2 est la norme euclidienne.

B. Filtrage robuste

Afin de réaliser une estimation non-biasée de Θ, il est né-
cessaire d’obtenir une estimation non-biaisée du signal y(t).
Cet objectif ne peut être atteint que si le filtre (Sr) présente
une robustesse aux incertitudes vis-à-vis des propriétés statis-
tiques du bruit de mesure mais aussi aux incertitudes paramé-
triques. En effet, pour l’élaboration de ce filtre, il est néces-
saire de définir un modèle, appelé ’modèle nominal’ qui nous
permettra de déterminer (Sr). Or, puisque nous cherchons à
estimer les paramètres du modèle (S), il est alors impossible
d’avoir le modèle exact du système.
Lors de la mise en œuvre d’un algorithme d’identification,
il est nécessaire de l’initialiser à l’aide d’un vecteur Θ0 de
valeurs initiales. Le modèle nominal sera défini à l’aide du
vecteur Θ0. On a donc le modèle nominal (S0) :

ẋ0(t) = A0x0(t) + B0u(t) (9)

y0(t) = Cx0(t) (10)
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Fig. 2. Représentation du modèle (Sa).

avec les matrices A0 et B0 définies à partir du vecteur Θ0.

Afin de décrire le système (S) à partir de (S0), nous devons
écrire :

ẋ(t) = (A0 + ∆A)x(t) + (B0 + ∆B)u(t) (11)

y(t) = Cx(t) (12)

où les matrices ∆A et ∆B représentent "l’écart paramé-
trique" entre les deux modèles.
Cette représentation peut encore s’écrire :

ẋ(t) = A0x(t) + B0u(t) + ∆(t) (13)

avec le signal ∆(t) défini comme suit

∆(t) = ∆Ax(t) + ∆Bu(t) (14)

La méthode d’estimation robuste que nous utilisons dans cet
article consiste à modéliser le signal ∆(t) par un processus de
Gauss-Markov. Cette approche peut être intréprétée comme
une technique de déconvolution visant à estimer le signal
de compensation de modèle ∆(t). Par conséquent, nous
introduisons le modèle suivant pour ce signal :

∆(t) = Gχ(t) , χ̇(t) = Hw(t) (15)

avec w(t) un processus gaussien de moyenne nulle, de va-
riance unité et indépendant de v(t).
Nous pouvons alors réécrire le système (S) de la manière
suivante (Sa) (c.f. figure 2) :

Ẋ(t) = Ã0X(t) + B̃0u(t) + Mw(t) (16)

y(t) = C̃X(t) (17)

ym(t) = y(t) + v(t) (18)

avec

X(t) =
[

x(t)
χ(t)

]
, Ã0 =

[
A G
0 0

]
, B̃0 =

[
B0

0

]

(19)

M =
[

0
H

]
, C̃ =

[
C 0

]
(20)

La mise en forme que nous venons d’effecuer a permis de
décrire l’erreur de modèle initiale à l’aide d’un processus de

Gauss-Markov. L’intérêt de cette description réside essentiel-
lement dans le fait qu’elle coïncide exactement à la descrip-
tion habituellement utilisée dans le filtrage de Kalman H∞.
Par conséquent, l’estimation du signal y(t) peut être obtenue
par l’application du résultat dans [6] minimisant le critère sui-
vant :

Jf = γ−2‖y(t)− ŷ(t)‖22 − ‖w(t)‖22 − ‖v(t)‖22 (21)

où γ est un réel. L’objectif visé par ce critère est de minimi-
ser l’erreur d’estimation en considérant le pire des cas pour
les signaux w(t) et v(t). Ainsi, on assure que pour tout signal
w(t) et v(t) dont les propriétés sont majorées par le pire des
cas, l’erreur d’estimation sera minimale. Cela revient à dire
que l’on considère pour chacun de ces signaux une famille de
spectres dans laquelle se trouve le signal réel correspondant.

Théorème 1: [6] Le système (Sa) admet un estimateur H∞
stationnaire pour le signal y(t), s’il existe un réel γ tel que la
matrice P , solution de l’équation Riccati equation algébrique
suivante :

0 = Ã0P + PÃ′0 − PC̃ ′
(
I − γ−2

)
C̃P + MM ′ (22)

soit symétrique définie positive.

L’estimateur H∞ est décrit par (Sr)

˙̂
X(t) = ÂX̂(t) + B̂u(t) + Kym(t) (23)

ŷ(t) = C̃X̂(t) (24)

avec

Â = Ã0 −KC , B̂ = B̃0 , K = PC̃ ′ , Ĉ = C̃ (25)

555
Remarque 1: La stabilité du filtre (Sr) est garantie si la ma-
trice dynamique du modèle (Sa) est stable. De plus, les pro-
priétés de commandabilité et d’observabilité de (Sa) doivent
également être assurées.

Remarque 2: Si l’on constate que le filtrage causal effectué à
l’aide du l’estimateur (Sr) introduit un déphasage qui serait
nuisible à la qualité de l’estimation paramétrique, il est alors
conseillé d’utiliser un lisseur H∞ [1].

C. Méthode du gradient

La recherche itérative de l’estimée optimale Θ̂ au regard du
critère Jk est effectuée par la technique du gradient. Ainsi, à
l’itération k, on a :

Θk+1 = Θk + αk∇Jk (26)

avec
- le gradient du critère Jk obtenu de la manière suivante :

∇Jk =
∫ T

0

Σ′k(t)C ′ek(t) dt (27)
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- la sensibilité Σk(t) est donnée par

Σk(t) = ∇Θxk(t) =




∂θ1xk(t)
∂θ2xk(t)

...
∂θnxk(t)


 (28)

où ∂×f est la dérivée partielle de f(t) par rapport à ×,

- l’erreur d’estimation ek(t) de la sortie est

ek(t) = yk(t)− ŷ(t) (29)

Afin d’évaluer simultanément les quantités ŷk(t) et Σk(t),
nous construisons le système augmenté dont l’état est défini
par ξ′k(t) =

[
x′k(t) Σ′k(t)

]
. On obtient la représentation

d’état (SΣ) suivante :

ξ̇k(t) = Akξk(t) + Bku(t) (30)

ŷk(t) = Cξk(t) (31)

Σk(t) = Lξk(t) (32)

Les matrices de ce modèle sont obtenues par concaténation
des sous-modèles de sensibilité. La sensibilité relative au
paramètre θi est donnée par les relations :

Σ̇i
k(t) = A

i

kx(t) + AkΣi
k(t) + B

i

ku(t) (33)

A
i

k = ∂θiA|Θk
, B

i

k = ∂θiB|Θk
(34)

On obtient alors en ordonnant les sensibilités dans l’ordre
croissant de l’indice i :

Ak =




Ak 0 · · · · · · 0

Ak A
1

k

. . .
...

... 0
. . . . . .

...
...

...
. . . . . . 0

Ak 0 · · · 0 A
n

k




, Bk =




Bk

B
1

k
...
...

B
n

k




(35)
De la même manière, on obtient les expressions de C et L.

Finalement, l’algorithme de la méthode d’identification que
nous proposons peut être synthétisé de la manière suivante :

Étape 1 - Définir le vecteur de valeurs initiales Θ0 ainsi
que ε la précision de la méthode,

Étape 2 - Définir le modèle nominal (S0),

Étape 3 - Déterminer le filtre H∞ robuste (Sr) en appli-
quant le résultat du théorème 1,

Étape 4 - Estimer le signal ŷ(t) à partir de (Sr), et des
signaux ym(t) et u(t),

Étape 5 - Calculer yk(t) et Σk(t) en simulant (SΣ) avec
Θk et u(t),

Étape 6 - Calculer Jk et ∇ΘJk,

Étape 7 - Si (Jk − Jk−1) > ε alors on calcule Θk+1 puis
on va l’étape 5, sinon, on arrête.

La méthode proposée peut très aisément être appliquée à une
autre technique d’optimisation itérative de type gradient ou
autre. Par ailleurs, notre présentation s’est limitée au cas des
systèmes continus mais elle s’applique également très bien
pour des systèmes discrets. Compte tenu des notations parfois
complexes et nombreuses, nous avons pris le parti de ne pas
proposer le cas discret.

IV. EXEMPLE

Dans cette partie, nous allons développer un exemple permet-
tant d’évaluer les performances de la méthode exposée dans
la partie III. L’objectif de l’étude que nous allons mener, est
de voir comment se comporte la technique proposée lorsque
l’on se trouve en présence d’une incertitude sur les propriétés
statistiques du bruit. Dans la suite, nous supposerons que le
rapport signal-à-bruit (noté SNR) est de 30dB. Ainsi, nous
allons faire varier le SNR du signal enregistré sur une plage
allant de 5dB à 60dB, ce qui représente une large plage d’in-
certitudes. Pour chaque valeur de SNR, nous effectuerons
100 réalisations du bruit de mesure v(t). Nous présenterons
les résultats obtenus sous la forme de la moyenne de l’estima-
tion paramétrique obtenue pour chaque valeur de SNR et de
l’écart type correspondant. Ainsi, nous pourrons mieux juger
de la précision statistique de la méthode proposée.

Soit un système du second ordre décrit par le modèle d’état
suivant :

ẋ(t) =
[

0 1
θ1 θ2

]
x(t) +

[
0
1

]
u(t) (36)

y(t) = [ 0 1 ]x(t) (37)

ym(t) = y(t) + v(t) (38)

Nous désirons obtenir une estimation des paramètres θ1 et θ2.
Les valeurs effectives de ces paramètres sont :

Θ = [θ1 = −8.7 , θ2 = −0.9]

Le signal d’excitation retenu pour cet exemple est décrit par
la relation :

u(t) = 73.5
(
1− e−t/0.1

)

L’objectif de cet exemple étant d’évaluer la robustesse aux in-
certitudes de bruit de la méthode proposée, nous n’avons pas
recherché une excitation plus élaborée qui aurait permis une
plus grande précision [4]. Toutefois, l’excitation choisie est
suffisante dans le cas traité comme nous allons le vérifier ci-
après.

Pour l’initialisation du vecteur Θ, nous avons considéré deux
cas de figure, ceci afin d’évaluer la robustesse de la méthode
proposée vis-à-vis du choix de l’initialisation. Ainsi, nous
avons considéré pour Θ0 :

Cas 1 : Θ0 =
[ −10 −0.5

]

Cas 2 : Θ0 =
[ −6 −1.2

]

Les figures 3 et 4 montrent l’évolution de l’estimation de Θ
avec la quantité de bruit de mesure. On constate aisément



Journées Identification et Modélisation Expérimentale JIME’2006 – 16 et 17 novembre – Poitiers

10 20 30 40 50 60
−8.74

−8.735

−8.73

−8.725

−8.72

−8.715

−8.71

−8.705

−8.7

SNR (dB)

Fig. 3. Estimation du paramètre θ1 en fonction du SNR pour
le cas 1 (trait plein) et le cas 2 (tirets).

que la plage de variation de l’estimation est très réduite
sur l’intervalle d’étude en SNR. Cette très faible variation
sur l’intervalle [5dB, 60dB] dans les deux cas traduit très
clairement la robustesse de la technique proposée par rapport
au bruit de mesure.
De plus, les figures 5 et 6 permettent d’évaluer la variabilité
de l’estimation pour chaque valeur de SNR sur l’ensemble
de réalisation du bruit de mesure. On constate que cette
variablitié décroît avec la quantité de bruit. Ce phénomène
n’est pas surprenant en soi et peut être aisément observé sur
d’autres techniques d’identification. Cependant, on constate
que la variabilité est très faible ce qui vient conforter la
propriété de robustesse de la technique proposée.
Par ailleurs, on constate que l’initialisation joue un rôle peu
important sur la qualité de l’estimation. En effet, bien que de
manière générale, l’erreur relative d’estimation soit correcte,
on constate qu’elle est plus importante sur le paramètre θ2.
Ce constat trouve sa source dans le choix du signal d’excita-
tion comme cela a été évoqué précédemment. Toutefois, les
écarts observés entre les deux cas traités sont raisonnables et
conduisent à conclure à la robustesse de la technique présen-
tée dans cet article vis-à-vis de l’initialisation de l’algorithme
d’identification.

V. CONCLUSION

Dans cet article, nous avons développé une méthode d’iden-
tification paramétrique pour les systèmes linéaires continus à
coefficients constants. L’objectif était de tirer un maximum de
profit de l’ensemble des informations disponibles lors de l’ini-
tialisation d’un algorithme d’identification. Les signaux de
mesures sont dégradés par un bruit. Ce dernier peut engendrer
un biais important lors de l’identification. De fait, il est né-
cessaire d’introduire dans l’algorithme d’estimation paramé-
trique une étape de filtrage. Dans cet article, nous proposons
de construire un estimateur robuste de type H∞ construit à
partir des informations apportées lors de l’initialisation. L’in-
térêt de cet outil est de permettre avec peu d’informations sur
la description du système, de filtrer les données expérimen-
tales de manière optimale. Ainsi, le signal obtenu après fil-
trage peut être utilisé dans un algorithme standard de type
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Fig. 4. Estimation du paramètre θ2 en fonction du SNR pour
le cas 1 (trait plein) et le cas 2 (tirets).
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Fig. 5. Écart-type de l’estimation du paramètre θ1 en fonction
du SNR pour le cas 1 (trait plein) et le cas 2 (tirets).
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Fig. 6. Écart-type de l’estimation du paramètre θ2 en fonction
du SNR pour le cas 1 (trait plein) et le cas 2 (tirets).
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gradient pour estimer les paramètres du modèle. Un exemple
a montré la stabilité de l’estimation par rapport à la quantité
de bruit de mesure. La précision obtenue est également très
bonne. Enfin, la méthodologie développée dans ce travail peut
être intégralement transposée au cas des systèmes discrets.
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