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Résumé— Ce papier présente les méthodes SVM (Supportméthode comme le réglage des hyperparametres (Sect. Ill-
Vector Machines), issues de la théorie de 'apprentissé@ie s A et 111-B), 'implémentation algorithmique (Sect. I1I-Q)u

tistique, pour lidentification des systemes. La méthode es |5y jication concréte a Iidentification des systémescSe
tout d’abord exposée dans le cas linéaire, puis étendue au

cas non-linéaire grace a des fonctions noyaux. Ces noyaux'!"D)- L@ Section [V:met en valeur les avantages des SVMs

permettent de résoudre le probléme non-linéaire par une pro Par rapport aux approches plus classiques pour les réseaux
jection implicite dans un espace de dimension supérieure.de neurones avant de proposer une éventuelle extension pour
Le papier traite ensuite des questions pratiques telleslgue |a prise en compte de connaissances a priori. Ces avantages

réglage des hyperparametres ou l'implémentation algerith gont gvalués en Section V sur un exemple d’identification de
mique de la méthode. Les liens avec les réseaux de neurone stéme non-linéaire

sont explicités de maniére a mettre en valeur les avantage . R i
de la méthode : sélection automatique des centres, régulari Notations :Les caracteres gras repreésentent des vecteurs ou
sation intrinseque, unicité de la solution et bonne géensazal des matrices. Tous les vecteurs sont des vecteurs colonne
tion & partir de peu de données. La méthode est illustrée suret sont notés en lettres minuscules. Les matrices sont re-
un exemple d’identification de systeme non-linéaire et COM-y asentées par des lettres majuscules. Péure RP*™
parée a un des algorithmes les plus performants, basé sur la pxn : .

sélection des centres des réseaux RBF par Orthogonal LeasEt B € R?*" contenant des vecteurs de dimensjorie
Squares (OLS) et I'estimation de I'erreur de généralisatio ~ "noyau"K (A, B) projetteRP*™ x RP*™ dansR™*™ avec

Mots-clés— identification, machines d’apprentissage, SVM, K (A, B)i; = k(Aq, B;), ok : RP*? — R est la fonc-

fonctions noyaux, réseaux de neurones. tion noyau. En particulier, st € RP est un vecteur colonne
alors K (x, B) est un vecteur ligne darig!*". La matrice
I. INTRODUCTION X < RY*P contient tous les exemples d’apprentissage
1,...,N, en tant que lignes. Le vecteyr ¢ R" ras-

: ) . . i =
Le but de ce papier est de présenter les methodes dites SVMemple toutes les valeurs désirgegour ces exemples. La
(Support Vector Machineissues de la théorie de I'appren- atrice de noyalk (X7, X7 est notée simplemerk . Le
tissage statistique [41], pour I'identification des systénia produit scalaire est notg, .) .

théorie de I'apprentissage sur laquelle s’appuient les SVM

permet dg définir des_bornes pour I(_erreur du modéle sur Il REGRESSION PARMACHINES A VECTEURS DE

des données futures, i.e. non disponibles lors de I'appren- SUPPORT(SVR)

tissage (erreur de généralisation). La minimisation de ces

bornes conduit a 'algorithme d’apprentissage SVM qui ne La régression par Machines a Vecteurs de Support (SVR)
minimise donc pas simplement I'erreur sur les données dis-[41] consiste a trouver la fonctiofi(x) qui a au plus une
ponibles comme la plupart des algorithmes d’apprentissagedéviatiore par rapport aux exemples d’apprentissage y; ),

de réseaux de neurones. Les SVMs, ou encore Machines gour: = 1,..., N , et qui est le plus plate possible. Cela
Vecteurs de Support, ont originellement été développéas po revient a ne pas considérer les erreurs inférieuresed a

la reconnaissance de formes ou la classification. Dans ees danterdire celles supérieuressd[40]. Maximiser la platitude
maines, elles se sont rapidementimposé comme I'état de I'ar de la fonction permet de minimiser la complexité du modele
tant sur des benchmarks que sur diverses applications [32]qui influe sur ses performances en généralisation. En effet,
[34],[42],[19], [23], [24]. Une formulation des SVMs powr |  la théorie de I'apprentissage [41] permet de borner I'arreu
régression, appelée SVBpport Vector Regressiprexiste de généralisation par une somme de deux termes : l'un
aussi. Cette méthode a récemment été appliquée avec succégpendant de la complexité du modéle et I'autre dépendant de
sur un certain nombre de problémes d’identification [14]}, [5 I'erreur sur les données d’'apprentissage [11]. Les méthode
[26], [45], [1], [43]. Certains auteurs ont aussi proposé de SVMs sont basées sur le contrdle de la complexité du modéle
améliorations de la méthode pour son application spécifiquelors de I'apprentissage. Les Sections suivantes prégenten
a l'identification [10], [18]. I'algorithme SVR pour un modeéle linéaire, puis pour le cas
Ce papier présente la méthode SVM pour la régression touton-linéaire.

d’abord pour le cas linéaire (Section II-A), puis pour le

cas non-linéaire (Section II-B) dans sa forme originellé qu A. Probléme linéaire

conduit a un probleme de programmation quadratique. Une 3 . o

autre formulation conduisant a un probléme de programma-L-& méthode est d'abord décrite pour une fonctfolnéaire

tion linéaire est aussi exposée (Section II-C). La Section s € laforme

vante traite des questions liées a I'application praticeidad fl®)={(w,z)+0b, Q)
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avecz € RP le vecteur d’entréew € R? le vecteur des 1€]e
paramétres (ou poids) étune constante a déterminer. Pour
assurer la platitude de la fonctiofy la norme des poids
||lw|| est minimisée (contrainte sur la dérivée de la fonction
f). Le probléme revient donc a minimiser cette norme en
garantissant que les erreurs sont inférieurestipeut s'écrire

min %HwH2

\j

(2
s |yi—(w,z)—b/<e i=1,...,N. —¢ +e §

On remarque que dans cette formulation du probléme, I'ob-
jectif n'est pas de minimiser I'erreur d’apprentissage omn
dans les réseaux de neurones ou la plupart des algorithmes de
régression, mais d'assurer la platitude de la fonction. lra-m VY
misation de I'erreur n’apparait que sous forme de containt

ici inviolables. Autrement dit, aucune erreur n’est aigée.
Cette description du probléme considere donc qu’une fonc-
tion linéairef qui approxime tous les exemples avec une pré-
cisione existe. Dans la pratique, ce n’est pas toujours le cas.
En présence de bruit trop important ou de valeurs aberrantes
il est aussi plus important d’autoriser certaines erreDass

ce cas, le concept de marge soupef( margir) est utilisé.

Il consiste a introduire des variables de relachemsiaick
variableg &;, & pour rendre faisables les contraintes du pro-

Fig. 1. La fonction d’erreug-insensible

-
L

bléme d’optimisation qui devient z
N
1 2 * Fig. 2. Tube d'insensibilité de rayan
min s{lw]® +C Y (& +¢) 3
sous les contraintes oulesn;, n?, ay, o positifs représentent les multiplicateurs
yi — (w, ) —b < e+& (4) de Lagrange. Le calcul des dérivées Bepar rapport aux
(w, @) +b—y; < e+ variables primalesw, b, &;, ;) donne
giaé-;kzoai:lw"aNa 6L N
ou &; et&; représentent respectivement les erreurs positives 9 Z(Off — ;) =0 )
et négatives. La constanté > 0 est un hyperparameétre i=1
permettant de régler le compromis entre la quantité d'erreu oL N
autorisée et la platitude de la fonctignCette formulation du w v Z (i —ai)zi =0 (8)
probléme revient a utiliser une fonction d’erreglr. appelée i=1
e-insensible {-insensitivg de la forme gé? = C—a;—mi=0 9)
0  pourly — f(z)| < e oL
ly — f(z)]- = 9Y _ O—af—nt =
ly— f(z)|—e ,pourly — f(z)| > ¢, oer C—aj—m=0. (10)
)

et représentée Figure 1. On peut interpréter cette fonction_es équations (9) et (10) permettent de supprimer les va-
comme créant un tube d'insensibilit¢ de rayoautour de  rigblesy, = C — a; et nf = C — . En réinjectant ces

la fonction f(z) (voir la Figure 2). Les variable$; ou £ résultats dans (6), on obtient le Lagrangien dual qui doét ét
représentent alors la distance selon I'akentre le point  maximisé :
(z,,y,) etle bord ce tube.

Le probleme (3) se résout en minimisant le Lagrangien

1
donné par ~3 Z aj — o ) (i, ;) (11)
1 N N 1,7=1
L=-|w|?+C i+ &+ nrEr) (6 N
5wl ;(5 &) ;nﬁ 77 (6) —EZaz—i—a +Zyz

N
=Y aile +& —yi + (w,z;) +b)

sous les contraintes

* * N
=D ai(e+ & i~ (woa) —b), S(ai-al)=0 et anaiel0,C].  (12)

=1 i=1
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A partir de (8), les poids du modele sont déterminés par de connaitre la projectio : R? — F explicitement, mais
uniquement le résultat(x;, x) = (®(x;), ®(x)) du produit

. scalaire entre les images des points dans I'espace éfendu
w= Z(ai - o)z, (13)  aussi appeldeature spaceLe probleme non-linéaire peut
donc étre formulé ainsi
et le modéle s’écrit donc

N
v max Lp = — 2 3" (0 — o) a; — o} k(zi,z;)  (20)
flx) = Z(O‘i —a )z, ) +b. (14) ij=1

=1 N N
—eY (ai+a})+ > yiloi —af),
=1 1=1

Le paramétre de biaispeut se calculer grace aux conditions
de Karush-Kuhn-Tucker (KKT) selon lesquelles les produits
entre les variables duales et les contraintes sont nuls a lssous les contraintes

solution : N
aile+& —yi +{w,x;) +b) =0 (15) 2(%—@‘) =0 et «o,af €[0,C]. (21)
ai(e+& +yi — (w,xi) —b) =0 (16) -
m& = (C — ;)& =0 (17) De méme, les poids sont donnés par
ni& = (C—ai)§ =0. (18) N
w=3 (a;i—a])®(x), (22)
b peut par exemple étre déterminé par (15) sur un point i—1

particulier pour lequele;, y; et¢; sont connus ety; a été R

précédemment évalué par I'algorithme de maximisation du ©t € modele par

Lagrangien dual.p. N

On peut remarquer que, d'apres (17) et (18), les seuls points fla) =D (i — a})k(xi,x) +b. (23)

pouvant étre a I'extérieur du tube d’insensibiligg, € # 0)

sont ceux pour lesquels les multiplicateurs de Lagrange cor o ) o

respondants respectemf = C ou o = C. D’autre part La principale différence avec le cas linéaire est que leerect
7 1 . y . , .. .

pour les exemples a l'intérieur du tubg,(— f(z;)| < ¢ et des poidsw n’est plus exprimé explicitement dai® mais

i=1

&, & = 0), on aa;, af = 0 pour pouvoir vérifier les condi- implicitement dansF. De méme, l'algorithme cherchera la
tions (15) et (16). Cela entraine la propriété de parcimoniefonction la plus plate dans I'espace étenfiuet non plus
(sparsity des SVMs : seuls les exemples avec dgs:* cor- dans I'espace d’entré®”. La fonctionk est appelée fonction

respondants non nuls sont nécessaires pour implémenter [80yau ou noyaukernel functioroukerne). Dans la pratique,
modéle (14). Ces exemples sont appelés Vecteurs de Suppof€ule cette fonction est connue, la projectione I'est pas.
ou Support Vector¢SVs) et ne constituent dans la pratique L€s noyaux les plus couramment utilisés pour les SVMs sont

gu’une petite fraction des données d’'apprentissage [40].  l€s noyaux polynomiaux, sigmoidaux et a fonction de base
radiale Radial Basis Function, RBFléfinis ainsi :
B. Probleme non-linéaire — linéaire :k(xz, ') = (x, ') ;

L'extension des SVMs au cas non-linéaire est assez simple
et repose sur la projection des données dans un espace
de dimension supérieure dans lequel le probleme devient N , , _
linéaire. Lexemple suivant [41] montre limplémentation — Sigmoidal %(z, #’) = tanh(y{z,z') +¢);
d'une fonction quadratique par un SVM linéaire. Soit la

polynomial :k(x, x') = (y(z,x') + ¢);

ot i / —||z — 2’|
projectiond définie par — RBF :k(z,z') = exp — oot
g
O : R — R, O(x1,20) = (22, V22129,22) . (19) Pour étre admissible, une fonction noyau doit vérifier les

conditions de Mercer [30] qui se résument a vérifier que la
L'algorithme SVM précédemment décrit appliqué aux don- fonction & : RP*? — R corresponde bien & un produit
nées projetées daiis par ® donnerait une fonction linéaire ~ scalaire définissant une norme dans un espace éf€ndu
dansR? correspondant a une fonction quadratique d&hs
Cette approche semble raisonnable pour cet exemple en di
mension2, mais peut vite devenir colteuse en temps de cal-Une autre formulation basée sur la minimisation de la norme
culs pour des non-linéarités polynomiales d’ordre supérie ¢, des parameétres conduit a un probléme de programmation
ou des problémes a grande dimension d’entrée [40]. Pour rédinéaire et non plus quadratique. L'idée n’est plus de maxi-
soudre ces problémes, une projection implicite par fonstio miser la platitude de la fonction, mais plutét de minimiser |
noyaux est utilisée. nombre de SVs qui influe aussi sur les bornes de I'erreur de
Le fait que les données; n'apparaissent que sous forme de généralisation. Une estimée du nombre de SVs et donnée par
produit scalaire aussi bien dans la formulation du probléme («; + o). La minimisation de ce terme, aussi appelée "ré-
d’optimisation (11) que dans la fonctigh(14) constitue un  trécissement" des paramétratiinkage, conduit en effet a
des principaux avantages des SVMs. Il n'est pas nécessairenaximiser le nombre de parameétres nuls dans le modele (23)

C. Programmation linéaire et SVR
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et donc a minimiser le nombre de vecteurs de support néceseu modele et I'erreur sur les données d’apprentissaggui

saires pour le calcul dé. Par rapport a I'apprentissage SVM
par programmation quadratique, I'apprentissage par progr
mation linéaire conduit généralement a des modeles utilisa
moins de vecteurs de support.

Pour la fonction d’erreue-insensible, le probléme devient
[40]

N N
minZ(ai—l-ozf)—i—CZ(&-l-Ef) (24)
=1 =1
sous les contraintes
N
yi— Y (o +a)k(mj, @) —b<e+& (25
j=1
N
(Oéj + a;)k(mj, ccl) +b— Y <e+ 51*
j=1
O[ha;"gi’g;‘ > 07
pouri = 1,..., N . Contrairement au SVR classique, le pas-

sage a la formulation duale n’apporte aucune simplification
Cependant ce probléme peut se résoudre par des techniqugé’j‘

de programmation linéaire habituelles.

Une autre formulation donnée par Mangasarian dans [27] et?

qui impliqgue moins de variables dans le probleme s’écrit

N N
minZaH—CZ& ; (26)
=1 =1
sous les contraintes
—& < Zjvzl ajk(zj, ) +b—y; <&
0< € <&
—a; < Q; Saiaizla"'aNa
(27)
soit, sous forme matricielle :
min  1Ta 4 C17¢
sc. €< Ka+bl-y <¢ (28)
—-0< el <¢
—a < « <a

Dans ce cas, le modéle est donné par

fl@) = oik(z, @) +b=K(x, X )a+b. (29)

Sous cette forme, le probléme ne requiert pas que le nbyau

respecte les conditions de Mercer. La seule contrainteugbt g

soit symétrique [28]. En effet, contrairement au probleme
guadratique qui minimise une norme des poids induite par le

noyau dans |éeature spaceF, la minimisation de la norme
¢, des paramétres est ici réalisée d&. Il n’est donc

pas nécessaire de disposer d’'un noyau qui défini un produi

scalaire et induit une norme dafs

Ill. QUESTIONS PRATIQUES
A. Réglage des hyperparameétres

Dans la méthode SVM, différents hyperparamétres appa-
raissent C', qui représente le compromis entre la complexité

correspond a la largeur du tube d’insensibilité ; les éwelstu
parameétres de la fonction noyauo, v,...). Ces hyperpara-
metres sont en général réglés en fonction d'une estimagon d
I'erreur de généralisation qui peut étre évaluée sur unrjeu i
dépendant de données de validation ou par validation eoisé
[3]. Cela implique de réaliser I'apprentissage pour ddfées
valeurs et d’estimer leur performances. Dans le cas d’'une es
timation de I'erreur de généralisation par validation sée,
cette procédure peut se révéler trés coliteuse en temps-de cal
cul.

Une idée permettant d'éviter les temps de calcul trop im-
portants dans la recherche des hyperparamétres optimaux es
donnée dans [40]. Si la nouvelle valeur de I'hyperparameétre
a testerC,,.., €st voisine de I'ancienn€,,,., alors un ré-
ajustement des multiplicateurs de Lagrange est utilisé pou
I'initialisation du probléme d’optimisation :

et bnouv = banc (30)

Apouv = TAane
En initialisant ainsi I'algorithme SMO (voir Section I113Qun
in de95% du temps de calcul peut étre obtenu par rapport a
un réapprentissage complet [40]. La méme méthode peut étre
ppliquée pour les paramétres de la fonction noyau.
D’autres approches permettent d'optimiser le réglage des
hyperparamétres. Certaines sont basées sur des méthodes
évolutionnistes [17], d'autres sur une recherche par dadsce
de gradient [7][2].

B. Réglage automatique du tube-SVR

La largeur du tube d'insensibilitépeut étre réglée en consi-
dérant le niveau de bruit contenu dans les données. En effet,
celui-ci détermine le niveau d’erreur qui ne sera pas prmse e
compte par I'algorithme. Si le modéle du bruit était dispo-
nible, le probleme d’identification se résumerait a appiqu
la méthode du maximum de vraisemblance pour obtenir le
meilleur estimateur. Mais en pratique, les connaissanges s
le bruit sont généralement tres limitées.

Il existe néanmoins une technique, appel®VR, permet-
tant de construire un SVM qui ajuste automatiquement la lar-
geur du tube d’'insensibilité. Elle consiste a ajouter umter
dans la formulation du probléme d’optimisation pour tenter
de minimiser. Le probleme (3) est donc reformulé ainsi

N
min 5wl +C (Z(a— €+ Nus)

i=1

yi —(w,z;) —b <e+¢

(wye)y+b—y; <e+&,i=1,...,N,
(31)
avecr > 0. Le probléme dual est donné par
XN
max LYy = — 3 Z (i —af)(aj — af)k(zi, x;) (32)
i,j=1
N
+Zyl(a1 - O‘r) )
=1
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sous les contraintes C. Algorithmes et optimisation

N N Beaucoup de programmes d’optimisation tels que CPLEX,

D (ai—a}) =0, (aitaj) < CvN eta;,af €[0,C]. LOQO, Matlab linprog ou quadprog sont capable de résoudre

i=1 i=1 les problémes linéaires ou quadratiques issus des SVMs.
(33) Néanmoins, la taille des problemes encouragent les cher-

Le probleme d'optimisation qui regle automatiquemeest  cheyrs de la communautéachine learning: développer des
donc similaire au probléme originel avec un terme en moins g|gorithmes spécifiques. Des considérations généralda sur
dansLy, et une contrainte en plus. A formulation quadratique du probléme SVM se trouvent dans
De plus, le parametre choisi tel qued < v < 1 peut@re  [21] avec une présentation de certains algorithmes etrde ce
interprété a la fois comme le pourcentage d’erreurs a Fexté t5ines méthodes d’optimisation commecteunkingqui per-
rieur du tube et le pourcentage de SVs a la fin de I'apprentis-met de résoudre le probléme en le découpant en plusieurs
sage comme démontré dans [37]. Dans cet article, le lien aveGoys-problemes. En poussanthenkinga sa limite, on ob-
les estimateurs robustes est aussi ré_alis_é en \montr,am qu'Utient Ialgorithme SMO Sequential Minimal Optimizatin
changement de la valeyr pour un point situé a I'extérieur  [33] qui considére uniquement deux exemples a chaque ité-
du tube n'influence pas la solution. Ici, le parametreut  ration. Les faiblesses de cet algorithme et des proposition
étre aussi relié au point de ruptutgg¢akdown poin35]) de  g-améliorations ont été décrites depuis lors dans [22kitite
I'estimateur robuste correspondant. L'article donne ialass ), large éventail de programmes comme SW¥k [20],
valeur optimale asymptotique poudans le cas ou le type de  |ipsym [6], [16] ou HeroSVM [12], [13] (qui a été testé
distribution (Gaussienne, Laplacienne...) du bruit eshco sur une base de 20 000 000 d’exemples), bien souvent télé-
Il est aussi possible d'introduiredans le probléme de pro-  chargeables sur Internet, développés dans les dernigréssn
grammatioq linéaire (24) pour auto_matiser le réglage de.tub pour augmenter la rapidité de I'algorithme ou pour gérer de
Cela conduit au problemeLPR (v Linear Programming Re-  grandes bases d’apprentissages. La plupart d’entre epx s'a
gression) suivant [39] puient sur la méthode dehunkingou implémentent I'algo-
rithme SMO.

N N
min - Z;(Oéi +tai)+ 2(& +&)+Cre (34 p application des SVMs a l'identification

Par souci de simplification, seul est rappelé le prédicteur

sous les contraintes NARMAX d’un systéme dynamique & temps discret, de la

N forme
yi— Y (o +a))k(xj @) —b<e+§ (35) ye = flp(k—1)), (37)
J=1 oup(k — 1) représente le vecteur des régresseurs défini par
N
S (g + k(@) +b -y S e+ € =D = bty oty Yty Bemys (36)
- T
j=1 ek—la-"aek—nc] )
@i, 0;,§,6,e >0, et contenant les observations passées de I'entréela sortie

y et de l'erreur de prédiction, = y — f((k — 1)) . Le
probléme d’identification consiste ici a déterminer la fioore

f de maniére a minimiser cette erreur de prédiction.

Pour appliquer la méthode SVM a l'identification, il suffit de
définir le vecteur d’entrée comme le vecteur des régresseurs

pouri=1,...,N.

Pour la formulation (28) du probléme, Mangasarian propose
une autre formulation équivalente au problemePR (ouv
correspondici d — p) [27]

min £17a + €17¢ — Cpe p(k — 1) . La base d'apprentissage est alors simplement
N N construite par
slc —¢< Ka+bl—y <& (36) p(0)T Y1
0< le <¢ : :
—a < « <a, L :
X=|pk-1)"| ety=|y| . (39)

ou le parametrg € [0, 1] régle le taux d’erreurs supérieures a :
¢ acceptées par I'algorithme. Le chqix= 0 correspond a un (N - )7 '

critere ne faisant intervenir que la valeur absolue desiesre ® IN

sans zone d'insensibilité & 0), alors ques = 1 supprimera  Pour la forme SVM (23), le prédicteur a un pas a l'instant
linfluence des données (= o). Ici, l'avantage est de ne & — 1 est ensuite donné par

faire intervenir qued N + 2 variables comparé aukV + 2 N
variables du probléme (34)-(35). Ykjk—1 = Z(ai —al)k(xzi;, (k—1))+0b, (40)
Une extension a ces méthodes de réglage automatique du tube i=1

peut encore étre apportee. Jusque '1"5}' la largeur dudube ne fois rapprentissage réalisé. Si la méthode par program
était considérée comme constante. L'étape suivante ¢ensis mation lingaire (28) est utilisée, le prédicteur est alansr
a considérer que la zone d'insensibilité n'a plus une forme par (29) et devient

fixe de tube et de la remplacer par un modéle paramétrique T
[37]. Yrk—1 = K(p(k—1), X" J)a+b. (41)
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IV. DISCUSSION ET PERSPECTIVES s

Cette Section présente tout d’abord les avantages des SVM
par rapport aux approches plus classiques pour les réseaux ¢
neurones puis une éventuelle extension de la méthode.

i . Lo - - 4

A. SVMs et réseaux de neurones

La formulation du modéle (29) est trés semblable & la formu- | SR . ' ' |
lation classique de la sortie d’un réseau de neurones [38] ' : '

Yk = Zaigi(‘P(k -1)), (42)

oup(k — 1) est le vecteur des régresseursles parametres
et g; les fonctions d’activation du réseau. Par exemple, pour

une fonction d’activation RBFRadial Basis Functionde la s = 05 0 0s 1 1s
forme w2
9 Fig. 3. Trajectoire du systéme non bruité dans le plan de
gi(p(k — 1)) = exp <|‘P(k _21)2_ ill ) ’ (43) phases pour les conditions initialgs 1 = yx_2 = 0.1.
ag

la fonction de sortie du réseau (42) est équivalente, a uneL ¢ rent I tion d
constante pres, aux fontions de sortie des SVMs (23) ou (29). €s travaux en cours portent sur lincorporation de connais

Bien que les méthodes d’apprentissage restent différahtes S2NCeS @ priori dans I'apprentissage SVM pour la régression
existe une certaine équivalence entre les SVMs et les néseauPd Une mfethng ge_nerale o aJOlft de contralntes,.dans le pro-
régularisés [15]. gramme d’optimisation. Cette méthode permet d’inclure des

Cependant, I'apprentissage SVM apporte un certain nombre connaissances exactes ou approximatives, globales dadoca

de réponses aux problémes rencontrés par I apprentlssaggnupna:::glé“e?é iani(;jrlerjeg'z:‘;s:lzlvsrsej Sg (Ijoc:gniesm CSQET:)?J'
standard des réseaux de neurones : P y pysiq
d’'un premier apprentissage sur d’autres données);

1. la sélection des centres est automatiquementréalisée _ des connaissances sur les dérivés (modéle de rugosité. . .)
par 'algorithme; — des points particuliers (ordonnée a I'origine, pointxdié

2. l'apprentissage correspond & un probléme d’optimisa- libre, pic d’une fonction. ..);
tion convexe (unicité de la solution) pour lequel des al- — des bornes sur la sortie du systeme ou ses dérives (maxi-
gorithmes efficaces ont été développés; mum local ou global, variation maximale. . .).

3. la fonction de sortie est doucsnfooth) (régularisation V. EXEMPLE

intrinséque) ; . R L, :
R ) ) | Soit le systéme non-linéaire suivant [8], [4], [5] :
4. le probleme de la dimension des donnéesrge of

dimensionality est évité grace aux noyaux; Y = (0.8 —05 exp(_yz_l)) Yh—1 (44)
5. une bonne généralisation peut étre obtenue a partir de — (0_3 ~0.9 eXP(—yiq)) Y2
peu de données. +0.1sin(myr_1) + en s

B. Incorporation de connaissances a priori ou e, représente un bruit gaussien de moyenne nulle. Pour

Dans le cadre de I'identification des systémes, une certainece systéme, le vecteur des régresseurs contient deuxssortie
guantité de connaissances a priori est généralement disporetardées p(k — 1) = [yr—1, yr—2]. Ce systeme possede un
nible. Inclure ces connaissances dans I'apprentissagegper  point d’équilibre instable a I'origine duquel sa sortie tpam

trait d’obtenir un meilleur modeéle du systeme. Quelques tra spirale vers une courbe invariante fermée comme montré par
vaux commencent a s'intéresser au probleme d’incorparatio la trajectoire Figure 3 pour une condition initiale gg 1 =

de connaissances a priori dans la régression SVM [25], [29].yx—2 = 0.1 ete, = 0. La surface de régression du systeme
Cependant, ceux-ci restent rares et appliqués a des types dest présentée Figure 4.

connaissances bien précis. Cela est certainement dii au faPour montrer la capacité de généralisation a partir de peu
que la plupart des recherches sur les SVMs sont menées darsexemples des SVMs, une trajectoire ti#) pointsy, est

le cadre de la reconnaissance des formes. Les connaissancggnérée a partir du systéeme (44) pour les conditions iegial

a priori pour ces problémes sont trés souvent du type inva-yx—1 = yr-2 = 0 etex ~ N(0,0.1%). Quatre bases
riance de la sortie (la classe de I'exemple en I'occurreace) d'apprentissage de tailles = 20, 34, 50 et 100, sont alors

une transformation de I'entrée. Par exemple, pour la recon-construites selon (39) et en prenant un point sur 5, 3, 2 et
naissance de caracteres, I'image d'un '2' reste I'imagend’'u 1. La comparaison est effectuée entre les SVMs a base de
'2" apres rotation ou translation. Or, ce type de connaissan  programmation quadratique, QP-SVR (3), les SVMs a base
est trés rarement disponible dans des problemes de rémgressi de programmation linéaire, LP-SVR (28), et une méthode
ou d’'identification. de sélection ascendante des centres pour les réseaux RBF
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TABLE |
NOMBRE DE CENTRES RETENUS PAR LES DIFFERENTS ALGORITHMES ACH.’ ERREUR DE TEST CORRESPONDANTE POUR
DIFFERENTES TAILLES DE LA BASE DAPPRENTISSAGE

RBF QP-SVR LP-SVR
OLS | e=02|e=01]|e=005|e=02|e=01|e=0.05
N =100 | Necentres 11 24 30 31 6 9 9
oc=1.06 | MSE(x1073) | 0.71| 0.91 1.4 0.82 3.1 0.97 0.94
N =50 Neentres 12 12 17 17 7 11 13
o =0.7071 | MSE (x1073) | 2.0 2.6 2.2 1.9 8.3 2.0 2.7
N =34 Neentres 9 9 12 13 6 9 8
oc=1017 | MSE (x1073) | 2.7 6.7 2.2 15 9.0 1.2 2.0
N =20 Neentres 8 7 9 10 4 6 8
o =0.9387 | MSE (x107%) | 2.4 6.7 3.1 3.4 16 2.6 1.2
15
1+ @ ® b
05 \“‘\* .

-15 L L L I I
-15 -1 -0.5 0 0.5 1 15

yk—Z

Fig. 4. Surface de régression du systeme. Fig. 5. Trajectoire du systéme bruité dans le plan de phases
constituant la base d’apprentissagé & 34). Les vec-
teurs de support retenus par I'apprentissage LP-SV/R (

0.1) sont entourés.
connue sous le nom de Orthogonal Least Squares (OLS) [9],
avec un critere d'arrét basé sur une estimation de I'erreur
de généralisation [31]. Ces trois algorithmes utilisens de est approximée par la surface de réponse du modéle montrée
noyaux RBF de largeur réglée d’apres les données selon sur la Figure 7. La Figure 8 rend compte de la différence
o = y/max; ; [|z; — ;|| /2. Le paramétr€ pour laméthode  entre ces deux surfaces et donc de I'erreur d’approximation
QP-SVR est réglé & = 6, 7, 10 et 20 respectivement pour  qui, sur cet exemple, est toujours inférieure a la tailleubet
N = 100, 50, 34 et 20. La méthode LP-SVR requiert ufi d'insensibilités = 0.1 fixée pour I'apprentissage. Les Figures
plus élevé qui est donc réglé&a= 20, 70, 100 et300 suivant 9 & 11 montrent les résultats obtenus par I'algorithme OLS
la taille de la base d'apprentissade Le test est basé sur pourN = 34.
le nombre de centres (ou vecteurs de support) du modéle eD’aprés le tableau I, I'algorithme QP-SVR requiert lége-
I'erreur de prédiction a un pas évaluée sure= 100 points rement plus de vecteurs de support (SVs) que le RBF de
par MSE = 1/nY "  (yx — yk|k_1)2, ou y est la sortie  fonctions de base pour obtenir les mémes performances.
du systeme (44) non bruité gf,—, la sortie du modele. Le  Au contraire, I'algorithme LP-SVR permet de diminuer le
tableau | montre le nombre de centres ainsi que cette erreunombre de SVs tout en conservant une erreur de test faible.
de test pour les 3 algorithmes et différents réglages.de De plus, la trajectoire du modéle RBF en simulation (Fig. 9)
L'erreur de test la plus faible apparaiten gras, mais lecthoi  montre quelque difficultés & approximer la courbe invagant
"meilleur" modéle devrait aussi prendre en compte le nombrefermée en comparaison a la trajectoire obtenue par le modeéle
de centres. La Figure 5 montre les exemples d’apprentissagéP-SVR (Fig. 6). Une simulation sur000 points a montré
pour N = 34 ainsi que les) vecteurs de support retenus que le modéle RBF ne tend pas vers une courbe invariante
par I'apprentissage LP-SVR avec = 0.1. On peut voir fermée mais vers un cycle d'ordfe = 5 et donc vers un
sur la Figure 6 que le modéle (41) ainsi créé approximerégime périodique. Pour la méme simulation, le modeéle LP-
correctement la dynamique du systeme (44), notamment aulSVR parcourt bien la courbe invariante fermée et aucun cycle
niveau du point d’équilibre instable et de la courbe invaiéa  d’ordrek n’a pu étre identifié.
fermée. De méme, la surface de régression du systéme (Fig. 4Ces expériences permettent de formuler un certain nombre de
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Fig. 6. Trajectoire du modéle LP-SVR € 0.1) dansle plan ~ Fig- 9. Trajectoire du modele RBF dans le plan de phases

de phases pour les conditions initialgs 1 = yi_» = pour les conditions initialeg,—1 = yr—2 =0.1.
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Fig. 7. Surface de réponse du modéle LP-SYR-(0.1). Fig. 10. Surface de réponse du modele RBF.
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Fig. 8. Erreur entre les surfaces de régression du systemig 11, Erreur entre les surfaces de régression du systéme
(Fig. 4) et de réponse du modéle LP-SVR (Fig. 7). (Fig. 4) et de réponse du modéle RBF (Fig. 10).
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remarques :

— la forme LP du probléme SVR conduit a une réduction du
nombre de vecteurs de support par rapport a la forme QP,
comme prévu en Sect. II-C;

— lorsque le nombre de données est éleWé £ 100), la
méthode OLS conduit & une erreur plus faible que les[12]
méthodes SVM pour un nombre de centres équivalent;

— en général, la méthode QP-SVR nécessite un nombre de
centres légérement plus élevé que la méthode OLS pouil3]
des performances équivalentes;

— lorsque le nombre de données est faible, la méthode LP14
SVR permet d’obtenir une erreur de test plus faible que
la méthode OLS pour un nombre de centres identique ou
Iégérement réduit. [15]

(10]

111]

VI. CONCLUSION [16]

Une introduction aux méthodes SVM pour l'identification
des systémes a été présentée. Certains points importamts poj17]
I'application pratique des SVMs tels que le réglage des iype
parameétres, I'implémentation algorithmique ou I'apptica
concrete a l'identification ont ensuite été traités. Un eplem  [1g)
numeérique a permis de montrer la capacité de généralisation
a partir de peu de données des SVMs ainsi que la sélection
automatique des centres. Par rapport a la méthode de réfd?
rence, qui sélectionne les centres de facon ascendante et su
la base d’'une estimation de I'erreur de généralisation,da m
thode SVM donne des résultats équivalents avec plus de vec??!
teurs de support quand les données sont en nombre suffisan 1]
Quand peu de données sont disponibles, la méthode SV
donne de meilleurs résultats avec moins de centres. Cepen22]
dant, l'utilisation des SVMs en identification est encomaidi
tée par leur aspedioite noire Une évolution des SVMs vers
un modele de typboite grisepermettant I'incorporation de
connaissances a priori dans I'apprentissage augmenderait
maniére non négligeable leur intérét et le panel d’apptioat
éventuelles.

(23]

(24]
(25]
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