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Résumé— Ce papier présente les méthodes SVM (Support
Vector Machines), issues de la théorie de l’apprentissage sta-
tistique, pour l’identification des systèmes. La méthode est
tout d’abord exposée dans le cas linéaire, puis étendue au
cas non-linéaire grâce à des fonctions noyaux. Ces noyaux
permettent de résoudre le problème non-linéaire par une pro-
jection implicite dans un espace de dimension supérieure.
Le papier traite ensuite des questions pratiques telles quele
réglage des hyperparamètres ou l’implémentation algorith-
mique de la méthode. Les liens avec les réseaux de neurones
sont explicités de manière à mettre en valeur les avantages
de la méthode : sélection automatique des centres, régulari-
sation intrinsèque, unicité de la solution et bonne généralisa-
tion à partir de peu de données. La méthode est illustrée sur
un exemple d’identification de système non-linéaire et com-
parée à un des algorithmes les plus performants, basé sur la
sélection des centres des réseaux RBF par Orthogonal Least
Squares (OLS) et l’estimation de l’erreur de généralisation.
Mots-clés— identification, machines d’apprentissage, SVM,
fonctions noyaux, réseaux de neurones.

I. I NTRODUCTION

Le but de ce papier est de présenter les méthodes dites SVM
(Support Vector Machine), issues de la théorie de l’appren-
tissage statistique [41], pour l’identification des systèmes. La
théorie de l’apprentissage sur laquelle s’appuient les SVMs
permet de définir des bornes pour l’erreur du modèle sur
des données futures, i.e. non disponibles lors de l’appren-
tissage (erreur de généralisation). La minimisation de ces
bornes conduit à l’algorithme d’apprentissage SVM qui ne
minimise donc pas simplement l’erreur sur les données dis-
ponibles comme la plupart des algorithmes d’apprentissage
de réseaux de neurones. Les SVMs, ou encore Machines à
Vecteurs de Support, ont originellement été développées pour
la reconnaissance de formes ou la classification. Dans ces do-
maines, elles se sont rapidement imposé comme l’état de l’art
tant sur des benchmarks que sur diverses applications [32],
[34], [42], [19], [23], [24]. Une formulation des SVMs pour la
régression, appelée SVR (Support Vector Regression), existe
aussi. Cette méthode a récemment été appliquée avec succès
sur un certain nombre de problèmes d’identification [14], [5],
[26], [45], [1], [43]. Certains auteurs ont aussi proposé des
améliorations de la méthode pour son application spécifique
à l’identification [10], [18].
Ce papier présente la méthode SVM pour la régression tout
d’abord pour le cas linéaire (Section II-A), puis pour le
cas non-linéaire (Section II-B) dans sa forme originelle qui
conduit à un problème de programmation quadratique. Une
autre formulation conduisant à un problème de programma-
tion linéaire est aussi exposée (Section II-C). La Section sui-
vante traite des questions liées à l’application pratique de la

méthode comme le réglage des hyperparamètres (Sect. III-
A et III-B), l’implémentation algorithmique (Sect. III-C)ou
l’application concrète à l’identification des systèmes (Sect.
III-D). La Section IV met en valeur les avantages des SVMs
par rapport aux approches plus classiques pour les réseaux
de neurones avant de proposer une éventuelle extension pour
la prise en compte de connaissances a priori. Ces avantages
sont évalués en Section V sur un exemple d’identification de
système non-linéaire.
Notations :Les caractères gras représentent des vecteurs ou
des matrices. Tous les vecteurs sont des vecteurs colonne
et sont notés en lettres minuscules. Les matrices sont re-
présentées par des lettres majuscules. PourA ∈ R

p×m

et B ∈ R
p×n contenant des vecteurs de dimensionp, le

"noyau"K(A, B) projetteR
p×m × R

p×n dansRm×n avec
K(A, B)i,j = k(Ai, Bj), où k : R

p×p → R est la fonc-
tion noyau. En particulier, six ∈ R

p est un vecteur colonne
alorsK(x, B) est un vecteur ligne dansR1×n. La matrice
X ∈ R

N×p contient tous les exemples d’apprentissagexi,
i = 1, . . . , N , en tant que lignes. Le vecteury ∈ R

N ras-
semble toutes les valeurs désiréesyi pour ces exemples. La
matrice de noyauK(XT , XT ) est notée simplementK. Le
produit scalaire est noté〈., .〉 .

II. RÉGRESSION PARMACHINES À VECTEURS DE

SUPPORT(SVR)

La régression par Machines à Vecteurs de Support (SVR)
[41] consiste à trouver la fonctionf(x) qui a au plus une
déviationε par rapport aux exemples d’apprentissage(xi, yi),
pour i = 1, . . . , N , et qui est le plus plate possible. Cela
revient à ne pas considérer les erreurs inférieures àε et à
interdire celles supérieures àε [40]. Maximiser la platitude
de la fonction permet de minimiser la complexité du modèle
qui influe sur ses performances en généralisation. En effet,
la théorie de l’apprentissage [41] permet de borner l’erreur
de généralisation par une somme de deux termes : l’un
dépendant de la complexité du modèle et l’autre dépendant de
l’erreur sur les données d’apprentissage [11]. Les méthodes
SVMs sont basées sur le contrôle de la complexité du modèle
lors de l’apprentissage. Les Sections suivantes présentent
l’algorithme SVR pour un modèle linéaire, puis pour le cas
non-linéaire.

A. Problème linéaire

La méthode est d’abord décrite pour une fonctionf linéaire
de la forme

f(x) = 〈w, x〉 + b , (1)
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avecx ∈ R
p le vecteur d’entrée,w ∈ R

p le vecteur des
paramètres (ou poids) etb une constante à déterminer. Pour
assurer la platitude de la fonctionf , la norme des poids
‖w‖ est minimisée (contrainte sur la dérivée de la fonction
f ). Le problème revient donc à minimiser cette norme en
garantissant que les erreurs sont inférieures àε et peut s’écrire

min 1

2
‖w‖2

s.c. |yi − 〈w, xi〉 − b| ≤ ε, i = 1, . . . , N .
(2)

On remarque que dans cette formulation du problème, l’ob-
jectif n’est pas de minimiser l’erreur d’apprentissage comme
dans les réseaux de neurones ou la plupart des algorithmes de
régression, mais d’assurer la platitude de la fonction. La mini-
misation de l’erreur n’apparaît que sous forme de contraintes,
ici inviolables. Autrement dit, aucune erreur n’est autorisée.
Cette description du problème considère donc qu’une fonc-
tion linéairef qui approxime tous les exemples avec une pré-
cisionε existe. Dans la pratique, ce n’est pas toujours le cas.
En présence de bruit trop important ou de valeurs aberrantes,
il est aussi plus important d’autoriser certaines erreurs.Dans
ce cas, le concept de marge souple (soft margin) est utilisé.
Il consiste à introduire des variables de relâchement (slack
variables) ξi, ξ∗i pour rendre faisables les contraintes du pro-
blème d’optimisation qui devient

min
1

2
‖w‖2 + C

N
∑

i=1

(ξi + ξ∗i ) , (3)

sous les contraintes

yi − 〈w, xi〉 − b ≤ ε + ξi (4)

〈w, xi〉 + b − yi ≤ ε + ξ∗i
ξi, ξ

∗
i ≥ 0 , i = 1, . . . , N ,

où ξi et ξ∗i représentent respectivement les erreurs positives
et négatives. La constanteC > 0 est un hyperparamètre
permettant de régler le compromis entre la quantité d’erreur
autorisée et la platitude de la fonctionf . Cette formulation du
problème revient à utiliser une fonction d’erreur|ξ|ε appelée
ε-insensible (ε-insensitive) de la forme

|y − f(x)|ε =

{

0 , pour|y − f(x)| ≤ ε

|y − f(x)| − ε , pour|y − f(x)| > ε ,

(5)
et représentée Figure 1. On peut interpréter cette fonction
comme créant un tube d’insensibilité de rayonε autour de
la fonctionf(x) (voir la Figure 2). Les variablesξi ou ξ∗i
représentent alors la distance selon l’axey entre le point
(xi, yi) et le bord ce tube.
Le problème (3) se résout en minimisant le LagrangienL
donné par

L =
1

2
‖w‖2 + C

N
∑

i=1

(ξi + ξ∗i ) −
N
∑

i=1

(ηiξi + η∗
i ξ∗i ) (6)

−
N
∑

i=1

αi(ε + ξi − yi + 〈w, xi〉 + b)

−
N
∑

i=1

α∗
i (ε + ξ∗i + yi − 〈w, xi〉 − b) ,

|ξ|ε

+ε−ε ξ

Fig. 1. La fonction d’erreurε-insensible.
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Fig. 2. Tube d’insensibilité de rayonε.

où lesηi, η∗
i , αi, α∗

i positifs représentent les multiplicateurs
de Lagrange. Le calcul des dérivées deL par rapport aux
variables primales (w, b, ξi, ξ

∗
i ) donne

∂L

∂b
=

N
∑

i=1

(α∗
i − αi) = 0 (7)

∂L

∂w
= w −

N
∑

i=1

(α∗
i − αi)xi = 0 (8)

∂L

∂ξi

= C − αi − ηi = 0 (9)

∂L

∂ξ∗i
= C − α∗

i − η∗
i = 0 . (10)

Les équations (9) et (10) permettent de supprimer les va-
riablesηi = C − αi et η∗

i = C − α∗
i . En réinjectant ces

résultats dans (6), on obtient le Lagrangien dual qui doit être
maximisé :

LD = − 1

2

N
∑

i,j=1

(αi − α∗
i )(αj − α∗

j )〈xi, xj〉 (11)

− ε

N
∑

i=1

(αi + α∗
i ) +

N
∑

i=1

yi(αi − α∗
i ) ,

sous les contraintes

N
∑

i=1

(αi − α∗
i ) = 0 et αi, α

∗
i ∈ [0, C] . (12)
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A partir de (8), les poids du modèle sont déterminés par

w =

N
∑

i=1

(αi − α∗
i )xi , (13)

et le modèle s’écrit donc

f(x) =

N
∑

i=1

(αi − α∗
i )〈xi, x〉 + b . (14)

Le paramètre de biaisb peut se calculer grâce aux conditions
de Karush-Kuhn-Tucker (KKT) selon lesquelles les produits
entre les variables duales et les contraintes sont nuls à la
solution :

αi(ε + ξi − yi + 〈w, xi〉 + b) = 0 (15)

α∗
i (ε + ξ∗i + yi − 〈w, xi〉 − b) = 0 (16)

ηiξi = (C − αi)ξi = 0 (17)

η∗
i ξ∗i = (C − α∗

i )ξ
∗
i = 0 . (18)

b peut par exemple être déterminé par (15) sur un point
particulier pour lequelxi, yi et ξi sont connus etαi a été
précédemment évalué par l’algorithme de maximisation du
Lagrangien dualLD.
On peut remarquer que, d’après (17) et (18), les seuls points
pouvant être à l’extérieur du tube d’insensibilité (ξi, ξ

∗
i 6= 0)

sont ceux pour lesquels les multiplicateurs de Lagrange cor-
respondants respectentαi = C ou α∗

i = C. D’autre part,
pour les exemples à l’intérieur du tube (|yi − f(xi)| < ε et
ξi, ξ

∗
i = 0), on aαi, α

∗
i = 0 pour pouvoir vérifier les condi-

tions (15) et (16). Cela entraîne la propriété de parcimonie
(sparsity) des SVMs : seuls les exemples avec desαi, α

∗
i cor-

respondants non nuls sont nécessaires pour implémenter le
modèle (14). Ces exemples sont appelés Vecteurs de Support
ou Support Vectors(SVs) et ne constituent dans la pratique
qu’une petite fraction des données d’apprentissage [40].

B. Problème non-linéaire

L’extension des SVMs au cas non-linéaire est assez simple
et repose sur la projection des données dans un espace
de dimension supérieure dans lequel le problème devient
linéaire. L’exemple suivant [41] montre l’implémentation
d’une fonction quadratique par un SVM linéaire. Soit la
projectionΦ définie par

Φ : R
2 → R

3, Φ(x1, x2) = (x2

1
,
√

2x1x2, x
2

2
) . (19)

L’algorithme SVM précédemment décrit appliqué aux don-
nées projetées dansR

3 parΦ donnerait une fonction linéaire
dansR3 correspondant à une fonction quadratique dansR

2.
Cette approche semble raisonnable pour cet exemple en di-
mension2, mais peut vite devenir coûteuse en temps de cal-
culs pour des non-linéarités polynomiales d’ordre supérieur
ou des problèmes à grande dimension d’entrée [40]. Pour ré-
soudre ces problèmes, une projection implicite par fonctions
noyaux est utilisée.
Le fait que les donnéesxi n’apparaissent que sous forme de
produit scalaire aussi bien dans la formulation du problème
d’optimisation (11) que dans la fonctionf (14) constitue un
des principaux avantages des SVMs. Il n’est pas nécessaire

de connaître la projectionΦ : R
p → F explicitement, mais

uniquement le résultatk(xi, x) = 〈Φ(xi),Φ(x)〉 du produit
scalaire entre les images des points dans l’espace étenduF ,
aussi appeléfeature space. Le problème non-linéaire peut
donc être formulé ainsi

maxLD = − 1

2

N
∑

i,j=1

(αi − α∗
i )(αj − α∗

j )k(xi, xj) (20)

− ε

N
∑

i=1

(αi + α∗
i ) +

N
∑

i=1

yi(αi − α∗
i ) ,

sous les contraintes

N
∑

i=1

(αi − α∗
i ) = 0 et αi, α

∗
i ∈ [0, C] . (21)

De même, les poids sont donnés par

w =

N
∑

i=1

(αi − α∗
i )Φ(xi) , (22)

et le modèle par

f(x) =
N
∑

i=1

(αi − α∗
i )k(xi, x) + b . (23)

La principale différence avec le cas linéaire est que le vecteur
des poidsw n’est plus exprimé explicitement dansR

p mais
implicitement dansF . De même, l’algorithme cherchera la
fonction la plus plate dans l’espace étenduF et non plus
dans l’espace d’entréeRp. La fonctionk est appelée fonction
noyau ou noyau (kernel functionoukernel). Dans la pratique,
seule cette fonction est connue, la projectionΦ ne l’est pas.
Les noyaux les plus couramment utilisés pour les SVMs sont
les noyaux polynomiaux, sigmoïdaux et à fonction de base
radiale (Radial Basis Function, RBF) définis ainsi :
– linéaire :k(x, x′) = 〈x, x′〉 ;

– polynomial :k(x, x′) = (γ〈x, x′〉 + c)d ;

– sigmoïdal :k(x, x′) = tanh(γ〈x, x′〉 + c) ;

– RBF :k(x, x′) = exp

(−‖x− x′‖2

2σ2

)

.

Pour être admissible, une fonction noyau doit vérifier les
conditions de Mercer [30] qui se résument à vérifier que la
fonction k : R

p×p → R corresponde bien à un produit
scalaire définissant une norme dans un espace étenduF .

C. Programmation linéaire et SVR

Une autre formulation basée sur la minimisation de la norme
ℓ1 des paramètres conduit à un problème de programmation
linéaire et non plus quadratique. L’idée n’est plus de maxi-
miser la platitude de la fonction, mais plutôt de minimiser le
nombre de SVs qui influe aussi sur les bornes de l’erreur de
généralisation. Une estimée du nombre de SVs et donnée par
∑

(αi + α∗
i ). La minimisation de ce terme, aussi appelée "ré-

trécissement" des paramètres (shrinkage), conduit en effet à
maximiser le nombre de paramètres nuls dans le modèle (23)
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et donc à minimiser le nombre de vecteurs de support néces-
saires pour le calcul def . Par rapport à l’apprentissage SVM
par programmation quadratique, l’apprentissage par program-
mation linéaire conduit généralement à des modèles utilisant
moins de vecteurs de support.
Pour la fonction d’erreurε-insensible, le problème devient
[40]

min

N
∑

i=1

(αi + α∗
i ) + C

N
∑

i=1

(ξi + ξ∗i ) (24)

sous les contraintes

yi −
N
∑

j=1

(αj + α∗
j )k(xj , xi) − b ≤ ε + ξi (25)

N
∑

j=1

(αj + α∗
j )k(xj , xi) + b − yi ≤ ε + ξ∗i

αi, α
∗
i , ξi, ξ

∗
i ≥ 0 ,

pouri = 1, . . . , N . Contrairement au SVR classique, le pas-
sage à la formulation duale n’apporte aucune simplification.
Cependant ce problème peut se résoudre par des techniques
de programmation linéaire habituelles.
Une autre formulation donnée par Mangasarian dans [27] et
qui implique moins de variables dans le problème s’écrit

min

N
∑

i=1

ai + C

N
∑

i=1

ξi , (26)

sous les contraintes

−ξi ≤
∑N

j=1
αjk(xj , xi) + b − yi ≤ ξi

0 ≤ ε ≤ ξi

−ai ≤ αi ≤ ai, i = 1, . . . , N ,
(27)

soit, sous forme matricielle :

min 1
T a + C1

T ξ

s.c. −ξ ≤ Kα + b1− y ≤ ξ

−0 ≤ ε1 ≤ ξ

−a ≤ α ≤ a .

(28)

Dans ce cas, le modèle est donné par

f(x) =
∑

i

αik(x, xi) + b = K(x, XT )α + b . (29)

Sous cette forme, le problème ne requiert pas que le noyauk
respecte les conditions de Mercer. La seule contrainte est qu’il
soit symétrique [28]. En effet, contrairement au problème
quadratique qui minimise une norme des poids induite par le
noyau dans lefeature spaceF , la minimisation de la norme
ℓ1 des paramètres est ici réalisée dansR

N . Il n’est donc
pas nécessaire de disposer d’un noyau qui défini un produit
scalaire et induit une norme dansF .

III. QUESTIONS PRATIQUES

A. Réglage des hyperparamètres

Dans la méthode SVM, différents hyperparamètres appa-
raissent :C, qui représente le compromis entre la complexité

du modèle et l’erreur sur les données d’apprentissage ;ε, qui
correspond à la largeur du tube d’insensibilité ; les éventuels
paramètres de la fonction noyauk (σ, γ,. . .). Ces hyperpara-
mètres sont en général réglés en fonction d’une estimation de
l’erreur de généralisation qui peut être évaluée sur un jeu in-
dépendant de données de validation ou par validation croisée
[3]. Cela implique de réaliser l’apprentissage pour différentes
valeurs et d’estimer leur performances. Dans le cas d’une es-
timation de l’erreur de généralisation par validation croisée,
cette procédure peut se révéler très coûteuse en temps de cal-
cul.
Une idée permettant d’éviter les temps de calcul trop im-
portants dans la recherche des hyperparamètres optimaux est
donnée dans [40]. Si la nouvelle valeur de l’hyperparamètre
à testerCnouv est voisine de l’ancienneCanc, alors un ré-
ajustement des multiplicateurs de Lagrange est utilisé pour
l’initialisation du problème d’optimisation :

αnouv = ταanc et bnouv = banc (30)

En initialisant ainsi l’algorithme SMO (voir Section III-C), un
gain de95% du temps de calcul peut être obtenu par rapport à
un réapprentissage complet [40]. La même méthode peut être
appliquée pour les paramètres de la fonction noyau.
D’autres approches permettent d’optimiser le réglage des
hyperparamètres. Certaines sont basées sur des méthodes
évolutionnistes [17], d’autres sur une recherche par descente
de gradient [7][2].

B. Réglage automatique du tube :ν-SVR

La largeur du tube d’insensibilitéε peut être réglée en consi-
dérant le niveau de bruit contenu dans les données. En effet,
celui-ci détermine le niveau d’erreur qui ne sera pas prise en
compte par l’algorithme. Si le modèle du bruit était dispo-
nible, le problème d’identification se résumerait à appliquer
la méthode du maximum de vraisemblance pour obtenir le
meilleur estimateur. Mais en pratique, les connaissances sur
le bruit sont généralement très limitées.
Il existe néanmoins une technique, appeléeν-SVR, permet-
tant de construire un SVM qui ajuste automatiquement la lar-
geur du tube d’insensibilité. Elle consiste à ajouter un terme
dans la formulation du problème d’optimisation pour tenter
de minimiserε. Le problème (3) est donc reformulé ainsi

min
1

2
‖w‖2 + C

(

N
∑

i=1

(ξi + ξ∗i ) + Nνε

)

s.c.











yi − 〈w, xi〉 − b ≤ ε + ξi

〈w, xi〉 + b − yi ≤ ε + ξ∗i
ξi, ξ

∗
i ≥ 0

, i = 1, . . . , N ,

(31)
avecν > 0. Le problème dual est donné par

maxLν
D = − 1

2

N
∑

i,j=1

(αi − α∗
i )(αj − α∗

j )k(xi, xj) (32)

+

N
∑

i=1

yi(αi − α∗
i ) ,



Journées Identification et Modélisation Expérimentale JIME’2006 – 16 et 17 novembre – Poitiers

sous les contraintes

N
∑

i=1

(αi −α∗
i ) = 0,

N
∑

i=1

(αi +α∗
i ) ≤ CνN etαi, α

∗
i ∈ [0, C] .

(33)
Le problème d’optimisation qui règle automatiquementε est
donc similaire au problème originel avec un terme en moins
dansLν

D et une contrainte en plus.
De plus, le paramètreν choisi tel que0 < ν ≤ 1 peut être
interprété à la fois comme le pourcentage d’erreurs à l’exté-
rieur du tube et le pourcentage de SVs à la fin de l’apprentis-
sage comme démontré dans [37]. Dans cet article, le lien avec
les estimateurs robustes est aussi réalisé en montrant qu’un
changement de la valeuryi pour un point situé à l’extérieur
du tube n’influence pas la solution. Ici, le paramètreν peut
être aussi relié au point de rupture (breakdown point[35]) de
l’estimateur robuste correspondant. L’article donne aussi la
valeur optimale asymptotique pourν dans le cas où le type de
distribution (Gaussienne, Laplacienne. . .) du bruit est connu.
Il est aussi possible d’introduireε dans le problème de pro-
grammation linéaire (24) pour automatiser le réglage du tube.
Cela conduit au problèmeν-LPR (ν Linear Programming Re-
gression) suivant [39]

min
1

N

N
∑

i=1

(αi + α∗
i ) +

C

N

N
∑

i=1

(ξi + ξ∗i ) + Cνε (34)

sous les contraintes

yi −
N
∑

j=1

(αj + α∗
j )k(xj , xi) − b ≤ ε + ξi (35)

N
∑

j=1

(αj + α∗
j )k(xj , xi) + b − yi ≤ ε + ξ∗i

αi, α
∗
i , ξi, ξ

∗
i , ε ≥ 0 ,

pouri = 1, . . . , N .
Pour la formulation (28) du problème, Mangasarian propose
une autre formulation équivalente au problèmeν-LPR (oùν
correspond ici à1 − µ) [27]

min 1

N
1

T a + C
N

1
T ξ − Cµε

s.l.c −ξ ≤ Kα + b1− y ≤ ξ

0 ≤ 1ε ≤ ξ

−a ≤ α ≤ a ,

(36)

où le paramètreµ ∈ [0, 1] règle le taux d’erreurs supérieures à
ε acceptées par l’algorithme. Le choixµ = 0 correspond à un
critère ne faisant intervenir que la valeur absolue des erreurs
sans zone d’insensibilité (ε = 0), alors queµ = 1 supprimera
l’influence des données (ε = ∞). Ici, l’avantage est de ne
faire intervenir que3N + 2 variables comparé aux4N + 2
variables du problème (34)-(35).
Une extension à ces méthodes de réglage automatique du tube
peut encore être apportée. Jusque là, la largeur du tubeε
était considérée comme constante. L’étape suivante consiste
à considérer que la zone d’insensibilité n’a plus une forme
fixe de tube et de la remplacer par un modèle paramètrique
[37].

C. Algorithmes et optimisation

Beaucoup de programmes d’optimisation tels que CPLEX,
LOQO, Matlab linprog ou quadprog sont capable de résoudre
les problèmes linéaires ou quadratiques issus des SVMs.
Néanmoins, la taille des problèmes encouragent les cher-
cheurs de la communautémachine learningà développer des
algorithmes spécifiques. Des considérations générales surla
formulation quadratique du problème SVM se trouvent dans
[21], avec une présentation de certains algorithmes et de cer-
taines méthodes d’optimisation comme lechunkingqui per-
met de résoudre le problème en le découpant en plusieurs
sous-problèmes. En poussant lechunkingà sa limite, on ob-
tient l’algorithme SMO (Sequential Minimal Optimization)
[33] qui considère uniquement deux exemples à chaque ité-
ration. Les faiblesses de cet algorithme et des propositions
d’améliorations ont été décrites depuis lors dans [22]. Il existe
un large éventail de programmes comme SVMlight [20],
libSVM [6], [16] ou HeroSVM [12], [13] (qui a été testé
sur une base de 20 000 000 d’exemples), bien souvent télé-
chargeables sur Internet, développés dans les dernières années
pour augmenter la rapidité de l’algorithme ou pour gérer de
grandes bases d’apprentissages. La plupart d’entre eux s’ap-
puient sur la méthode duchunkingou implémentent l’algo-
rithme SMO.

D. Application des SVMs à l’identification

Par souci de simplification, seul est rappelé le prédicteur
NARMAX d’un système dynamique à temps discret, de la
forme

yk = f(ϕ(k − 1)) , (37)

oùϕ(k − 1) représente le vecteur des régresseurs défini par

ϕ(k − 1) = [uk−1, . . . , uk−nu
, yk−1, . . . , yk−ny

, (38)

ek−1, . . . , ek−ne
]T ,

et contenant les observations passées de l’entréeu, de la sortie
y et de l’erreur de prédictionek = yk − f(ϕ(k − 1)) . Le
problème d’identification consiste ici à déterminer la fonction
f de manière à minimiser cette erreur de prédiction.
Pour appliquer la méthode SVM à l’identification, il suffit de
définir le vecteur d’entréex comme le vecteur des régresseurs
ϕ(k − 1) . La base d’apprentissage est alors simplement
construite par

X =

















ϕ(0)T

...
ϕ(k − 1)T

...
ϕ(N − 1)T

















, et y =

















y1

...
yk

...
yN

















. (39)

Pour la forme SVM (23), le prédicteur à un pas à l’instant
k − 1 est ensuite donné par

yk|k−1 =
N
∑

i=1

(αi − α∗
i )k(xi, ϕ(k − 1)) + b , (40)

une fois l’apprentissage réalisé. Si la méthode par program-
mation linéaire (28) est utilisée, le prédicteur est alors donné
par (29) et devient

yk|k−1 = K(ϕ(k − 1), XT )α + b . (41)
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IV. D ISCUSSION ET PERSPECTIVES

Cette Section présente tout d’abord les avantages des SVMs
par rapport aux approches plus classiques pour les réseaux de
neurones puis une éventuelle extension de la méthode.

A. SVMs et réseaux de neurones

La formulation du modèle (29) est très semblable à la formu-
lation classique de la sortie d’un réseau de neurones [38]

yk =
∑

i

αigi(ϕ(k − 1)) , (42)

oùϕ(k − 1) est le vecteur des régresseurs,αi les paramètres
et gi les fonctions d’activation du réseau. Par exemple, pour
une fonction d’activation RBF (Radial Basis Function) de la
forme

gi(ϕ(k − 1)) = exp

(‖ϕ(k − 1) − γi‖2

2σ2

)

, (43)

la fonction de sortie du réseau (42) est équivalente, à une
constante près, aux fontions de sortie des SVMs (23) ou (29).
Bien que les méthodes d’apprentissage restent différentes, il
existe une certaine équivalence entre les SVMs et les réseaux
régularisés [15].
Cependant, l’apprentissage SVM apporte un certain nombre
de réponses aux problèmes rencontrés par l’apprentissage
standard des réseaux de neurones :

1. la sélection des centresγi est automatiquement réalisée
par l’algorithme ;

2. l’apprentissage correspond à un problème d’optimisa-
tion convexe (unicité de la solution) pour lequel des al-
gorithmes efficaces ont été développés ;

3. la fonction de sortie est douce (smooth) (régularisation
intrinsèque) ;

4. le problème de la dimension des données (curse of
dimensionality) est évité grâce aux noyaux ;

5. une bonne généralisation peut être obtenue à partir de
peu de données.

B. Incorporation de connaissances a priori

Dans le cadre de l’identification des systèmes, une certaine
quantité de connaissances a priori est généralement dispo-
nible. Inclure ces connaissances dans l’apprentissage permet-
trait d’obtenir un meilleur modèle du système. Quelques tra-
vaux commencent à s’intéresser au problème d’incorporation
de connaissances a priori dans la régression SVM [25], [29].
Cependant, ceux-ci restent rares et appliqués à des types de
connaissances bien précis. Cela est certainement dû au fait
que la plupart des recherches sur les SVMs sont menées dans
le cadre de la reconnaissance des formes. Les connaissances
a priori pour ces problèmes sont très souvent du type inva-
riance de la sortie (la classe de l’exemple en l’occurrence)à
une transformation de l’entrée. Par exemple, pour la recon-
naissance de caractères, l’image d’un ’2’ reste l’image d’un
’2’ après rotation ou translation. Or, ce type de connaissances
est très rarement disponible dans des problèmes de régression
ou d’identification.
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Fig. 3. Trajectoire du système non bruité dans le plan de
phases pour les conditions initialesyk−1 = yk−2 = 0.1 .

Les travaux en cours portent sur l’incorporation de connais-
sances a priori dans l’apprentissage SVM pour la régression
par une méthode générale d’ajout de contraintes dans le pro-
gramme d’optimisation. Cette méthode permet d’inclure des
connaissances exactes ou approximatives, globales ou locales,
en particulier dans des régions pauvres en données, comme :
– un modèle a priori du système (issu de lois physiques ou

d’un premier apprentissage sur d’autres données) ;
– des connaissances sur les dérivés (modèle de rugosité. . .);
– des points particuliers (ordonnée à l’origine, points d’équi-

libre, pic d’une fonction. . .) ;
– des bornes sur la sortie du système ou ses dérivés (maxi-

mum local ou global, variation maximale. . .).

V. EXEMPLE

Soit le système non-linéaire suivant [8], [4], [5] :

yk =
(

0.8 − 0.5 exp(−y2

k−1
)
)

yk−1 (44)

−
(

0.3 − 0.9 exp(−y2

k−1
)
)

yk−2

+ 0.1 sin(πyk−1) + ek ,

où ek représente un bruit gaussien de moyenne nulle. Pour
ce système, le vecteur des régresseurs contient deux sorties
retardées :ϕ(k − 1) = [yk−1, yk−2]. Ce système possède un
point d’équilibre instable à l’origine duquel sa sortie part en
spirale vers une courbe invariante fermée comme montré par
la trajectoire Figure 3 pour une condition initiale deyk−1 =
yk−2 = 0.1 et ek ≡ 0. La surface de régression du système
est présentée Figure 4.
Pour montrer la capacité de généralisation à partir de peu
d’exemples des SVMs, une trajectoire de100 pointsyk est
générée à partir du système (44) pour les conditions initiales
yk−1 = yk−2 = 0 et ek ∼ N (0, 0.12). Quatre bases
d’apprentissage de taillesN = 20, 34, 50 et 100, sont alors
construites selon (39) et en prenant un point sur 5, 3, 2 et
1. La comparaison est effectuée entre les SVMs à base de
programmation quadratique, QP-SVR (3), les SVMs à base
de programmation linéaire, LP-SVR (28), et une méthode
de sélection ascendante des centres pour les réseaux RBF
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TABLE I
NOMBRE DE CENTRES RETENUS PAR LES DIFFÉRENTS ALGORITHMES AVEC L’ ERREUR DE TEST CORRESPONDANTE POUR

DIFFÉRENTES TAILLES DE LA BASE D’ APPRENTISSAGE.

RBF QP-SVR LP-SVR
OLS ε = 0.2 ε = 0.1 ε = 0.05 ε = 0.2 ε = 0.1 ε = 0.05

N = 100 Ncentres 11 24 30 31 6 9 9
σ = 1.06 MSE (×10−3) 0.71 0.91 1.4 0.82 3.1 0.97 0.94
N = 50 Ncentres 12 12 17 17 7 11 13

σ = 0.7071 MSE (×10−3) 2.0 2.6 2.2 1.9 8.3 2.0 2.7
N = 34 Ncentres 9 9 12 13 6 9 8

σ = 1.017 MSE (×10−3) 2.7 6.7 2.2 1.5 9.0 1.2 2.0
N = 20 Ncentres 8 7 9 10 4 6 8

σ = 0.9387 MSE (×10−2) 2.4 6.7 3.1 3.4 16 2.6 1.2
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Fig. 4. Surface de régression du système.

connue sous le nom de Orthogonal Least Squares (OLS) [9],
avec un critère d’arrêt basé sur une estimation de l’erreur
de généralisation [31]. Ces trois algorithmes utilisent des
noyaux RBF de largeurσ réglée d’après les données selon
σ =

√

maxi,j ‖xi − xj‖/2. Le paramètreC pour la méthode
QP-SVR est réglé àC = 6, 7, 10 et 20 respectivement pour
N = 100, 50, 34 et 20. La méthode LP-SVR requiert unC
plus élevé qui est donc réglé àC = 20, 70, 100 et300 suivant
la taille de la base d’apprentissageN . Le test est basé sur
le nombre de centres (ou vecteurs de support) du modèle et
l’erreur de prédiction à un pas évaluée surn = 100 points
par MSE = 1/n

∑n

i=1
(yk − yk|k−1)

2, où yk est la sortie
du système (44) non bruité etyk|k−1 la sortie du modèle. Le
tableau I montre le nombre de centres ainsi que cette erreur
de test pour les 3 algorithmes et différents réglages deε.
L’erreur de test la plus faible apparaît en gras, mais le choix du
"meilleur" modèle devrait aussi prendre en compte le nombre
de centres. La Figure 5 montre les exemples d’apprentissage
pour N = 34 ainsi que les9 vecteurs de support retenus
par l’apprentissage LP-SVR avecε = 0.1. On peut voir
sur la Figure 6 que le modèle (41) ainsi créé approxime
correctement la dynamique du système (44), notamment au
niveau du point d’équilibre instable et de la courbe invariante
fermée. De même, la surface de régression du système (Fig. 4)
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Fig. 5. Trajectoire du système bruité dans le plan de phases
constituant la base d’apprentissage (N = 34). Les vec-
teurs de support retenus par l’apprentissage LP-SVR (ε =
0.1) sont entourés.

est approximée par la surface de réponse du modèle montrée
sur la Figure 7. La Figure 8 rend compte de la différence
entre ces deux surfaces et donc de l’erreur d’approximation
qui, sur cet exemple, est toujours inférieure à la taille du tube
d’insensibilitéε = 0.1 fixée pour l’apprentissage. Les Figures
9 à 11 montrent les résultats obtenus par l’algorithme OLS
pourN = 34.
D’après le tableau I, l’algorithme QP-SVR requiert légè-
rement plus de vecteurs de support (SVs) que le RBF de
fonctions de base pour obtenir les mêmes performances.
Au contraire, l’algorithme LP-SVR permet de diminuer le
nombre de SVs tout en conservant une erreur de test faible.
De plus, la trajectoire du modèle RBF en simulation (Fig. 9)
montre quelque difficultés à approximer la courbe invariante
fermée en comparaison à la trajectoire obtenue par le modèle
LP-SVR (Fig. 6). Une simulation sur1000 points a montré
que le modèle RBF ne tend pas vers une courbe invariante
fermée mais vers un cycle d’ordrek = 5 et donc vers un
régime périodique. Pour la même simulation, le modèle LP-
SVR parcourt bien la courbe invariante fermée et aucun cycle
d’ordrek n’a pu être identifié.
Ces expériences permettent de formuler un certain nombre de
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Fig. 6. Trajectoire du modèle LP-SVR (ε = 0.1) dans le plan
de phases pour les conditions initialesyk−1 = yk−2 =
0.1 .
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Fig. 7. Surface de réponse du modèle LP-SVR (ε = 0.1).
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Fig. 8. Erreur entre les surfaces de régression du système
(Fig. 4) et de réponse du modèle LP-SVR (Fig. 7).
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Fig. 9. Trajectoire du modèle RBF dans le plan de phases
pour les conditions initialesyk−1 = yk−2 = 0.1 .
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Fig. 10. Surface de réponse du modèle RBF.
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remarques :
– la forme LP du problème SVR conduit à une réduction du

nombre de vecteurs de support par rapport à la forme QP,
comme prévu en Sect. II-C ;

– lorsque le nombre de données est élevé (N = 100), la
méthode OLS conduit à une erreur plus faible que les
méthodes SVM pour un nombre de centres équivalent ;

– en général, la méthode QP-SVR nécessite un nombre de
centres légèrement plus élevé que la méthode OLS pour
des performances équivalentes ;

– lorsque le nombre de données est faible, la méthode LP-
SVR permet d’obtenir une erreur de test plus faible que
la méthode OLS pour un nombre de centres identique ou
légèrement réduit.

VI. CONCLUSION

Une introduction aux méthodes SVM pour l’identification
des systèmes a été présentée. Certains points importants pour
l’application pratique des SVMs tels que le réglage des hyper-
paramètres, l’implémentation algorithmique ou l’application
concrète à l’identification ont ensuite été traités. Un exemple
numérique a permis de montrer la capacité de généralisation
à partir de peu de données des SVMs ainsi que la sélection
automatique des centres. Par rapport à la méthode de réfé-
rence, qui sélectionne les centres de façon ascendante et sur
la base d’une estimation de l’erreur de généralisation, la mé-
thode SVM donne des résultats équivalents avec plus de vec-
teurs de support quand les données sont en nombre suffisant.
Quand peu de données sont disponibles, la méthode SVM
donne de meilleurs résultats avec moins de centres. Cepen-
dant, l’utilisation des SVMs en identification est encore limi-
tée par leur aspectboîte noire. Une évolution des SVMs vers
un modèle de typeboîte grisepermettant l’incorporation de
connaissances a priori dans l’apprentissage augmenteraitde
manière non négligeable leur intérêt et le panel d’applications
éventuelles.
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