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Résumé— Cette communication présente une nouvelle ap-
proche pour la modélisation des problèmes de transfert de
chaleur et plus particulièrement les interfaces de diffusion.
Ces interfaces peuvent être approchées par des modèles frac-
tionnaires basés sur l’utilisation de l’opérateur d’intégration
fractionnaire. A partir de considérations fréquentielles, une
approximation plus générale du système fractionnaire est pro-
posée dans cette communication. Elle permet de définir un
modèle linéaire fractionnaire pour la simulation et la mise
en œuvre d’une procédure d’identification par erreur de sor-
tie. Une simulation numérique est présentée pour illustrerles
améliorations apportées par l’intégrateur proposé dans lecas
linéaire.

Mots-clés— Systèmes fractionnaires, Opérateur fraction-
naire, Modélisation, Identification par Erreur de sortie,
Transfert de chaleur.

I. I NTRODUCTION

La modélisation des interfaces de diffusion est utilisée dans
un grand nombre d’applications. Ces processus sont carac-
térisés par un comportement fractionnaire. Concrètement,un
tel phénomène se manifeste dans le cas de la machine asyn-
chrone, au niveau des courants de Foucault dans les barres
du rotor [2], [8], [10], [17]. Il apparaît aussi dans le cas de
l’équation de la chaleur entre le flux et la température à l’in-
terface du processus [1], [9]. Plusieurs solutions ont déjàété
développées au LAII pour modéliser ce type de système. Une
première solution, basée sur la définition de l’opérateur d’in-
tégration fractionnaire, fournit un modèle simple et parcimo-
nieux [12]. L’inconvénient de ce modèle réside dans son in-
capacité d’approcher la dynamique des interfaces de diffusion
en hautes fréquences lorsque l’ordre estimé est différent de la
valeur théoriquen = 0.5.
Dans le but d’améliorer le comportement fractionnaire de ce
modèle, et particulièrement en transitoires rapides, une se-
conde approche a été utilisée [3], [4], [5] basée sur l’utili-
sation de deux opérateurs d’intégration fractionnaire.
L’idée est de pouvoir assurer une meilleur capacité d’approxi-
mation en respectant la condition physique aux fréquences
hautes (lorsqueω −→ ∞, n doit valoir 0.5). Ce modèle per-
met de s’adapter à la géométrie du problème tout en respec-
tant la physique.
Il a montré son efficacité à approcher les phénomènes diffu-
sifs, néanmoins, sa complexité plus élevée que le modèle pré-
cédent nous a amené a proposer un nouveau modèle basé sur
l’utilisation d’un opérateur d’intégration fractionnaire simpli-
fié, dont l’ordre varie avec la fréquence. Enfin, on montre dans

ce papier qu’il est possible de simplifier ce nouvel opérateur
sans pour cela sacrifier ses performances.
Cet article est composé de trois parties. Dans la première, on
présente le simulateur qui va nous fournir les données utili-
sées pour comparer les différents modèles. La deuxième par-
tie rappelle les modèles déjà proposés par les auteurs. Enfin,
la troisième partie présente la modélisation basée sur un inté-
grateur dont l’ordre fractionnaire varie avec la fréquence.

II. L E SIMULATEUR

Considérons le problème classique du transfert de chaleur
dans un "mur". Afin de simuler l’équation de diffusion, on
réalise une simulation numérique par différences finies. Les
différents modèles sont identifiés à partir de réponses tem-
porelles obtenues en simulation. Afin d’obtenir des simula-
tions réalistes, on considère les paramètres suivants, corres-
pondants au cuivre :







ρ = 8.522 103 kg/m3 : densité
c = 0.385 103 J/kgoC : chaleur masique
λ = 111 W/m oC : conductivité thermique

A. Simulation numérique par différences finies deHn(s)

La résolution de l’équation différentielle de la chaleur peut
être réalisée en utilisant une discrétisation spatiale du mur.
Considérons un mur de longueurL et de sectionS (figure 1).
Divisons le mur enI tranches de même épaisseur∆x. Alors
L = I ∆x et la ième tranche d’abscissex est définie par
x = i∆x.

élémentairebloc

L

S

T (L, t)

∆x

φ(0, t)

Fig. 1. Le problème du mur

Chaque bloc élémentaire est composé de :
– une résistance thermique

Ri =
1

λ

∆x

S
(1)
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– une capacité thermique

Ci = ρ c S ∆x (2)

Les dimensions utilisées pour la simulation du mur sontL =
5 cm etS = 100 cm2. On obtient, donc un modèle d’état avec
(dim x = I).

uT =
[

2 Φ(0,t)
Ci

0 · · · 0 T (L,t)
Ri Ci

]

Le modèle obtenu est utilisé pour la simulation du transfertde
chaleur dans le cas du mur. La réponse temporelle du système
est tracée (figure 2). L’entrée est une séquence binaire pseudo-
alèatoire (SBPA). On utiliseI = 300 blocs pour effectuer
la simulation. Par la suite, la sortie simulée sera considérée
comme la sortie réelle d’un systèmeH(s).
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Fig. 2. Entrée-sortie du modèle numérique du mur

La réponse harmonique du système est fournie figure 3.
On constate que dans son domaine de validité (jusqu’à
103rad/s), le simulateur a un comportement fractionnaire
avec une phase qui tend vers−45◦ en hautes fréquences.

−120

−100

−80

−60

−40

−20

M
ag

ni
tu

de
 (

dB
)

10
−2

10
0

10
2

10
4

−90

−45

0

P
ha

se
 (

de
g)

Frequency  (rad/sec)

Fig. 3. Réponse fréquentielle du modèle numérique du mur

III. M ODÉLISATIONS FRACTIONNAIRES

A. Intégrateur fractionnaire[12][11][18]

Considérons le diagramme de Bode d’un intégrateur non
entier tronqué aux fréquences hautes et basses (voir figure 4).

bω
hω ωlog

bω hω ωlogθ

dBρ

°×− 90n

°−90

Fig. 4. Courbes de Bode de l’intégrateur fractionnaire

Il est composé de trois parties :
– La zone intermédiaire correspond à l’effet non entier,

caractérisé parn.
– Dans les deux autres zones, l’effet intégrateur est conven-

tionnel, avecn = 1.
Ainsi est défini l’opérateurIn(s) comme un intégrateur
conventionnel1/s, excepté dans la bande limitée[ωb, ωh] où
il agit comme1/sn. L’opérateurIn(s) est défini en utilisant
un filtre fractionnaire à avance de phase [15] et un intégrateur
entier grâce à :

In (s) =
Gn

s

N
∏

i=1

1 + s
ω′

i

1 + s
ωi

(3)

Cet opérateur est complètement défini par les relations sui-
vantes :

ωi = α ω
′

i, ω
′

i+1 = η ωi, n = 1 −
log α

log α η
(4)

oùα etη sont les paramètres récursifs reliés à l’ordre non en-
tier n.
Selon l’expression (3), la représentation d’état correspon-
dante s’écrit :

·

xI = A∗

I xI + B∗

I u (5)

où
A∗

I = M−1
I AI etB∗

I = M−1
I BI

avecBT
I = [Gn 0 · · · 0],

MI =









1 0 · · · 0

−α 1
.
.
.

.

.

.
. . .

. . . 0
0 · · · −α 1









, AI =









0 0 · · · 0

ω1 −ω1

.

.

.
.
.
.

. . .
. . . 0

0 · · · ωN −ωN









B. ModèleHn(s)

Cette approche consiste à utiliser un modèle fractionnairedu
type :

Hn (s) =
b0

a0 + sn
(6)

Ce modèle est basé sur l’utilisation d’un intégrateur non entier
borné en fréquence (voir figure 5).
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Fig. 5. Schéma bloc du modèleHn(s)

B.1 Modèle d’état deHn(s)

Le modèle (6) correspond à une équation différentielle frac-
tionnaire, avec0 < n < 1 :

dny (t)

dtn
+ a0 y (t) = b0 u (t) (7)

On lui associe la représentation d’état suivante [12] :

{

ẋ = Ax + Bu

y = CT x
(8)

où
A = A∗

I − a0 BIC
T
I , B = B∗

I , CT = b0 CT
I

B.2 Identification du modèle fractionnaireHn(s)

Le modèle du système fractionnaire obtenu (Hn(s)) est ex-
primé sous forme continue, il est donc préférable d’utili-
ser une technique d’identification du type erreur de sortie
[13][16] avec minimisation du critère quadratique par Pro-
grammation Non Linéaire, bien adaptée au traitement de la
non-linéarité dans les paramètres. Le modèle d’état du sys-
tème d’ordre non entier est :

{

·

x = A(θ)x + B(θ)u

y = CT (θ)x
(9)

avecθT
i =

[

a0 b0 α
]

Remarque : l’ordre de dérivation fractionnairen est caracté-
risé parα, η, ωb, ωh et le nombreN de cellules.En pratique,
on imposeωb, ωh et le nombre de cellules ; alors, il suffit d’es-
timer le coefficientα pour estimern.
On dispose deK couples de données{uk, y∗

k} avect = kTe
(Te : période d’échantillonnage) et oùbk est le bruit de sortie.

yk
∗ = yk + bk (10)

Le modèle d’état étant simulé grâce à une technique d’inté-
gration numérique, on obtient̂yk = fk(u, θ̂) où θ̂ est une
estimation deθ. La valeur optimale dêθ (θopt) est obtenue
par minimisation du critère quadratique :

J =
K

∑

k=1

ε2
k =

K
∑

k=1

(

y∗

k − ŷk(u, θ̂)
)2

(11)

Commeŷ(t) est non linéaire par rapport aux paramètresθ̂,
une technique de programmation non linéaire est utilisée pour
estimer itérativement̂θ [14] :

θi+1 = θi −
{

[J ′′

θθ + λI]
−1

J ′

θ

}

θ̂=θ
i

(12)

avec :

– J ′

θ = −2
K
∑

k=1

εkσk,θ
i

: gradient,

– J ′′

θθ ≈ 2
K
∑

k=1

σk,θ
i
σT

k,θ
i

: hessien,

– λ : paramètre de contrôle,
– σk,θ

i
= ∂ŷk

∂θ
i

: fonction de sensibilité de la sortie.
Le calcul du gradient et du hessien, dépend de l’intégration
numérique des fonctions de sensibilitéσk,θ

i
[16]. On se

référera à [12][18] pour le calcul des fonctions de sensibilité.

B.3 Résultats d’identification

On trace sur la figure 6, la réponse fréquentielle du modèle (6)
et celle du simulateurH(s) ; le modèle à un seul intégrateur
montre une certaine difficulté à suivre le comportement dyna-
mique du simulateur ; on peut le voir aussi dans les courbes
représentant les réponses temporelles (voir figure 7)
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Fig. 6. Réponses fréquentielles deHn(s), H(s)
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Fig. 7. Réponses temporelles deHn(s), H(s)

B.4 Conclusion

Le modèleHn(s) ne donne pas entière satisfaction aux tran-
sitoires rapides (ω −→ ∞). En effet, ce modèle a un com-
portement asymptotique du type1/sn, alors que la modélisa-
tion théorique montre un comportement asymptotique du type
1/s0.5.
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Pour remédier à ce problème, une deuxième approche com-
portant deux intégrateurs a été proposée.

C. Modèle à deux intégrateurs non entiers

Cette approche consiste a utiliser deux intégrateurs fraction-
naires, son transfert est donné par :

Hn1,n2
(s) =

b0 + b1s
n1

a0 + a1sn1 + sn1+n2
(13)

L’ordre n2 deHn1,n2
(s) est imposé à la valeur0.5. Ainsi, aux

fréquences élevées, ce modèle respecte la physique puisque
l’ordre vaut alorsn1 + n2 − n1 = 0.5. L’ordre n1 est ajusté
pour s’adapter à la géométrie du système.
On peut représenter ce modèle par le schèma bloc suivant :

In1
(s)

−a0

u y
In2

(s)

b1

b0

−a1

Fig. 8. Schéma bloc du modèleHn1,n2
(s)

C.1 Modèle d’état deHn1,n2
(s)

La "macro"représentation d’état du modèleHn1,n2
(s) est

donnée par l’équation :






dn1x1(t)
dtn1

= x2 (t)
dn2x2(t)

dtn2
= u (t) − a0 x1 (t) − a1 x2 (t)

y (t) = b0 x1 (t) + b1 x2 (t)

(14)

On aboutit à la représentation d’état :

ẋ =





A∗

I1
B∗

I1
CT

I2

−B∗

I2
a0C

T
I1

A∗

I2
− B∗

I2
a1C

T
I2



x +

[

0
B∗

I2

]

u

y =
[

b0C
T
I1

b1C
T
I2

]

x

sachant que (A∗

I1
, B∗

I1
) et (A∗

I2
, B∗

I2
) sont les matrices défi-

nissant les deux intégrateursIn1
(s) etIn2

(s) respectivement,
avec

CT
I1

= CT
I2

=
[

0 · · · · · · 1
]

C.2 Identification du modèleHn1,n2
(s)

L’identification est effectuée par la technique à erreur de
sortie, le vecteur paramètre étant défini par :

θT
i =

[

a0 a1 b0 b1 α1

]

comme l’ordren2 est imposé à la valeur0.5, il suffit d’estimer
l’ordre n1, c’est à dire le coefficientα1. On utilise la procé-
dure d’identification décrite précédemment, mais adaptée au
modèle à deux intégrateurs.
Remarque : comme dans le cas du modèleHn(s), les pa-
ramètresωb1 , ωh1

, N1 correspondants àIn1
et ωb2 , ωh2

,
N2 correspondants àIn2

sont imposés. De plus, on impose
ωb1 = ωb2 , ωh1

= ωh2
etN1 = N2.

C.3 Résultats d’identification
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Selon la figure 9 et contrairement au modèle précédent, il est
clair que l’approximation obtenue avec le modèleHn1,n2

(s)
est meilleure que celle obtenue avec le modèleHn(s) , aussi
bien aux basses fréquences qu’aux fréquences moyennes,
c’est à dire la où le simulateur correspond effectivement à
un système fractionnaire (domaine de validité du simulateur).
Les réponses temporelles montrent clairement cette améliora-
tion (voir figure 10).

C.4 Conclusion

Le modèleHn1,n2
(s) bien que précis, nécessite un nombre

un peu plus élevé de paramètres à estimer. Pour pallier ce
problème de complexité tout en conservant ses performances,
une modification de ce modèle est proposée. Elle s’appuie
sur l’utilisation d’un intégrateur dont l’ordre varie avecla
fréquence.

D. Modèle basé sur un intégrateur simplifié

D.1 Intégrateur fractionnaire d’ordre variant avec la fré-
quence

Soit Inv(s) le nouvel intégrateur, constitué par l’association
de deux intégrateurs fractionnairesIn1

etIn2
(voir figure 11),



Journées Identification et Modélisation Expérimentale JIME’2006 – 16 et 17 novembre – Poitiers

où n1 et n2 sont les ordres respectifs deIn1
et In2

. L’opéra-
teur Inv(s) est défini parωbi

, ωhi
, qui représentent la bande

limitée où l’ordre fractionnaire agit, il est aussi défini par 2N
le nombre total de cellules.ωp est la fréquence intermédiaire
correspondant à :

n =

{

n1 pour ω < ωp

n2 pour ω > ωp

Inv(s)
u(t) y(t)x2N+1

G
s In1

(s) In2
(s)

−a0

b0

Fig. 11. modèle simplifié

Le diagramme de Bode du nouvel integrateurInv(s) est
donné par la figure 12.

log ω

ωh

ωpωb
log ω

ωhωpωb

θ

−90◦

−n2 × 90◦

−n1 × 90◦

ρ dB

Fig. 12. Diagramme de Bode deInv(s)

Remarque :In1
et In2

sont des filtres à avance de phase (voir
figure 11)

Ink
(s) =

N
∏

i=1

1 + s
ω′

i,nk

1 + s
ωi,nk

(15)

La modèle d’état deHnv(s) est donné par :

MI

·

xI = AI xI + BI u (16)

où

MI =





















1 0 · · · · · · · · · 0

−α1 1 0 · · · · · ·

.

.

.

0
. . .

. . .
. . . · · · 0

. . . −α2 1
.
.
.

. . .
. . .

.

.

.
0 · · · · · · −α2 1





















B
I

=















Gn

0

.

.

.

.

.

.

0















AI =





















0 0 · · · · · · 0

ω1,1 −ω1,1

.

.

.

0
. . .

. . . 0

. . . ω1,2 −ω1,2

. . .
. . .

0 · · · · · · ωN,2 −ωN,2





















x
I

=















x1

x2

.

.

.
xN+1

.

.

.
x2N+1















avec

– ωi,1 : pulsations correspondante à l’opérateurIn1

– ωi,2 : pulsations correspondante à l’opérateurIn2

D.2 Représentation d’état du modèleHnv(s)

Le modèleHnv(s) correspond à une équation différentielle,
oùn = f(ωp) :

dny (t)

dtn
+ a0 y (t) = b0 u (t) (17)

Considéronsx (t) tel que

X (s) =
1

sn + a0
U (s) (18)

On obtient une "macro" repésentation d’état du système.

{

dnx(t)
dtn = −a0 x (t) + u (t)

y (t) = b0 x (t)
(19)

ou de manière équivalente en utilisantInv (s)

{

ẋ1 = Gn (−a0 x2N+1 + u)
y = b0 x2N+1

(20)

Le modèle global est :

{

ẋ = Ax + Bu

y = CT x
(21)

avec






A = A∗

I − a0 BI CT
I

B = B∗

I

CT = b0 CT
I

D.3 Identification du modèle fractionnaireHnv(s)

En utilisant les données obtenues par le simulateur de trans-
fert de chaleur précédent, une identification par erreur de sor-
tie du modèleHnv(s) a été effectuée. Les résultats sont pré-
sentés dans le tableau I.
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TABLE I
RÉSULTATS D’ IDENTIFICATION

paramètres Hnv (s)

a0 0.1286
b0 0.0058
n1 0.9976
ωp 0.0997

Selon la figure 13, la réponse fréquentielle du modèleHnv(s)
est comparée avec la réponse fréquentielle du modèle de ré-
férenceH(s). L’approximation obtenue suit bien la dyna-
mique du modèleH(s) en basses et moyennes fréquences.
Le modèle amélioréHnv(s), comme d’ailleurs le modèle
Hn1,n2

(s), est capable de reproduire le comportement fré-
quentiel du simulateurH(s) (dans son domaine de validité),
avec l’avantage d’être moins complexe que le modèle à deux
intégrateurs.
Selon la figure 14, on peut remarquer que le modèle amélioré
(Hnv(s)) est capable d’approcher pafaitement la réponse tem-
porelle et plus particulièrement, les transitoires rapides. Par
ailleurs, le modèle estimé montre que l’ordre d’intégration
n1 est proche de1. Donc, il est possible de simplifier cet in-
tégrateur variant avec la fréquence en imposantn1 = 1 (et
n2 = 0.5) et en ajustant les autres paramètres.
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IV. A PPROXIMATION DES INTERFACES DE DIFFUSION

PAR INTÉGRATEUR SIMPLIFIÉ

D’après les résultats obtenus par le modèle précédent (Hnv(s)),
un nouveau modèle est maintenant utilisé, basé sur l’uti-
lisation d’un intégrateur fractionnaire simplifié. Ce modèle
nous permet d’avoir une bonne approximation de l’interface
de diffusion en utilisant un nombre restreint de paramètres
{a0, b0, ωp}.
Soit Hns(s) le modèle basé sur cet intégrateur simplifié (il
correspond àHn(s) avecn = 0.5. Dans ce cas, seulωb ≡ ωp

est identifié).

A. Exemple comparatif en simulation

De la même manière que pour le premier modèle, une identi-
fication par erreur de sortie du modèleHns (s) a été effectuée,
en utilisant les données produites par le simulateur de trans-
fert de chaleur. Les résulats sont donnés dans le tableau II.

TABLE II
RÉSULTATS D’ IDENTIFICATION

paramètres Hns (s)

a0 0.1288
b0 0.0058
ωp 0.0982

Les résultats obtenus sont proches de ceux obtenus en utili-
sant le modèle oùn varie avec la fréquence (voir tableau I).



Journées Identification et Modélisation Expérimentale JIME’2006 – 16 et 17 novembre – Poitiers

−120

−100

−80

−60

−40

−20

M
ag

ni
tu

de
 (

dB
)

Frequency  (rad/sec)
10

−4
10

−2
10

0
10

2
10

4
−90

−45

0

P
ha

se
 (

de
g)

Hn1,n2
(s)

H(s)
Hns(s)

Hn1,n2
(s)Hns(s)

H(s)

Fig. 15. Diagrammes de Bode deH (s), Hns (s)

On peut noter que le nouvel intégrateur nous permet de repro-
duire le comportement dynamique du simulateur en basses
et moyennes fréquences (voir figure 15). Il assure une bonne
approximation et sa réponse est presque confondue a celle du
modèleHn1,n2

(s). Le comportement fractionnaire de l’opé-
rateur n’apparait que pourω < 103rd/s c’est à dire dans la
bande où il est défini (ωh = 103rd/s).
Dans le domaine temporel, on constate l’efficacité de ce mo-
dèle, que ce soit sur les données utilisées pour l’identification
(figure 16) ou sur un nouveau jeu de données (figure 17). Ce
modèle est capable de reproduire les transitoires rapides avec
une excellente approximation et avec un nombre restreint de
paramètres à estimer.
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V. CONCLUSION

Le modèle proposé dans cette communication représente une
nouvelle contribution à la modélisation des interfaces de dif-
fusion. A partir de quelques considérations fréquentielles,
l’objectif est l’amélioration du comportement dynamique du
modèle. Dans les travaux précédents [3], [4], [5], [6], la mo-
délisation des systèmes diffusifs en utilisant les modèlesnon
entiers a montré son efficacité.
L’étude théorique a montré que la modélisation fractionnaire
doit être capable de reproduire la caractéristique essentielle
des phénomènes diffusifs, c’est à diren = 0.5 lorsqueω →
∞. Le modèle proposé dans ce papier est une amélioration
de ceux proposés dans nos travaux précédents. Ce nouveau
modèle est basé sur l’utilisation d’un intégrateur dont l’ordre
varie avec la fréquence. Les résultats obtenus révélent quece
modèle est parfaitement capable d’approcher le système de
référence en basses et moyennes fréquences. Selon le para-
mètre estimén1 = 1, le modèleHnv(s) a été simplifié en
un nouveau modèle (Hns(s)) en imposantn1 à 1. Les si-
mulations effectuées ont démontré que l’intégrateur simplifié
est capable d’assurer une excellente approximation des inter-
faces de diffusion, que ce soit dans le domaine fréquentiel
ou temporel. On peut conclure alors que dans le cas du mur
l’intégrateur fractionnaire simplifié est préférable par rapport
aux précédents opérateurs d’intégration déjà utilisés, grâce a
son efficacité d’approximation et sa parcimonie. Une étude
sur différentes géométries devra être menée pour valider ces
résultats.
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