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Résumé—Cet article présente une nouvelle méthode d’iden-
tification de modèles d’état à temps continu de systèmes mul-
tivariables à partir de données d’entrée/sortie échantillon-
nées. L’approche proposée consiste plus particulièrementen
l’association de techniques de filtrage et de deux algorithmes
des sous-espaces. Ces techniques de filtrage permettent de
contourner le problème de dérivation des signaux inhérent
à toute identification directe de modèles à temps continu. Les
méthodes de filtrage considérées sont les moments partiels ré-
initialisés et les filtres à variables d’état. Les algorithmes dé-
veloppés, fondés sur la classe d’identification MOESP, intro-
duisent une variable instrumentale pour compenser les bruits
d’état et de mesure colorés de par le préfiltrage des données
d’entrée/sortie. Les performances des algorithmes proposés
ainsi que l’influence de certains hyper-paramètres sont mis
en évidence à l’aide d’un exemple de simulation.

Mots-clés— Modèle linéaire à temps continu, systèmes mul-
tivariables, moments partiels réinitialisés, filtres à variables
d’état, méthodes des sous-espaces, représentation d’état.

I. I NTRODUCTION

Depuis plusieurs années, les méthodes d’identification utili-
sant l’approche des sous-espaces font l’objet d’une attention
croissante [24], [10], [15]. Ces techniques présentent en effet
l’avantage de fournir un modèle d’état linéaire du système,
à partir des données d’entrée/sortie (E/S), à l’aide d’outils
numériquement efficaces d’algèbre linéaire, sans nécessiter
d’algorithme d’optimisation non linéaire. Les principauxdé-
veloppements concernent la modélisation de systèmes mul-
tivariables à temps discret [29], [4]. Pourtant, dans de nom-
breuses applications (modélisation, diagnostic, conception de
lois de commande), il est souhaitable d’estimer un modèle à
temps continu afin d’avoir accès aux paramètres physiques
du système. L’approche qui vient à l’esprit, qualifiée d’indi-
recte, consiste dans un premier temps, à déterminer un modèle
à temps discret à l’aide de techniques maintenant conven-
tionnelles [17], [30], puis à convertir ce dernier en un mo-
dèle à temps continu. Les propriétés statistiques de ces mé-
thodes d’estimation telles que biais, variance, convergence,
etc, sont bien connues et expliquent en grande partie l’attrait
pour cette stratégie. En contrepartie, cette approche indirecte
souffre d’une certain nombre de limitations dont les princi-
pales concernent :
– le choix délicat de la période d’échantillonnage pour iden-

tifier un modèle à temps discret lorsque le système pos-

sède des constantes de temps éloignées. Une surestimation
de la période d’échantillonnage conduit à ne pas respecter
le théorème d’échantillonnage par rapport à la plus petite
des constantes de temps du système. A l’inverse, une sous-
estimation de celle-ci implique des pôles estimés proches
du cercle unité, pouvant conduire à l’estimation de modèles
instables ainsi qu’à des problèmes de conditionnement nu-
mérique au sein des techniques d’estimation des modèles à
temps discret ;

– la conversion modèle à temps discret/modèle à temps
continu nécessite de calculer le logarithme d’une matrice
pouvant conduire à des résultats complexes et donner lieu
alors à d’importantes erreurs. C’est notamment le cas
lorsque la matrice en question possède des valeurs propres
non positives ;

– si la plupart des techniques de discrétisation préserve la
stabilité, il n’en est pas de même pour les zéros du système
[1]. Certains zéros stables du modèle à temps continu
peuvent devenir instables dans le modèle à temps discret.

Ces limitations peuvent être palliées avec l’approche directe
qui consiste à identifier un modèle à temps continu direc-
tement à partir des données échantillonnées [23]. Le pro-
blème de base de ces techniques est le calcul des dérivées
successives des signaux E/S. Les solutions reposent géné-
ralement sur l’introduction de filtres linéaires, de méthodes
intégrales ou de fonctions modulantes [7]. Dans cet article,
les moments partiels réinitialisés [22], [5] et les filtres àva-
riables d’état [31] sont plus particulièrement utilisées.Ces
techniques, bien que développées dans des contextes diffé-
rents, présentent l’intérêt d’appartenir à une même classede
méthodes (i.e.méthodes de filtrage) et de fournir une solution
au problème de calcul des dérivées des signaux E/S relative-
ment simple.

Les méthodes d’estimation directe de modèles à temps
continu ont essentiellement été développées dans le cas mo-
novariable. Le contexte multivariable reste relativementpeu
étudié [11], [14], [2], [20], [16]. Les premières études [11],
[14] proposent d’introduire des opérateurs de conversion dis-
cret/continu particuliers pour analyser et récrire le problème
d’identification à temps continu à l’aide d’une approche algé-
brique. T. Bastogneet alcombinent quant à eux un préfiltrage
de type moment de Poisson à l’algorithme des sous-espaces
décrit dans [19] pour compenser les bruits colorés. A. Oshumi
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et al [20] traitent le problème d’identification en présence de
bruits d’état et de mesure en décrivant les dérivées de bruits
blancs gaussiens via le concept de distribution aléatoire de
Itô Schwartz. W. Liet al [16] proposent finalement d’utili-
ser l’approche des sous-espaces associée à un filtrage intégral
(intégrateur numérique développé dans [21]) pour estimer un
modèle de résidu sans estimer préalablement un modèle d’état
du système.
Au sein de cet article, le problème d’identification de mo-
dèles d’état à temps continu de systèmes multivariables est
considéré en associant les moments partiels réinitialiséset les
filtres à variables d’état à une classe particulière de méthodes
des sous-espaces : les algorithmes MOESP [27], [28], [25],
[26]. Ces techniques, fondées principalement sur l’estimation
du sous-espace d’observabilité, présentent la caractéristique
d’utiliser des projections orthogonales qui tendent à augmen-
ter leur robustesse numérique. Le traitement des perturbations
est réalisé en introduisant une variable instrumentale particu-
lière au cours de la phase d’estimation d’une base de la ma-
trice d’observabilité du système.
L’article est organisé comme suit. La section II introduit la
problématique de l’identification de modèles d’état à temps
continu en explicitant les difficultés liées aux dérivées suc-
cessives des signaux d’entrée/sortie. La section III présente
succinctement les deux techniques de transformation utili-
sées pour contourner le problème de dérivation et propose une
réécriture des équations employées par l’approche des sous-
espaces dans le contexte continu. Le développement de deux
algorithmes d’estimation est décrit au sein de la section IV.
Une étude dans un contexte déterministe puis stochastique est
plus particulièrement présentée. Une version décalée des don-
nées filtrées d’entrée et/ou de sortie est proposée comme ins-
truments. Cette démarche évite ainsi d’employer des dérivées
filtrées d’ordre conséquent tout en conduisant à une décorréla-
tion suffissante de la variable instrumentale et des bruits agis-
sant sur le procédé. Une comparaison des performances des
algorithmes développés ainsi qu’une analyse de l’influence
de certains hyper-paramètres sont considérées dans la section
V. La section VI conclut cet article et introduit quelques pers-
pectives.

II. FORMULATION DU PROBLÈME ET NOTATIONS

Considérons un système linéaire invariant à temps continu
représentable par la forme d’état suivante

ẋ(t) = Ax(t) + Bu(t) + w(t) (1a)

y(t) = Cx(t) + Du(t) + v(t) (1b)

où u ∈ R
nu et y ∈ R

ny sont respectivement les vecteurs
d’entrée et de sortie du système,x ∈ R

nx le vecteur d’état
etw etv les bruits d’état et de mesure supposés de moyenne
nulle, de variance finie, constants entre deux échantillons[13]
et décorrélés du signal d’entrée. Le problème d’identification
considéré ci-après consiste à estimer les matricesA,B,C,D,
à un changement de base près, à partir d’un nombre fini de
données E/S échantillonnées{u(tk),y(tk)}N

k=1 avec tk =
kTe, Te étant la période d’échantillonnage des signaux.
Afin d’introduire plus précisément la problématique liée à
l’identification de modèles à temps continu, plaçons-nous,

dans un premier temps, dans un contexte purement détermi-
niste (i.e v = w = 0) et supposons que les signaux d’entrée
et de sortie soient dérivables jusqu’à un ordrei > nx. On peut
montrer que [2]

yi(tk) = Γix(tk) + Hiui(tk) (2)

où yi(tk) (resp.ui(tk)) est le vecteur contenant les dérivées
successives des sorties (resp. entrées) à l’instantt = tk défini
par

yi(tk) =
[

yT (tk) ẏT (tk) · · · y(i−1)T
(tk)

]T

, (3)

Γi la matrice d’observabilité étendue d’ordrei du système

Γi =
[

CT (CA)
T · · ·

(

CAi−1
)T

]T

(4)

etHi une matrice bloc Toeplitz composée des paramètres de
Markov du système. PourN échantillons, l’équation (2) peut
s’écrire matriciellement

Yi = ΓiX + HiUi (5)

avec1

Yi =
[

yi(t1) yi(t2) · · · yi(tN )
]

(6)

et
X =

[

x(t1) x(t2) · · · x(tN )
]

. (7)

L’équation (5) présente la particularité d’être équivalente à
l’équation discrète de données généralement utilisée en iden-
tification des sous-espaces [29]. Les approches traditionnelles
des sous-espaces pour les modèles à temps discret reposent
sur les étapes successives suivantes
– une compression des matrices de données E/S à l’aide

d’une factorisation QR,
– une décomposition en valeurs singulières (DVS) de cer-

taines sous-matrices issues de la factorisation précédente
conduisant à une estimation consistante de la matrice d’ob-
servabilité du système.

– les matricesA et C sont ensuite obtenues grâce à la pro-
priété d’A-invariance deΓi. B et D sont ensuite estimées
à l’aide, par exemple, d’une régression linéaire [29].

Il est essentiel de préciser que l’hypothèse de la mesure dessi-
gnaux E/S ainsi que de leurs dérivées est une condition incon-
tournable à l’obtention de l’équation (5). Malheureusement,
en pratique, l’acquisition ou le calcul direct des dérivéessuc-
cessives deu et y est très rarement réalisable, en particulier
en présence de perturbations. Il est donc nécessaire de faire
appel à des techniques d’évaluation de ces dérivées à partir
de l’information contenues dans les données E/S échantillon-
nées. Plusieurs algorithmes ont été développés aux cours des
trois dernières décennies (cf. [7] pour un état de l’art). Face à
la profusion de ces techniques, l’utilisateur était le plussou-
vent démuni. Une étude comparative à l’aide de simulations
de Monte Carlo a permis de dégager six techniques présentant
des performances nettement supérieures aux autres. Deux de
ces méthodes sont considérées dans cet article : la méthode
des filtres à variables d’état [31] et les moments partiels réini-
tialisés [22], [5].

1La matriceUi est construite similairement àYi.
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III. A PPROXIMATION DES DÉRIVÉES DES DONNÉES

D’ ENTRÉE-SORTIE

Le principe de l’identification directe de modèles à temps
continu consiste en l’application de transformations linéaires
aux données E/S échantillonnées pour évaluer les dérivées
(pondérées) des signaux d’entrée et de sortie. Les données
utilisées par les algorithmes d’identification ne sont alors plus
les signaux{u(tk),y(tk)}N

k=1 mais leurs transformées.

Remarque 1. Il est à noter que ces deux transformations sont
disponibles dans la boîte à outils Matlab CONTSID [7], [6].

A. Moments Partiels Réinitialisés (MPR)

Les moments partiels réinitialisés reposent sur le calcul d’in-
tégrales des signaux E/S pondérés par une fonction particu-
lière. Ce filtrage dépend de l’intervalle d’intégration choisi
[0, T ]. Il est démontré dans [22] qu’il existe une valeur opti-
maleT̂ pour laquelle la variance de l’erreur d’estimation est
minimale. Afin de profiter de cette propriété quel que soitt, le
calcul de l’intégrale est réinitialisé à chaque période d’échan-
tillonnage. L’évaluation des MPR se fait alors sur un horizon
mobile[0, T̂ ]. Le MPR, défini comme suit

M̄n(s(t)) =

∫ T̂

0

τn

n!
s(t − T̂ + τ)dτ (8)

présente la particularité de pouvoir se récrire comme un
produit de convolution [22]

M̄n {s(t)} =

∫ T̂

0

(T̂ − τ)n

n!
s(t − τ)dτ = [hn ⋆ s](t) (9)

avechn(τ) la réponse impulsionnelle finie (RIF) d’un filtre
telle que

hn(t) =
(T̂ − t)n

n!
pourt ∈ [0, T̂ ] (10a)

hn(t) = 0 sinon. (10b)

L’utilisation des moments permet, par intégration, de faire
disparaître les dérivées successives de l’entrée et de la sortie.
Mais l’utilisation de ces moments particuliers revient égale-
ment à filtrer l’entrée et la sortie par un filtre RIF. Les MPR
appartiennent donc à deux classes de méthodes de transfor-
mation : les méthodes intégrales et les méthodes de filtrage.
Cette approche présente également la propriété de voir l’ef-
fet transitoire du filtre disparaître aprèsT̂ échantillons du fait
de l’utilisation d’un filtre RIF. Cette technique n’est doncpas
sensible aux conditions initiales.

B. Filtres à Variables d’État (FVE)

λ
p+λ

λ
p+λ

λ
p+λs(t)

¯̄M1(s(t))
¯̄M2(s(t))

¯̄Mj(s(t))

filtre jfiltre 2filtre 1

Fig. 1. Chaîne de filtres à variables d’état.

La méthode des filtres à variables d’état consiste à appliquer
un filtre linéaire particulier aux dérivées des signaux E/S pour

les transformer en un équivalent algébrique [31]. L’évaluation
des dérivées est ainsi évitée. Le filtre considéré ici est consti-
tué d’une cascade de filtres du premier ordre

F (p) =
λ

p + λ
. (11)

La structure chaînée particulière des FVE (cf. fig. 1) permet
d’obtenir les signaux filtrés à l’ordre désiré en sortie des filtres
concaténés. En tant que filtre, l’application des FVE peut
aisément se récrire sous la forme d’un produit de convolution

¯̄Mn {s(t)} =

∫ t

0

s(τ)gn(t − τ)dτ = [gn ⋆ s](t) (12)

avec

gn(t) = λn+1 tn

n!
e−λt. (13)

Bien que le filtre à variable d’état présente une réponse
impulsionnelle infinie, cette réponse s’estompe lorsquet

croît. L’influence des conditions initiales disparaît donctrès
rapidement [7].

C. Formulation de l’équation de données filtrées

La représentation de ces deux transformations sous forme de
produit de convolution permet de formuler leur application
à notre problème d’identification d’une manière globale.
Introduisons doncmn(t) la réponse impulsionnelle telle que

mn(t) = hn(t) pour les MPR (14a)

mn(t) = gn(t) pour les FVE. (14b)

Pour tout vecteurzi(t) ∈ R
nzi défini comme suit

zi(t) =
[

zT (t) z(1)T
(t) · · · z(i−1)T

(t)
]T

, (15)

il est aisé de vérifier que

[zi ⋆ mn](t) =











[z ⋆ mn](t)
[ż ⋆ mn](t)

...
[z(i−1) ⋆ mn](t)











=











[z ⋆ mn](t)
[z ⋆ ṁn](t)

...

[z ⋆ m
(i−1)
n ](t)











:=











Mn
0 {z(t)}

Mn
1 {z(t)}

...
Mn

i−1 {z(t)}











(16)

avecn ≥ i + 1. Cette conversion, liée aux propriétés du
produit de convolution, permet de reporter l’opération de
dérivation sur la fonctionmn, fonction i − 1 fois dérivable
par construction. Le problème de dérivation des données E/S
est ainsi contourné.
En présence de perturbations d’état et de mesure, la relation
(2) s’écrit

yi(tk) = Γix(tk) + Hiui(tk) + Giwi(tk) + vi(tk) (17)

où Gi est une matrice bloc Toeplitz composée des réponses
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impulsionnelles entrew ety. L’application de la transforma-
tion décrite précédemment aux vecteurs décalés de cette équa-
tion conduit à







Mn
0 {y(tk)}

...
Mn

i−1 {y(tk)}






= ΓiM

n
0 {x(tk)}+Hi







Mn
0 {u(tk)}

...
Mn

i−1 {u(tk)}







+ Gi







Mn
0 {w(tk)}

...
Mn

i−1 {w(tk)}






+







Mn
0 {v(tk)}

...
Mn

i−1 {v(tk)}






. (18)

Comme dans le cas discret, l’accès àN échantillons permet
d’étendre l’équation précédente comme suit

M{Yi} = ΓiM{X} + HiM{Ui}
+ GiM{Wi} + M{Vi} (19)

oùM{•} symbolise de manière générique la transformation
appliquée aux données échantillonnées pour évaluer les déri-
vées des données E/S

M{Yi} =











Mn
0 {y(t1)} · · · Mn

0 {y(tN )}
Mn

1 {y(t1)} · · · Mn
1 {y(tN )}

...
...

Mn
i−1 {y(t1)} · · · Mn

i−1 {y(tN )}











(20)

et

M{X} =
[

Mn
0 {x(t1)} · · · Mn

0 {x(tN )}
]

. (21)

Contrairement à l’équation (5), le calcul des composantes des
matricesM{Yi} etM{Ui} est pratiquement réalisable.

IV. A LGORITHMES D’ IDENTIFICATION DES

SOUS-ESPACES

Considérons donc désormais l’équation de données filtrées
(19). L’équivalence entre le problème d’identification à temps
continu et à temps discret est alors autorisée si et seulement si
le filtrage ne supprime aucun étati.e si rang{M{X}} = nx.
En supposant que le signal d’entrée soit suffisamment riche
(cf. [12] pour une étude de ce problème), que les conditions
initiales soient nulles et quei > nx, il devient théoriquement
possible d’appliquer les algorithmes discrets des sous-espaces
au problème d’identification à temps continu. Le choix s’est
plus précisément porté sur la classe d’identification MOESP
[27], [28], [25], [26]. Les algorithmes regroupés sous cet
acronyme présentent en effet certains avantages numériques
(mis en évidence par exemple dans [8]) de par l’utilisation de
projections orthogonales.

A. Algorithmes d’identification dans un contexte déterministe

Considérons la relation matricielle suivante

M{Yi} = ΓiM{X} + HiM{Ui} . (22)

L’objectif est d’estimer la matrice d’observabilitéΓi connais-
sant les matrices de donnéesM{Yi} et M{Ui}. Au sein
de la relation (22), la matrice de ToeplitzHi est inconnue
puisque celle-ci est composée des matrices à identifier. La

première étape de l’algorithme de base MOESP [28] consiste
à supprimer le régime forcéHiM{Ui} en appliquant une
projection orthogonale sur le noyau deM{Ui}. Le calcul
de cette projection orthogonale est numériquement robusteen
employant la factorisation QR [9]

[

M{Ui}
M{Yi}

]

=

[

R11 0

R21 R22

] [

Q1

Q2

]

. (23)

En effet, il est facile de montrer que [28], [18]

M{Yi}ΠM{Ui}
⊥ = R22Q2. (24)

L’application d’une telle projection conduit ainsi à la relation

M{Yi}ΠM{Ui}
⊥ = ΓiM{X}ΠM{Ui}

⊥ . (25)

En supposant que la matriceM{Ui} soit de rang plein de
telle sorte que

rang
{

M{X}ΠM{Ui}
⊥

}

= nx, (26)

la seconde étape consiste en l’estimation d’une base deΓi.
Cette extraction est réalisée en appliquant une décomposition
en valeurs singulières au blocR22

R22 =
[

Us Ub

]

[

Σs 0

0 0

] [

VT
s

VT
b

]

. (27)

L’estimation de la matrice d’observabilité étendue est alors
directement accessible à partir du sous-espace signal [25]

Γ̂i = Us ou Γ̂i = UsΣ
1/2
s . (28)

L’analyse des valeurs singulières deR22 permet de plus
d’estimer l’ordre du système au cours de l’identification
puisque, dans le cas déterministe,nx valeurs singulières sont
non nulles.

B. Algorithmes d’identification en présence de perturbations

En présence de perturbations, l’algorithme de base MOESP
conduirait à une estimation biaisée de la matrice d’observabi-
lité. En effet, même lorsquev est un bruit blanc gaussien et
w = 0 (contexte dans lequel Ordinary MOESP fonctionne en
discret), le filtrage des données E/S conduit nécessairement
à la coloration des perturbations agissant sur le procédé. La
solution proposée, inspirée du cas discret, consiste à intro-
duire une variable instrumentale au sein de la factorisation QR
(23) afin d’annuler l’effet des perturbations tout en conservant
les informations utiles liées à la dynamique du système. En
notantΞ la matrice d’instruments, on peut démontrer qu’en
construisant la factorisation suivante





M{Ui}
Ξ

M{Yi}



 =





R11 0 0

R21 R22 0

R31 R32 R33









Q1

Q2

Q3



 (29)

il s’ensuit que [29], [18]

R32Q2 = M{Yi}ΠM{Ui}
⊥ΞT Pd (30)
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oùPd est une matrice de pondération particulière. Asympto-
tiquement, la seconde partie de l’équation (30) s’écrit

lim
N→∞

1

N
M{Yi}ΠM{Ui}

⊥ΞT Pd =

lim
N→∞

1

N

(

ΓiM{X}ΠM{Ui}
⊥ΞT

+ HiM{Ui}ΠM{Ui}
⊥ΞT +

[GiM{Wi} + M{Vi}]ΠM{Ui}
⊥ΞT

)

Pd. (31)

Par définition de la projection orthogonale, le deuxième terme
de la partie droite de l’égalité précédente est nulle. Sachant de
plus que

ΠM⊥ = I − MT
(

MMT
)−1

M, (32)

il est aisé de vérifier que2

lim
N→∞

1

N
M{Vi}ΠM{Ui}

⊥ΞT = E
{

M{vi} ξT
}

−

E

{

M{vi}M{ui}T
}(

E

{

M{ui}M{ui}T
})−1

E
{

M{ui} ξT
}

(33)

avecE {•} l’espérance mathématique. En choisissant une va-
riable instrumentaleξ décorrélée des perturbations et sachant
que, par hypothèse, le signal d’entrée est indépendant dev et
w, il s’ensuit que

lim
N→∞

1

N
R32Q2 =

lim
N→∞

1

N
ΓiM{X}ΠM{Ui}

⊥ΞT Pd. (34)

Cette équation démontre ainsi qu’il est possible d’estimerune
base de la matrice d’observabilité à partir deR32 lorsque

rang
{

M{X}ΠM{Ui}
⊥ΞT Pd

}

= nx. (35)

Cette base est obtenue en appliquant une DVS à ce bloc ma-
triciel. L’estimation de l’ordre peut être réalisée en examinant
les valeurs singulières obtenues lors de l’application de cette
décomposition. Dans un grand nombre de cas, la recherche de
l’écart le plus important entre les différentes valeurs estimées
permet de décomposer l’information en une partie système et
une partie bruit. Quelques techniques d’estimation, fondées
sur la minimisation de critères, sont proposées dans la littéra-
ture [3], [4].
Plusieurs possibilités de variable instrumentale peuventêtre
considérées. En règle général, dans un contexte temps continu,
les instruments sont construits en augmentant l’ordre de dé-
rivation i et, par extension, le nombre de ligne des matrices
composant l’équation de données filtrées (22) [14], [20], [16].
R. Johanssonet al recommandent par exemple d’accroître
i d’une valeur supérieure ànu + ny + nx. L’inconvénient
majeur d’une telle approche est de demander de calculer des
approximations de dérivées des signaux E/S d’ordre relative-
ment élevé, contrainte conduisant généralement à une dégra-
dation des performances. Pour remédier à ce désagrément, il

2Il en est de même pourM{Wi}

est proposé, dans cet article, d’utiliser une version décalée des
matrices filtrées d’entrée et/ou de sortie, par exemple

Ξ =











Mn
0 {u(t1 − ℓTe)} · · · Mn

0 {u(tN − ℓTe)}
Mn

1 {u(t1 − ℓTe)} · · · Mn
1 {u(tN − ℓTe)}

...
...

Mn
i−1 {u(t1 − ℓTe)} · · · Mn

i−1 {u(tN − ℓTe)}











(36)
où ℓ représente le décalage temporel. Cette démarche évite
en effet d’employer des dérivées filtrées d’ordre conséquent
élevé tout en permettant une décorrélation suffisante de la
variable instrumentale et des bruits agissant sur le procédé.
Une première étude de l’influence du paramètreℓ est proposée
dans [11].

V. EXEMPLE DE SIMULATION

Le procédé considéré au sein de cette section est extrait d’un
des programmes de démonstration de la boîte à outils Matlab
CONTSID3. Sa représentation d’état s’écrit

ẋ(t) =





0 1 0
−3 −2 −1
−1 −2 −1



x(t) +





1 1
2 1
1 2



u(t) (37a)

y(t) =

[

1 0 0
0 0 1

]

+ v(t). (37b)

Le signal de commandeu est composé de deux séquences
binaires pseudo aléatoires non corrélées de longueurN =
1000. La période d’échantillonnage est égale à0.1s. Un bruit
blanc gaussienv est ajouté en sortie et construit de telle sorte
que le rapport signal sur bruit4 soit de20dB. La valeur initiale
du vecteur d’état est fixée à zéro.
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Fig. 2. Signaux d’entrée et de sortie.

Afin de mettre en évidence les apports de l’approche consi-
dérée au sein de cet article, les algorithmes développés
précédemment (nommés respectivement MPR+MOESP et
FVE+MOESP) sont comparés à deux techniques d’identifi-
cation particulières
– la méthode proposée par T. Bastogneet al [2] combinant

les fonctionnelles de moments de Poisson (FMP) associées
à un algorithme des sous-espaces fondé sur une décompo-
sition en valeurs singulières généralisée (DVSG),

3http ://www.cran.uhp-nancy.fr/contsid/
4RSB=10 log

“

Pyd

Pv

”

, yd représentant la partie déterministe dey.
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– l’algorithme à temps discret PI MOESP [26] conduisant à
un modèle d’état discret converti dans le domaine continu
à l’aide de la fonctiond2c de Matlab.

La variable instrumentale employée est une version décalée
de la matrice filtrée d’entrée avecℓ = 10. Les hyper-
paramètres des techniques MPR+MOESP et FVE+MOESP
sont choisis comme suit :̂T = 25 etλ = 3.
Deux cas sont plus particulièrement considérés. Dans un pre-
mier temps, l’hyper-paramètrei est choisi égal à l’ordre du
systèmenx = 3. La figure 3 présente les pôles estimés par les
différents algorithmes au cours d’une simulation de Monte
Carlo de 50 réalisations. Les pôles du système étant placés
en−2, −0.5 +

√
3 et−0.5 −

√
3, on constate que les tech-

niques MPR+MOESP et FVE+MOESP estiment relativement
correctement les pôles complexes conjugués mais rencontrent
plus de difficulté à retrouver le pôle réel bien que les es-
timées soient centrées sur la valeur souhaitée. L’algorithme
FMP+DVSG estime correctement les pôles−0.5 +

√
3 et

−0.5 −
√

3 mais présente un biais sur l’estimation du pôle
réel. Étant donné la parenté des FMP et de FVE et les bons
résultats obtenus avec FVE+MOESP, il est fort probable que
l’erreur d’estimation soit due à l’utilisation d’une décomposi-
tion en valeurs singulières généralisée. Enfin, la combinaison
PI MOESP conversion discret continu conduit à des résultats
très médiocres puisque les pôles estimés sont totalement er-
ronés. Afin de mettre en évidence certaines limites des algo-
rithmes développés jusqu’ici, la simulation de Monte Carlo
est réitérée en fixant, dans un second temps,i = 2nx = 6.
Les résultats sont présentés figure 4. Comme pressenti au
cours de la discussion de la sous-section IV-B, l’augmenta-
tion de l’ordre de dérivation conduit à une altération impor-
tante des estimées. Cette constatation concerne les trois algo-
rithmes d’identification directe de modèles à temps continu.
Au contraire, l’approche indirecte fournit de meilleurs résul-
tats que dans le cas précédent. Ceci s’explique par le fait
que les algorithmes de type sous-espaces discrets demandent
des matrices de Hankel d’entrée-sortie de taille relativement
conséquence pour assurer de bonnes propriétés numériques.
La contraintei ≥ nx n’est donc pas suffisante. Choisir
i ≥ 2nx semble être plus raisonnable. On remarque tout de
même que la variance des pôles obtenues avec PI MOESP
+ conversion discret continu est assez grande. Utiliser les
algorithmes des sous-espaces à temps continu en fixant les
hyper-paramètres de manière optimale paraît donc être, tout
au moins sur cet exemple, une bonne approche du problème
d’identification de systèmes à représentation continue.

VI. CONCLUSION

Dans cette communication, le problème d’identification de
systèmes multivariables représentés sous forme d’état à temps
continu est considéré. L’approche proposée consiste en la
combinaison des moments partiels réinitialisés ou des filtres
à variables d’état et de deux algorithmes d’identification des
sous-espaces appartenant à la classe MOESP. L’associationde
ces techniques conduit à obtenir les matrices du modèle d’état
à temps continu du système multivariable à partir de données
échantillonnées en appliquant des outils d’algèbre linéaire nu-
mériquement robustes, sans nécessiter d’algorithme d’optimi-
sation non linéaire. L’introduction des moments partiels ré-

initialisés ou des filtres à variables d’état permet quant à elle
de contourner le problème de dérivation des données d’en-
trée/sortie, problème particulièrement crucial en présence de
perturbations.
L’étude expérimentale a mis en évidence qu’il est possible
d’atteindre de bonnes performances en présence de pertur-
bations lorsque les hyper-paramètres sont bien choisis. Les
résultats de simulation ont également souligné l’impact de
ces hyper-paramètres sur les performances des algorithmes
développés. Une analyse plus approfondie de l’influence des
hyper-paramètresi et ℓ doit donc être considérée à la suite de
cette première étude.
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Fig. 3. Comparaison des pôles estimés à l’aide des algorithmes MPR+MOESP, FVE+MOESP, FMP+DVS généralisée et PI
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−10 −5 0 5 10 15
−3

−2

−1

0

1

2

3
pôles estimés avec MPR+MOESP

−15 −10 −5 0 5 10 15
−3

−2

−1

0

1

2

3
pôles estimés avec FVE+MOESP

−2.5 −2 −1.5 −1 −0.5 0 0.5 1 1.5 2
−3

−2

−1

0

1

2

3
pôles estimés avec FMP+DVSG

−3 −2.5 −2 −1.5 −1 −0.5 0
−1.5

−1

−0.5

0

0.5

1

1.5
pôles estimés avec PIMOESP+d2c (zoh)

Fig. 4. Comparaison des pôles estimés à l’aide des algorithmes MPR+MOESP, FVE+MOESP, FMP+DVS généralisée et PI
MOESP suivi d’une conversion discret/continu pouri = 6. Les pôles du système à identifier sont symbolisés par une croix
noire.



Journées Identification et Modélisation Expérimentale JIME’2006 – 16 et 17 novembre – Poitiers

[22] J.C. Trigeassou.Contribution à l’extension de la méthode des moments
en automatique. Application à l’identification des systèmes linéaires.
Thèse d’état, Université de Poitiers, France, 1987.

[23] H. Unbehauen and G. P. Rao. Continuous time approaches tosystem
identification : a survey.Automatica, 26 :23–35, 1990.

[24] P. Van Overschee and B. De Moor.Subspace identification for linear
systems. Theory, implementation, applications. Kluwer Academic
Publishers, 1996.

[25] M. Verhaegen. Subspace model identification part 3 : analysis of
the ordinary output error state space model identification algorithm.
International Journal of Control, 58 :555–586, 1993.

[26] M. Verhaegen. Identification of the deterministic part of MIMO
state space models given in innovations form from input output data.
Automatica, 30 :61–74, 1994.

[27] M. Verhaegen and P. Dewilde. Subspace model identification part
1 : output error state space model identification class of algorithms.
International Journal of Control, 56 :1187–1210, 1992.

[28] M. Verhaegen and P. Dewilde. Subspace model identification part 2 :
analysis of the elementary output error state space model identification
algorithm. International Journal of Control, 56 :1211–1241, 1992.

[29] M. Viberg. Subspace based methods for the identificationof linear time
invariant systems.Automatica, 31 :1835–1851, 1995.

[30] E. Walter and L. Pronzato.Identification de modèles paramétriques à
partir de données expérimentales. Masson, 1994.

[31] P. Young. Parameter estimation for continuous time models :a survey.
Automatica, 17 :23–39, 1981.


