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RESUME : Ce travail présente l'étude du comportement dynamique d’un systeme soumis a des instabilités de
type Sprag-Slip générées par du frottement. La mise en équation de ce systéme conduit a un systeme d’équations
différentielles non linéaire. Dans un premier temps, une approche déterministe du comportement est réalisée :
la résolution classique de ces équations différentielles permet de déterminer le comportement dynamique du sys-
teme étudi€, ainsi que sa sensibilité aux différents paramétres. Dans un second temps, une analyse par intervalle
permet de prendre en compte la dispersion du coefficient de frottement pour lintégration des équations dif-
férentielles. L’objectif est d’obtenir une modélisation robuste du comportement dynamique de systémes frottants.
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1. INTRODUCTION

De nombreux travaux de recherche (Begout M., 1979,
Chambrette P., 1990, Earles S. W. E.; Lee C. K.,
1976, Grenouillat R., Leblanc C., 2002, Spurr R.
T., 1961-1962) se sont intéressés a I’étude du com-
portement dynamique de systémes frottants tels que
des systémes de freinage, des essuie-glaces,

Ces études ont montré que de tels systémes peu-
vent étre dans certaines conditions de fonctionnement
soumis a des instabilités de type Sprag-Slip, qui peu-
vent dégrader fortement leurs performances. Ce type
d’instabilités est dit & un couplage entre deux modes
propres. Il a également été mis en évidence une
grande sensibilité du comportement dynamique de ces
systemes aux parametres de conception, ainsi qu’aux
parametres physiques, en particulier le coefficient de
frottement.

Afin de dimensionner le plus correctement possible
ces systemes frottants, il est donc primordial de bien
connaitre leur comportement en terme de stabilité
ainsi que leurs niveaux vibratoires selon les valeurs
des parametres de conception.

Dans ce contexte, les travaux présentés dans ce papier
concernent 1’étude du comportement d’un systeme
double pendule frottant modélisant le comportement

arithmétique des intervalles, systéme mon linéaire, paramétres incertains, modélisation

d’une lame de balai d’essuyage soumise a des insta-
bilités de type Sprag-Slip. Aprés une description et
une mise en équation du modele du systeme étudié,
une approche déterministe permet de déterminer le
comportement du systeme et les parametres les plus
influents. Ensuite, une approche robuste permet
la prise en compte des incertitudes dans 1’étude
du comportement, a l'aide de larithmétique des
intervalles (Moore R. E., 1966). Le coefficient de
frottement admettant une dispersion importante,
dans le cadre de cette étude, les incertitudes prises
en compte sont celles de ce coefficient. Cette seconde
approche est ainsi qualifiée d’approche robuste, dans
le sens ou le modele et les résultats obtenus sont
validés non pas uniquement pour un jeu déterministe
de parametres, mais également dans le cas ou les
parametres admettent une dispersion.

2. DESCRIPTION DU SYSTEME

Une modélisation par éléments finis de la lame d’un
balai d’essuie-glaces a permis de déterminer ses qua-
tre premiers modes propres. Ensuite, une observation
avec une caméra rapide lors d’instabilités a permis de
constater que les modes dominants de vibration de
la lame étaient les deux premiers modes de flexion.
Ainsi, le double pendule frottant représenté en fig-
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ure 1 a été défini pour étudier les instabilités de type
Sprag-Slip. Le modele du systeme frottant étudié se
compose d’une masse ponctuelle m et deux tiges indé-
formables de longueur respectives /1 et lo, de masses
respectives my et mo. Ces trois solides sont reliés
les uns aux autres par des liaisons pivots parfaites,
associées a une raideur angulaire k; entre la masse
m et la premiere tige 1, et une raideur ky entre la
tige 1 et la tige 2. Ces deux raideurs angulaires sont
également associées a des amortissements, c; entre la
masse m et la tige 1, et co entre la tige 1 et la tige
2. La masse m est liée au bati par deux ressorts de
rappel, de raideur K et K;. Une force d’appui F, est
appliquée sur la masse m. La tige 2 frotte sur une
surface (S) en mouvement.

sens de déplacement
de la surface (S)

Figure 1. Double pendule frottant

Les déplacements de la masse m sont notés suivant
laxe vertical T par la variable u et suivant ’axe
horizontal 7/ par la variable v. Les hypothéses
suivantes sont posées : il n’y a pas de décollement
au point C, entre le double pendule et la surface de
contact (S), et la tige glisse en permanence sur la
surface de contact (S). Le contact est décrit par une
loi de frottement simple, du type : T = uN, avec
T la composante tangentielle et N la composante
normale de la force de frottement de la surface (S)
sur la tige Ty (loi de Coulomb) (Codfert V., 1997).

3. MODELISATION DU SYSTEME, ANAL-
YSE DETERMINISTE DU COMPORTE-
MENT

1. Modélisation du systéme

Le principe des travaux virtuels (formalisme de La-
grange) permet d’obtenir un systéme de quatre équa-
tions non linéaires a cing inconnues u, v, 0 et ¢ et
Peffort normal N.

— (m+my +mo)ii+ (myly, +myly) (sin®) @
+ (milg, +maly) (cos ) 6% +
—N+F,—Ku+(m+m;+mp)g=0

—(m—+my +mp) ¥ — (myly, +maly) (cos0) O
+ (milg, +maly) (sin®) 62 — (maly, ) (cosd) §
+ (malg, ) (sin®) ¢* +u,N — K1v = 0

— (I +milg? +mal?) 6+ (mily, +moly) (sin®) i

— (mylg, +maly) (cos8) ¥ — (malilg,) cos (0 — ) §

— (malylg,)sin (6 — ¢)¢ + NI sin® + u,NIj cos® — k10
k2 (0 —0) — 10+ c2(¢—0) — (myly, +maly)gsin® =0

—(b+ mzlg22) O+ (maly,) (sing)ii — (malg, ) (cos ) i
— (mal1ly,) cos (8 — 0) B+ (malyl,, ) sin (8 — ) 6% + Niysing
+uaNl cosd+ky (0 —§) — c2(hp — ) — magly, sind =0

L’hypothese du contact permanent au point C entre le
double pendule et la surface de frottement se traduit
par une relation géométrique, ce qui permet d’obtenir
un systeme différentiel non linéaire de 5 équations et
5 inconnues.

u=—tana (v + Iy sinf + Iy sin ¢)—ly cos —I3 cos p+11+1o

Apres simplification, le modele peut s’écrire sous la
forme d’un systéme de trois équations différentielles
non linéaire du second ordre a 3 inconnues : v, 6 et
¢. Puis, a 'aide du changement de variables :

B> e

ce systeme peut étre écrit sous la forme d’une équa-
tion différentielle matricielle du premier ordre, les ma-
trices étant de dimension 6 (détail des matrices en
annexe) :

Mcr(2)2 = A(z)z + B(2)F, + G(2) (1)

Les matrices Moy, et A sont des matrices carrées de
taille 6*6. Les matrices B et G sont des vecteurs
a 6 composantes. Trois parties ont été isolées dans
cette équation différentielle, afin de pouvoir traiter

(malg, sin®) o+ (mal,, cosd) ¢2
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plus facilement chaque aspect : la matrice G contient
tous les termes non linéaires, avec en particulier tous
les termes quadratiques, la matrice A ne contient que
les termes linéaires, et I’ensemble B*Fo représente la
partie commande du systéme. Ainsi isolé, il est plus
facile d’étudier 'influence du parametre de controle
Fo sur le comportement du systeme. Cette écriture
différentielle du premier ordre permet I'utilisation des
outils proposés par le logiciel Matlab, en particulier
les solveurs d’équations différentielles comme ODE45.

3.2. Analyse déterministe du comportement

3.2.1 Introduction

Le modele établi au paragraphe précédent permet
d’analyser le comportement déterministe du double
pendule. Pour ce faire, trois études sont réalisées. La
premiere étude, une étude stationnaire non linéaire,
a pour but de déterminer les positions d’équilibre du
systeme. La seconde étude, une étude dynamique
linéaire, permet de déterminer la stabilité de ces
différentes positions d’équilibre (stable ou asympto-
tiquement stable, instable de type divergent ou bien
instable de type flottement). La troisieme étude, une
étude dynamique non linéaire, permet de déterminer
les niveaux vibratoires (cycles limites) dans le cas
d’un équilibre instable de type flottement. Enfin, une
étude paramétrique permet de mettre en évidence la
grande sensibilité du comportement du systeme aux
parametres de conception et au coefficient de frotte-
ment.

3.2.2 Analyse stationnaire non linéaire

Le but de cette premiere étude est de déterminer
les positions d’équilibre du systeme. Meéme en
régime stationnaire, le systeme différentiel (équation
1) présente de nombreuses non-linéarités, en parti-
culier des fonctions trigonométriques qui peuvent en
plus étre en facteur de dérivées au carré de variables
d’état. La résolution ne peut donc pas étre formelle,
mais seulement numérique. Ainsi, un algorithme de
type Newton-Raphson a été mis en place (figure 2)
afin de déterminer les solutions q, = (v,,0,, )7 et
étre certain d’obtenir toutes les solutions. Pour un
méme jeu de parametres, du fait des non-linéarités,
le systeéme peut avoir une ou plusieurs solutions.

3.2.3 Analyse dynamique linéaire

Apres avoir déterminé les positions d’équilibre,
I’étude dynamique linéaire permet de déterminer la

A(20) * 20+ B(20) ¥ Fy + G(20) = 0
avec 2o = (v9,0,60,0,0,,0)"

v

+ Développement en série de Taylor
« expression de ¢ en fonction de 6
* substitution

« troncature a l'ordre n

y

polynéme
fa(8) =0

sid°(f)>1:on

applique Newton
Raphson :

-> une solution 6,

> O, et Vv,

si d°(f)=1 : toutes
les racines sont
déterminées

factorisation
f(8) = (0—85) fu1(6)

on peut appliquer

de nouveau Newton
Raphson sur

Su1(8)

Figure 2. Recherche de toutes les positions d’équilibre

stabilité de ces positions (stable ou asympotiquement
stable, instable de type divergent ou instable de type
flottement). Pour cela, le systéme est linéarisé autour
d’une position d’équilibre g, (équation 2), et I’étude
des poles du systéme (équation 3) permet de déter-
miner la stabilité de cette position d’équilibre.

Vo + v1 (%)

qt) =g+ aqt)=| 0o+01(t) (2)
¢o + ¢1 (t)

Mq (t) + Cq(t) + Kqi(t) =0 (3)

Les parties réelles des pOles permettent de déterminer
la stabilité de la position d’équilibre (stable ou insta-
ble).

Si toutes les valeurs propres possedent une partie
réelle négative, la solution s’approche alors de la po-
sition d’équilibre lorsque t augmente et la solution
est asymptotiquement stable. Si les valeurs propres
possedent des parties réelles négatives ou nulles et si
les racines imaginaires pures apparaissent sous forme
de paires complexes conjuguées et se combinent pour
donner une solution oscillatoire autour d’une posi-
tion d’équilibre, alors la solution linéaire est stable
(ou asymptotiquement stable). Enfin, s'il existe au
moins une valeur propre dont la partie réelle est posi-
tive, dans ce cas, la solution s’éloigne de la position
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d’équilibre quand t augmente. La position est donc
instable.

Les parties imaginaires des poles donnent en plus
une information sur la pulsation des modes propres,
ainsi que sur le type d’instabilités (divergent ou flotte-
ment). Dans le cas o la partie imaginaire d’au moins
un podle dont la partie réelle est positive devient nulle,
c’est-a-dire quand ce pole devient un réel strictement
positif, I'instabilité est de type divergent. Dans le cas
ou les poles ayant des parties réelles positives ont des
parties imaginaires non nulles, alors I'instabilité est
de type flottement. Cette instabilité est due a une
coalescence entre deux modes.

3.2.4 FEtude paramétrique

A partir des modeles stationnaire et de stabilité, le
comportement du systeme peut étre étudié pour dif-
férents jeux de parametres. Afin de déterminer la sen-
sibilité du comportement du systeme aux parametres,
des études paramétriques se révelent indispensables.

Les différents résultats de cette étude montrent
I’évolution des positions d’équilibre 6 et ¢ en fonc-
tion des différents parametres. Selon la valeur du
coefficient de frottement p par exemple, le systeme
peut admettre une ou trois positions d’équilibre (fig-
ures 3, 4 et 5). Ces différents graphes mettent en
évidence des bifurcations. L’angle d’attaque « est
fixé a 0.1 rad, et les valeurs des raideurs angulaires
k1 et ko correspondent aux valeurs de notre maque-
tte afin de réaliser des validations expérimentales.
Des résultats équi-valents peuvent étre obtenus pour
d’autres jeux de parametres. Ainsi, pour un méme
jeu de parametres, le systeme peut se trouver dans
plusieurs configurations géométriques différentes. Ces
études mettent également en avant plusieurs aspects
du comportement, en particulier la forte non linéarité
du comportement, le nombre de position d’équilibre
qui varie suivant les parametres, et la stabilité de ces
positions d’équilibre.
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Figure 3. 6 et ¢ en fonction de
pour une raideur angulaire ko = 0.5N

En plus d’avoir une influence sur le nombre de po-
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Figure 4. 6 et ¢ en fonction de
pour une raideur angulaire ko = 0.6N
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Figure 5. 6 et ¢ en fonction de p
pour une raideur angulaire ky = 0.7N

sitions d’équilibre, le coefficient de frottement p in-
flue tres fortement sur la stabilité de ces positions
d’équilibre. Ainsi, sur la figure 4, pour un coefficient
de frottement variant tres légeérement entre 0,8 et 1,1,
les positions d’équilibre passent d’une configuration
stable & instable (divergente), puis de nouveau & un
équilibre stable et pour finir & un équilibre instable
(de type flottement).

De plus, il convient de noter qu'une variation continue
d’un parametre peut entrainer une discontinuité dans
Pévolution des positions d’équilibre (figure 4). Pour u
initialisé a 0, ’angle 6 est de -0.3 rad. Si p augmente,
l’angle 6 va évoluer jusque 0.4 rad pour p=1.7. En-
suite, si p continue d’augmenter, I’évolution de I’angle
0 va présenter une discontinuité pour atteindre la
valeur de -0.5rad. Il est intéressant de remarquer que
le sens de variation de p influe sur le comportement
du systeéme : si p varie de 3 & 0 (et non plus de 0 &
3), alors la discontinuité en @ & lieu pour p=1 au lieu
de 1.7 auparavant. L’angle ¢ admet également des
discontinuités.

Le coefficient d’amortissement introduit au niveau des
liaisons pivots peut influer sur la stabilité des posi-
tions d’équilibre. En effet, dans certains cas, ’ajout
d’amortissement peut rendre instable une position
d’équilibre initialement stable.

3.2.5 Analyse dynamique non linéaire

Cette troisieme étude permet d’étudier le comporte-
ment dynamique du systeme autour d’une de ses
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positions d’équilibre, et en particulier dans le cas
du flottement de quantifier les niveaux vibratoires.
L’intégration numérique de 1'équation différentielle
matricielle 1 permet d’obtenir 1’évolution des vari-
ables d’état en fonction du temps

L’analyse des plans de phase permet de déter-
miner 'amplitude des niveaux vibratoires dans le
cas d’une instabilité de type flottement, comme
représenté en figure 6. Initialement positionné avec
une vitesse nulle dans le voisinage d’une de ces po-
sitions d’équilibre, le systéme atteint apres une péri-
ode transitoire un cycle limite. Autrement dit, en
régime établi, le systeme flotte dans le voisinage de la
position d’équilibre. La position d’équilibre étudiée
est instable, car I’étude des poles du systéme montre
qu’au moins un des poéles possede une partie réelle
strictement positive. Cependant, le cycle limite cor-
respondant est stable.

O(rad.s~")

2

3
00232 00283 00283 00234 00234 00235 00235 00236 0023  0.0237

0(rad)

Figure 6. Plan de phase de 6, flottement

Les résultats obtenus par cette analyse dynamique
non linéaire permettent également de confirmer les
résultats des deux études précédentes (positions
d’équilibre et les stabilités associées). En effet, dans
le cas d’une position d’équilibre identifiée comme in-
stable de type divergente par les deux premieres anal-
yses, cette troisieme analyse permet d’obtenir le plan
de phase pour l'angle 6 représenté en figure 7. Un
plan de phase équivalent est obtenu pour 'angle ¢.

La figure 6 confirme bien l'instabilité de type diver-
gent de cette position d’équilibre. En effet, initiale-
ment positionné avec une vitesse nulle au voisinage
de la position d’équilibre (représentée par le point A
sur la figure 7), le systeme diverge. Les résultats de
ces différentes simulations numériques sont en cours
de validation expérimentale a ’aide d’une maquette.

T 3
6(rad)

Figure 7. Plan de phase de 6, équilibre divergent

4. MODELISATION ROBUSTE DU COM-
PORTEMENT

4.1. Introduction et objectifs

Les études précédentes pour déterminer le comporte-
ment du double pendule frottant ont été réalisées
a partir d'un modele déterministe, c’est-a-dire ne
prenant pas en compte les incertitudes des différents
parametres. Cependant, ces incertitudes affectent de
facon tres significative le comportement de ce sys-
teme, comme le montrent les études de sensibilités.
Nous allons nous intéresser plus particulierement au
coefficient de frottement. En effet, une tres légere
dispersion du coefficient de frottement peut modi-
fier de facon tres importante le comportement du
systeme, ou les niveaux vibratoires mis en jeu. De
plus, ce coefficient est celui dont la dispersion est
la moins maitrisée et la plus délicate a prendre en
compte, le coefficient de frottement dépendant de
nombreux parametres non maitrisés, comme la tem-
pérature, le degré de salissure des matériaux, 'usure
dans le temps, ... Les incertitudes peuvent au
mieux étre bornées, mais aucune information n’est
disponible sur I’évolution du coefficient de frottement
entre ces bornes. Le but de cette modélisation ro-
buste est de prendre en compte cette dispersion du
coefficient de frottement dans 1’étude du comporte-
ment dynamique du systéme, afin d’obtenir une en-
veloppe pour les cycles limites et ainsi garantir que les
niveaux vibratoires lors du flottement ne dépassent
pas certaines valeurs critiques qui pourraient par ex-
emple dégrader les performances du systeme.

4.2. Choix d’une méthode de modélisation ro-
buste

Différentes approches sont envisageables pour pren-
dre en compte la dispersion du coefficient de frotte-
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ment dans ’étude du comportement du double pen-
dule frottant. L’une des approches les plus classiques
est une approche probabiliste avec des tirages aléa-
toires de Monte Carlo. Cependant, cette méthode est
trés coliteuse en temps de calcul, et n’est donc pas en-
visageable pour un systeme industriel. De plus, dans
le cas d’'un systéme d’essuyage, aucune densité de
probabilité n’est connue pour décrire la dispersion du
coefficient de frottement. La dispersion de ce coeffi-
cient ne peut qu’étre bornée, mais sans avoir la moin-
dre connaissance de I'évolution du coefficient de frot-
tement entre ces bornes. Ainsi, il est naturel d’utiliser
non pas les méthodes probabilistes ou le formalisme
flou, mais Parithmétique des intervalles (Moore R. E.,
1966) pour prendre en compte U'incertitude du coef-
ficient de frottement. L’arithmétique des intervalles
est mise en oeuvre dans de nombreux travaux récents
(Cherrier E., 2003, Ragot J., 2005) et en particulier
dans les travaux prenant en compte la dispersion du
coefficient de frottement dans des instabilités de type
Stick-Slip (Rauh A., 2006).

4.3. Outils utilisés

Le logiciel Matlab ne permet nativement que de ma-
nipuler des parametres déterministes. La toolbox Int-
lab! permet de manipuler des intervalles directement
dans le logiciel Matlab. Seulement, cette toolbox ne
permet d’utiliser des intervalles qu’avec des fonctions
basiques (addition, cosinus, sinus, ...) mais ne permet
pas de profiter des solveurs d’équations différentielles
(ODEA45, ...), qui ne sont pas compatibles avec le cal-
cul par intervalles. Il est donc nécessaire de program-
mer un intégrateur numérique capable d’utiliser des
parametres incertains représentés par des intervalles.
Dans un premier temps, 'algorithme d’intégration
choisi est celui d’Euler.

Les premiers résultats obtenus sont représentés en fig-
ure 8. Ces graphes présentent 1’évolution des bornes
supérieures et inférieures pour les angles 6 et ¢ en
fonction du temps, tout en tenant compte de la dis-
persion du coefficient de frottement. Cette dispersion
du coefficient de frottement est de +=10%.

Contrairement a un cas déterministe, le calcul par in-
tervalle ne permet pas de connaitre la valeur exacte
de 6 (ou des autres variables) & un instant donné.
Il est par contre possible de garantir avec certitude
que 'angle 0 est forcément compris dans l'intervalle
donné, tout en tenant compte de l'incertitude des
différents parametres. Cependant, les intervalles

Lhttp://www.ti3.tu-harburg.de/rump/intlab/

0(rad)

0 05 1 15 2 25 8 35 4 45 o 05 1 15 2 25 8 35 4 a5
temps(s) temps(s)

Figure 8. Bornes de l'intervalle pour les angles
0 (gauche) et ¢ (droite) en fonction du temps

déterminés, s’ils englobent bien le comportement réel
du double pendule, surestiment ce comportement, a
cause des regles de calcul de 'arithmétique des inter-
valles.

4.4. Problémes de surestimation et améliora-
tions proposées

L’arithmétique des intervalles permet de prendre en
compte les incertitudes des parametres pour déter-
miner avec certitude une enveloppe du comporte-
ment d’un systeme. Cependant, cette enveloppe peut
surestimer de fagon importante la solution réelle.
Les surestimations peuvent avoir plusieurs causes,
comme l'effet d’enveloppement (wrapping effect), le
pessimisme du aux occurrences multiples d’'un méme
parametre incertain. Différentes améliorations ont été
mises en place afin de réduire la surestimation de la
solution.

L’effet d’enveloppement est lié a l'utilisation méme
des intervalles. En effet, en dimension 2 par exem-
ple, il n’est possible d’envelopper la solution réelle
qu’avec des boites rectangulaires. L’espace des so-
lutions étant trés rarement d’une forme rectangu-
laire, la solution réelle est forcément surestimée. De
plus, cet effet d’enveloppement est accentué lorsque
la solution est formée de plusieurs zones disjointes,
I’enveloppe devant alors englober toutes ces zones.
L’une des solutions les plus courantes consiste a
réaliser un sous pavage, c’est-a-dire utiliser plusieurs
intervalles au lieu d’un seul pour décrire la disper-
sion des parametres incertains. Cependant, pour étre
efficace, le sous pavage nécessite de connaitre cer-
taines caractéristiques de la solution recherchée, afin
d’adapter au mieux le nombre de sous pavés, ainsi que
la taille de chacun des pavés. Dans le cadre de cette
étude, nous n’avons aucune connaissance a priori sur
la solution, il n’est pas possible de mettre efficacement
en oeuvre une solution basée sur le sous pavage.
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Le pessimisme provient du fait que l'arithmétique
des intervalles consideére comme indépendantes les dif-
férentes occurrences d’'un méme parametre incertain.
Ainsi, dans le cas d’un coefficient ¢; modélisé par
I'intervalle [1, 2], la soustraction ¢; —c1 = [1,2]—[1, 2]
ne donne pas un intervalle nul, mais I'intervalle [-1,
1]. L’opération réalisée correspond en fait & n’importe
quelle valeur de lintervalle [1, 2] moins n’importe
quelle valeur de ce méme intervalle. Avec un inter-
valle d’amplitude 1 au départ, une simple soustrac-
tion conduit & un intervalle d’amplitude 2. Ce pes-
simisme du aux occurrences multiples d’une méme
incertitude entraine une surestimation de la solution
réelle.

Il est possible d’optimiser 1’écriture des équations, en
factorisant le plus possible les parameétres incertains.
Les termes dépendant des parametres incertains peu-
vent de plus étre optimisés en réalisant des études de
fonctions pour ces termes. Ainsi, les valeurs des inter-
valles pour les différents coefficients intervenant dans
le systéme différentiel (1) sont améliorées de fagon
tres significatives. L’amplitude de 'intervalle du co-
efficient p;(u) par exemple peut étre diminuée d’un
facteur compris entre 5 et 10 suivant les cas étudiés.

En plus d’optimiser ’amplitude des intervalles a
chaque instant, utiliser un algorithme d’intégration
adapté permet de réduire le nombre d’itérations, et
donc 'accumulation des surestimations. L’algorithme
d’Euler pour réaliser les intégrations numériques per-
met d’obtenir un premier résultat, mais nécessite un
pas d’intégration tres fin pour obtenir des résultats
avec une précision suffisante. Ceci conduit donc a
réaliser un grand nombre d’opérations sur les inter-
valles, et donc accentuer la surestimation de la solu-
tion a cause de I’accumulation des occurrences multi-
ples des incertitudes. Une solution est d’utiliser une
méthode d’intégration plus performante, comme celle
de Runge Kutta. Cet algorithme est plus complexe &
mettre en place dans le cas d’un calcul par intervalle,
mais il ne nécessite pas un pas aussi fin que la méth-
ode d’Euler pour obtenir un résultat avec la méme
précision donnée. Ainsi, un pas dix fois plus grand
que celui de la méthode d’Euler permet d’obtenir la
méme précision dans les résultats. Le nombre réduit
d’opérations sur les intervalles contribue a diminuer
les problemes liés au pessimisme.

4.5. Résultats

Ce paragraphe présente les résultats de plusieurs si-
mulations du comportement dynamique du systeme,
avec une incertitude de +10% sur le coefficient de

frottement.

Les améliorations proposées ont été testées, afin de
quantifier leur apport dans la précision des résultats.
Dans cette étude, seul le coefficient de frottement est
un parametre incertain (et donc représenté par un in-
tervalle). Tous les autres parametres du modele sont
des réels. Le coefficient de frottement étant un in-
tervalle, les variables d’état du systeme le sont égale-
ment.

Le tableau 1 présente les caractéristiques des études
réalisées, a savoir l'algorithme d’intégration choisi,
ainsi que l'optimisation des coefficients et des vari-
ables via des études de fonction. Les temps de calcul
nécessaires sont également indiqués. Les tableaux 2
et 3 donnent '’évolution de 'amplitude pour 'angle
¢ et la vitesse ¢ a différents instants, pour les dif-
férentes études réalisées. La premiere étude, réalisée
uniquement a l'aide de la toolbox Intlab, est con-
sidérée comme 1’étude de référence, les amplitudes
des intervalles pour 'angle ¢ et la vitesse d) sont,
donc de 100%. Les lignes 2, 3 et 4 des tableaux in-
diquent la valeur de ce méme intervalle respective-
ment pour les études 2, 3 et 4, c’est-a-dire en ten-
ant compte des différentes améliorations. Au bout de
4 secondes et avec la quatrieme étude par exemple,
I’amplitude de l'intervalle de ¢ ne représente plus que
70% de la valeur de référence (63% pour 'amplitude
de l'intervalle de gf)) La surestimation de la solution
est donc réduite de pres de 30% pour lintervalle de
@, et de pres de 40% pour intervalle de (b

Intégration Optimisation temps

Euler | RK4 | coefficient | variable | (sec)

Etude 1 X 197
Etude 2 X X 201
Etude 3 X X X 1129
Etude 4 X X X 989

Tableau 1. Caractéristiques des études réalisées

Ampitude de ¢ | 1sec | 2sec | 3sec | 4 sec
Etude 1 100% | 100% | 100% | 100%
Etude 2 99,6% | 99,6% | 99,6% | 99,6%
Etude 3 96,9% | 90,1% | 80,9% | 71,3%
Etude 4 95,2% | 89,2% | 80,2% | 70,7%

Tableau 2. Amplitude de 'intervalle ¢
suivant les études réalisées
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Ampitude de ¢ | 1sec | 2sec | 3sec | 4 sec
Etude 1 100% | 100% | 100% | 100%
Etude 2 99,6% | 99,6% | 99,6% | 99,6%
Etude 3 94, 7% | 84% | 72,9% | 63,6%
Etude 4 93,6% | 83,3% | 72,3% | 62,8%

Tableau 3. Amplitude de 'intervalle d)
suivant les études réalisées

4.6. Validation avec des tirages de Monte
Carlo

Une analyse probabiliste, via des tirages aléatoires de
Monte Carlo permet de valider les résultats obtenus.
Comme aucune loi de probabilité n’est connue pour
caractériser la dispersion du coeflicient de frottement,
les tirages de Monte Carlo sont réalisés suivant une
loi de distribution uniforme.

Les graphes de la figure 9 représentent la superposi-
tion de I’évolution des angles 6 et ¢ en fonction du
temps, pour les différents tirages aléatoires de Monte
Carlo, avec les bornes inférieures et supérieures du
comportement, obtenues avec ’arithmétique des in-
tervalles. Une dizaine de milliers de tirages aléa-
toires ont été simulés, mais seuls quelques tirages sont
représentés sur la figure, pour une question de lisibil-
ité. Il est important de noter que le temps de cal-
cul nécessaire pour effectuer les simulations de Monte
Carlo est largement supérieur a celui nécessaire pour
I’approche par intervalle ol une seule simulation suf-
fit. Un facteur compris entre 10 et 50 au niveau
du temps suivant les simulations est a l'avantage de
Parithmétique des intervalles. Enfin, il convient de
noter que contrairement aux méthodes probabilistes,
le résultat obtenu par l'arithmétique des intervalles
est garanti & 100%.

0.05|
004
o

05 1 15 s 25 3 s 4 s 95 T 1s ¢ 25 6 a5 4 as
temps(s) temps(s)

6(rgd)
8

o(rad)
\

Figure 9. Comparaison des tirages de Monte Carlo
avec les intervalles, pour les angles 6 et ¢

Tous les tirages de Monte Carlo sont bien inclus dans
I’enveloppe représentée par 'intervalle. Cependant,
malgré les optimisations apportées, la surestimation
de la solution réelle avec des intervalles reste signi-
ficative, et ne permet pas de réaliser une analyse ro-
buste du comportement dynamique du systeme sur

un temps assez long pour obtenir une enveloppe des
cycles limites.

5. CONCLUSION ET PERSPECTIVES

Le comportement d’un systéme frottant, modélisé par
un double pendule a pu étre étudié, tout en ten-
ant compte des incertitudes sur la loi de frottement.
Pour cela, une approche robuste via l'arithmétique
des intervalles a été mise en place. L’utilisation
de la toolbox Intlab avec le logiciel Matlab permet
d’obtenir des résultats présentant une surestimation
importante. La précision de ces résultats a ensuite été
améliorée via différentes méthodes, telles qu’un choix
adapté d’un algorithme d’intégration numérique ou
bien encore une optimisation du calcul des intervalles.
Les résultats obtenus ont été validés a l'aide d’une
simulation numérique avec des tirages aléatoires des
Monte Carlo.

Les solutions apportées ne permettent pas d’étudier
de fagon robuste des cycles limites, pour lesquels
le comportement du systeme doit avoir atteint son
régime établi. Cependant, 1’étude de phénomenes
transitoires en tenant compte des incertitudes est en-
visageable. Un gain de temps est obtenu pour le cal-
cul par intervalles par rapport aux tirages de Monte
Carlo. Ce gain de temps peut sans doute étre encore
amélioré en utilisant des intégrations numériques a
pas variable. En effet, dans le cadre des tirages de
Monte Carlo, les intégrations sont réalisées a I’aide du
trés performant solveur ODE45 du logiciel Matlab.
Avec larithmétique des intervalles, les intégrations
sont réalisées par des méthodes a pas fixe (Euler ou
Runge Kutta). De plus, l'utilisation d’une méthode
d’intégration numérique a pas variable et /ou multiple
peut également améliorer la précision des résultats en
diminuant le nombre d’intégrations total. Cependant,
la mise en place d’une telle méthode d’intégration
numérique n’est pas sans poser des difficultés dans
le cadre d’un calcul par intervalle.

De plus, une maquette est en cours de finalisation
afin de confronter simulations numériques et résultats
expérimentaux.
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