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RESUME : Les modéles macroscopiques du trafic ont été congus pour aider les exploitants et les collectivités a
simuler le trafic, dans le cadre de la conception ou de la planification, et a gérer le trafic (controle d’acces, information
en temps réel, gestion de voies etc). Ces modéles s’expriment sous forme de lois de conservation, qui traduisent des
analogies hydrodynamiques. Alors méme que le caractére stochastique de la dynamique du trafic est avéré, et devrait
étre pris en compte, notamment pour le controle, trés peu de modéles macroscopiques incluent des termes explicatifs
stochastiques. Les raisons en sont principalement techniques : caractére diffusif des termes stochastiques introduits,
complexité des calculs. L’objet de cet article est d’introduire un modéle macroscopique stochastique de trafic, dénué
d’effets diffusifs non physiques, relativement simple a calculer. Ce modeéle fait partie de la famille GSOM (Generic
second order model).

MOTS-CLEFS : Modeéle de trafic, loi de conservation, processus stochastiques

1. INTRODUCTION Par exemple, le systeme (1), (2) peut étre complété par
une équation d’état

Les modeles macroscopiques du trafic sont fondés sur 4=Q.(p.x) & v=V,(p,x) (3)

une analogie hydrodynamique, et donc sur une (on appelle diagramme fondamental cette équation

hypothése de type hypothése du continu. En d’autres détat).
termes, les modeles macroscopiques les plus simples
décrivent 1’état du trafic en tout point X et a tout instant t fondamental (débit en vh/h en fonction du taux

a ’aide de trois variables dynamiques fondamentales : la d’occupation), avec les données de trafic ayant servi a
concentration p(x,t), la vitesse v(x,t) et le débit q(x,t). I’identifier :

La figure 1 donne un exemple d’un tel diagramme

Ces variables sont précisément celles que mesurent les
capteurs et qui sont aisément accessibles aux exploitants.

2500 1 Traffic volume (vhih) 5000,
qmax 7000, Tomarigm Detector Data

Ces variables sont reliées naturellement par deux souo
équations :
61p+8xq=0 (1 1500
(conservation du trafic en section courante, i.e. sans
termes sources pour les entrées sorties) 1000
q=pv ) .
(équation de définition de la vitesse). e
Les modéles macroscopiques se distinguent par la g :

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

maniére dont le systeme (1), (2) est complété par une
troisiéme équation.

En général le systéme est complété par une équation
déterministe. La raison en est simple: le trafic est
anisotrope, il est trés fortement contraint par la capacité

Figure 1 : Identification par optimisation du diagramme
fondamental (OASIS, Haj-Salem et Mangeas 1998)

La combinaison de (1), (2), et (3) constitue le modéle

des 1r}frastructures, les réglementations de sécurité ainsi LWR (Lighthill et Whitham 1955, Richards 1956) qui s
que l’offre et la demande locales de trafic (Lebacque . . . .
résume par une seule équation de conservation

1996). 29 +2,(Q.(p.x))=0 @)
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La dispersion des données de trafic est due en partie a
des causes déterministes dont I’analyse nécessiterait une
modélisation plus fine (multi voies et/ou multi classes),
mais elle est également due a des phénoménes
stochastiques reflétant la variabilité des comportements
des individus participant au trafic.

Le caractere stochastique du trafic est trés généralement
pris en compte dans les modéles microscopiques. 11 I’est
également dans les modeles cinétiques, mais sous forme
intégrée (espérances ou probabilités). Il s’agit par
exemple de distributions de vitesses désirées
(maximales), ou de probabilités de changement de voies
par classes d’usagers, etc. Les éléments stochastiques de
ces modeles sont ainsi intégrés sous forme de
composants déterministes dont seule 1’origine (i.e. le
modéle comportemental) est stochastique. Il s’agit donc
de modéles comportementaux dont la construction est
particuliére. Le lecteur est renvoyé par exemple a
Ngoduy 2006 et a la bibliographie incluse dans cette
référence.

Certains modéles macroscopiques discrétisés tels SSMT
(Lebacque 1984) (schéma de Godunov appliqué au
modéle LWR (4)) contiennent également des modéles
stochastiques intégrés : gestion des conflits entre
mouvements  opposés dans les intersections,
interprétation de la densité en termes de probabilité de
présence).

Il importe cependant pour certaines applications, par
exemple la gestion du trafic en temps réel, de disposer de
modeles du trafic prenant en compte de le caractére
intrinséquement stochastique du trafic. Trés peu d’efforts
de recherche ont été accomplis dans cette direction.

Certains efforts de recherche ont visé a modéliser des
phénomeénes stochastiques spécifiques : les chutes de
capacité du trafic (stop and go) en congestion (Kiihne et
Mahnke 2005), des changements de voie (Dundon et
Sopasakis 2007).

Un modele stochastique tres différent a été proposé par
Weits 1992. Ce mode¢le s’appuie sur un modele de type
LWR, qui est développé au premier ordre autour d’un
état de trafic stationnaire en réponse a une perturbation
dynamique stochastique de type bruit blanc. Ce modéle
présente plusieurs inconvénients.
e Champ d’application limité (perturbation d’un
état stationnaire)
e Complexité importante du calcul, limitant la
portée du modéle en termes de géométrie
(seules des solutions pour le cas d’un anneau
ont été calculées, évitant ainsi I’introduction de
conditions aux limites).
e Effets diffusifs du modéle, contraires au
caractére anisotropique du trafic.

L’objet de cet article est de développer un modéle de
trafic se présentant sous forme d’une perturbation

stochastique d’un mod¢le déterministe hydrodynamique,
doté des qualités suivantes :

e  Pas de caractére diffusif,

e  Solution numérique et simulation aisée,

e Adaptabilité a la simulation des réseaux.
Le modele a été introduit dans Khoshyaran et Lebacque
2007, il est basé sur le modele GSOM (Generic Second
Order Model), un modéle macroscopique générique de
trafic proposé par Lebacque et al 2007.

2. LE MODELE GSOM
2.1. Description du modele GSOM

Le modele GSOM est un modele macroscopique du se-
cond ordre qui généralise les modeéles proposés par Aw-
Rascle 2000 et Zhang, 2002. Le modeéle GSOM est basé
sur le systéme d'équations suivant:

op+ 8X(pV) =0

d,(p1)+0,(pv1)=0 Conservation de I'attribut I~ (5)
V= S(p, | ) Diagramme fondamental li¢

Conservation du trafic

au conducteur

| est un attribut lié au conducteur. En effet en combi-
nant les deux premieres équations de (5) il vient

| =0,1 +vo,1 =0 (©)

On peut en fait montrer, Lebacque et al 2005 et 2007 que
(6) est inconditionnellement valide (indépendamment
des ondes de choc, des discontinuités statiques de nature
géométrique).

La signification physique de (5) est la suivante : chaque
conducteur d’attribut comportemental | se comporte
selon son propre diagramme fondamental, lequel ex-
prime le comportement de poursuite du conducteur. Ce
diagramme fondamental est noté

def
q=p3(p.1)=R(p,1) (7)

La variabilité¢ des diagrammes fondamentaux permet de
rendre compte de la dispersion des points de mesures de
trafic.

Le modele GSOM s’interpréte donc comme un modéle
LWR a diagramme fondamental dépendant des conduc-
teurs. Cette interprétation se traduit par exemple dans les
expressions des vitesses caractéristiques :

OR
7\‘1 = _’ 7\‘2 =

op
Les 1-ondes sont associées aux ondes cinématiques
d’accélération (détente) et de décélération (chocs),
comme dans le modéle LWR, alors que les 2-ondes pro-
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pagent les discontinuités de | a la vitesse du trafic (ré-
sultat en accord avec (6)). Le lecteur est renvoyé a
Mammar et al 2005 et Lebacque et al 2007 pour une
analyse compléte du modéle (5) et de ses solutions ana-
lytiques.

2.2 Exemples de diagrammes fondamentaux

a. L’exemple le plus simple de diagramme fondamental
variable est celui déduit des travaux de Aw et Rascle
2000 et de Zhang 2002 modele ARZ). 11 s’exprime
comme suit

3. 1)=Velp)+ 1. R(p,1)=Q.(p)+p! (8)

Dans ce modéle le paramétre comportemental |
s’interpréte comme la différence entre la vitesse courante
du trafic et la vitesse résultant d’un diagramme fonda-
mental de référence (la vitesse relative).

Le diagramme fondamental variable est illustré par la
figure 2 suivante (débit et vitesse en fonction de la
concentration, unités véhicule, métre, seconde) :

Flow

Figure 2 : diagramme fondamental du mode¢le
GSOM-ARZ

B. Un second modéle est déduit de la famille de dia-
grammes fondamentaux de Cremer et se traduit par la
formule suivante :

! x
3(p.1)=V,,, 1—[ P ] , B()=—"—d (9
pmax

L’expression de B(I ) garantit que la concentration criti-

que et la concentration maximale restent dans un rapport
constant y . Le diagramme fondamental déduit de (9) et

(7) est décrit par la figure 3 suivante (débit et vitesse en
fonction de la concentration, unités véhicule, métre, se-
conde) :

Figure 3 : diagramme fondamental du mode¢le
GSOM-Cremer

C. Un troisiéme modéle se déduit du modéle bi-phase de
Colombo 2002, qui I’a introduit pour décrire le trafic sur
les autoroutes de Lombardie. Ce modeéle a été adapté
comme modéle de type GSOM dans Lebacque et al
2007. L’expression de ce modele dit modéle de Colombo
1-phase est la suivante :

v (p) Si P <P

S( ’I): (I +q*JVO(p) Si pspcril (10)
p

avec les notations suivantes :
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Vi (p):Vmax _BU
B _ Vmax _Vcrit et
Qmax /Vcrit

Vo(p)=1-p/Ppay

1
Perit =%[‘P—\/<P2 —4q*9}

def def
SZB_ ! P (-P:Vmax_l—i_i

max p max

Le paramétre Q. est légérement supérieur au débit
maximum. Les autres paramétres sont intuitifs. p (1)

désigne la concentration critique (pour laquelle le débit
est maximum); celle-ci sans pour autant étre indépen-
dante de | , n’en dépend que modérément.

Ce modele est illustré par la figure 4 ci-aprés (méme
systéme d’unités vh, m, sec que les figures 2 et 3).

Speod

Flow

=\

Figure 4: diagramme fondamental du modéle
GSOM-Colombo 1-phase

2.3. Formulation lagrangienne du modéle GSOM.

Pour construire un modele stochastique de la famille
GSOM, il est utile de donner la formulation lagrangienne
de ce modele. Les résultats de cette sous-section adaptent
au modele GSOM les résultats obtenus par Aw et al
2002 dans le cas du modéle ARZ .

au 2 avril 2008 — Paris- France

Les coordonnées lagrangiennes sont I’indice de véhicule
N et le temps T . Plus précisément nous définissons :

def

NGO ] ple )i
! an

T=t
On déduit de (11) les relations suivantes

o,N=-p
o,N =q

et donc les formules de coordonnées :

0, =—poy
0, =01 + 00,

Oy =10,
0 =0, +V0,

On a introduit la distance inter-véhiculaire r définie par :

def

r=1/p (12)

Introduisons le diagramme fondamental en coordonnées
lagrangiennes :

def

N(r,1)=3(p,1) (13)

pesedd

Figure 5 : diagramme fondamental en coordonnées la-
grangiennes (modele GSOM-Colombo 1-phase).
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Ce diagramme fondamental, qui a la propriété d’étre
monotone et concave, est illustré par la figure 5 précé-
dente (vitesse en fonction de la distance inter véhiculaire
et de ’attribut usager | ).

Le modele (5) s’exprime maintenant sans difficultés en
coordonnées lagrangiennes (11) ; on peut vérifier que la
transformation (x,t)— (N,T) respecte les ondes de

choc et constitue donc une transformation admissible.

0:1+0,V=0 Conservation du trafic

0:1=0 Conservation de I'attribut | (14)
V= N(r, | ) Diagramme fondamental lié

au conducteur

3 LE MODELE GSOM STOCHASTIQUE
3.1. Formulation du modele

L’idée du modele est la suivante. Le comportement de
poursuite des usagers est décrit par le diagramme fon-
damental, qui dépend de I’attribut | . L’hypothese faite
dans cette section est que le caractére aléatoire du trafic
affecte le comportement des conducteurs, donc I’attribut
I . Nous proposons donc le modeéle suivant :

dB,

I==(1,W W, =t
(, t), avec t at

15)

(ou B, désigne un processus brownien et W, un bruit
blanc associé a B, ).

Le modele (15) exprime que le caractére aléatoire du
trafic génére des perturbations qui affectent la dynami-
que des véhicules indirectement, par I’intermédiaire de
’attribut | .

Précisons une hypothése implicite dans (15), mais trés
forte. La perturbation W, est fonction des événements

® e Q de I’espace de probabilité sous-jacent (Q,P) et
des véhicules N :

W, =W, (N;o) (16)
Par intégration de (15) on déduit
I =1(N,T;0) (17)

L’hypothese est forte et restrictive car elle stipule que les
perturbations qui s’exercent sur les conducteurs sont
indépendantes.

I1 est clair que le modeéle s’exprime idéalement en coor-
données lagrangiennes, donc en combinant (14), (15) et

(16) :

Orr+0,v=0  Conservation du trafic
d:1=2(1,W;) Conservation de I'attribut | (18)
V= N(r, | ) Diagramme fondamental lié

au conducteur

W, =W, (N;®) Processus de perturbation

Comment résoudre (18)? Les étapes de la résolution
sont les suivantes :

®* Fixer I’événement o € Q

® Intégrer (15) ou de manieére équivalente
d:1 =Z(1,W; ), afin d’obtenir (17)

*  Résoudre 8;r+0,(N(r,1))=0, (I"équation de
conservation) avec | =I(N,T;®). Cette équa-
tion apparait comme une équation de type
LWR, avec une fonction de flux dépendant de
N. En termes de régularité, il importe pour la ré-
solution par la méthode d’offre/demande (Le-
bacque 1996) que | = I(N,T;(o) soit au moins
continue par morceaux relativement a N et T
pour presque tout m € Q2.

Le modele (18) peut-étre formulé sous forme eulérienne

dp+0,(pv)=0 Conservation du trafic
d.(p1)+0,(pv1 )= p=(p,W,) Equation de I'attribut |

v=3(p,1) Diagramme fondamental
lié au conducteur
W, =W, (N; o) Bruit blanc lagrangien

Il est néanmoins préférable de se limiter a la formulation
lagrangienne qui, compte tenu des hypothéses sur le
bruit blanc W, , apparait comme intrinséque.

3.2. Discrétisation particulaire de (18).

[dHID! |
al
X, (1) x,. (1)

Figure 6: cellules de discrétisation lagrangienne

On applique la méthode ci-dessus en supposant que
weQ est fixé et que la solution |=1(N,T;0) de
d;1 =Z(1,W; ) soit continue par morceaux.

Le schéma de Godunov s’applique (Lebacque 1996), et
est optimal parmi les shémas d’ordre 1. Les cellules sont
les paquets de AN véhicules. Nous optons pour le choix
AN =1, c'est-a-dire une discrétisation particulaire. No-
tons que, dans le cas déterministe, de tels schémas ont
été proposés,
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e Pour le modéle LWR dés 1994 par Van Aerde
(modéle INTEGRATION)

e  Pour les modéles d’ordre supérieur par Aw et al
2002.

A chaque cellule (n) et a chaque pas de temps
def
(t) =[tAt, (t + 1)At] nous associons la distance inter véhi-

culaire (voir figure 6) :
def

Iy (t) = Xno (t)_ Xn (t)

La fonction de flux du modéle, N(r, | ), est monotone
croissante (exemple : figure 5), donc la demande est
égale a N(r, 1) et I'offre est égale a la vitesse maximale.
Compte tenu de la formule du min, et en supposant la
section homogene, le flux entre cellules se limite a la
vitesse d’équilibre.

| o+ [ | 1) |

»

Sens du trafic
Figure 7 : Schéma de Godunov

On notera que par définition le sens de numérotation des
cellules est inverse de celui du trafic (figure 7). Le sché-
ma de Godunov en résulte :

v, (1) = N(r, ()1, (1) (19)

On exprime alors T, (t) en fonction de x, ,(t), x,(t) , en
décomposant (19):

X, (t+1)=x, (t)+ Atv, (t)
| (20)

Vo (£)=N(r, ()1, (1)

Pour évaluer 1,(t+1) il faut intégrer 0,1 =2(1,W,),
i.e. (15) . Nous noterons donc  S(iy,t,,t,;®) la solution a
t, de:

I (S) == (I (S),WS (n, (o)), avec | (to ) =i,
11 vient donc :

I, (t+1)=S(1, () t.t+ At;») Q1)

Le schéma de Godunov s’exprime par (20), (21). Le
probléme de la cohérence entre pas de temps et d’espace
(condition CFL, Courant-Friedrichs-Lewy, voir Kroner
1997) sera abordé plus loin.

4. MODELES STOCHASTIQUES: QUELQUES
EXEMPLES

Nous analyserons deux modeles simples de processus.

4.1. Le premier exemple est le processus d’Ornstein-
Uhlenbeck, qui résulte du choix suivant de E :

Z(1L,W)=—al +cW (22)

. dB
oet o désignent deux parametres, W, = d_tt’ B, est un

processus brownien dont les incréments B, — B, sont
gaussiens centrés, indépendants, de variance t—S. Rap-
pelons que les trajectoires t — B, (0)) sont continues pour

presque tout me Q. Avec ce modeéle on calcule aisé-
ment la résolvante S :

s0ato)=of o G5 108 29

qui est une variable gaussienne de moyenne 1(0)e™ et
de variance
1 _ 872at
6’ ———
200
(c’est le processus d’Ornstein-Uhlenbeck). On notera
donc que

1 (to)=of e“tdB, (n;0)+1,(0)e ™ (24)

L’intégrale dans (23) et (24) est ’intégrale de Wiener.
Les trois processus, W,,B,, In(t), sont illustrés par la

figure ci-aprés (abscisse : temps en secondes, ordonnée
en métres/seconde):

_‘-'\"'Jn ',l,f

' J I |
A AR v
A o
. L ',.II I?‘{ i W " "II]

W

Figure 8 : Bruit blanc et processus associés

L’allure typique des réalisations du processus
d’Ornstein-Uhlenbeck 1,(t) est illustrée par la figure 9

suivante (mémes unités que la figure 8):
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Figure 9 : processus d’Ornstein-Uhlenbeck | (t)

4.2 Deuxieéme exemple

Le processus décrit par (23) admet des valeurs arbitrai-
rement grandes avec une probabilité non nulle, on peut
donc penser que ce processus ne représente
qu’imparfaitement la réalité. En fait on a de bonnes rai-
sons de penser (voir observations de trafic, figure 1) que
les valeurs de | doivent étre bornées. D’ou I’idée de
transformer le processus d’Ornstein Uhlenbeck en un
processus borné par une transformation

F:[-1.,L]> 1R

i

| 'I I
i | | J
| |1|||I1/f b,

-if'll' lil ! H|| .

A 'Il! \* J[" . rF
W ﬂnllliﬂ |
li‘ [”” (!

SN ]l

Figure 10 : processus Ornstein-Uhlenbeck transformé

Nous considérons ici un processus 1 défini comme F'
appliqué a un processus d’Ornstein-Uhlenbeck.
F(1)= Argth(1/1.) ou bien F(I)=tg(n1/1.) convien-
nent. Nous définissons donc :

E(l,w)z—ammL (25)

FO) F0)

d'ou nous déduisons :

L (to)= F’I(GJ: e “9dB_(n; )+ F’l(ln(o))e"“) (26)

Un exemple de réalisation d’un tel processus est par la
figure 10 (mémes unités pour les figures 8 et 9) :

Le schéma de Godunov pour ce modéle se déduit de (20)
et de (26) :

v, (1) =N, 0.1, (1)) o
i (S

L’équation actualisant |, dans (27) constitue une ap-

proximation de (26) (Euler implicite). La condition CFL
s’obtient en imposant une condition de distance inter
véhiculaire minimale (voir Khoshyaran et Lebacque
2007), et la formule résultante s’exprime comme :

At <Max: _ M 28)
e EE( )]

ou I, (I) désigne la distance inter véhiculaire minimale

(voir Figure 5).
4.3 Quelques exemples de simulations.

Les perturbations stochastiques affectant I’attribut | in-
duisent, comme prévisible, un certain nombre d’effets :
formation spontanée de pelotons, perturbations sponta-
nées et persistantes. Celles-ci se propagent cependant
conformément au modele LWR, en moyenne.

Figure 11 : poursuite de deux véhicules (ralentissement
du premier)

Il en est de méme des variations d’offre (celles-ci sont
modélisées par une variation de la particule de téte) et
des variations de la demande.

La figure 11 illustre le comportement de poursuite de
deux véhicules (vitesse exprimée en m/s en ordonnée,
temps en secondes en abscisse).
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Les figures suivantes (12, 13, 14) décrivent les trajectoi-
res des particules (véhicules) simulées (distance parcou-
rue en meétres en ordonnée, temps en secondes en abs-
cisse) .

Lacation

Figure 12 : propagation d’une restriction d’offre

La demande est modélisée par une injection de véhicules
en amont de la section modélisée, a une distance de
Iordre de 1., (1) en amont du dernier véhicule, en situa-

tion de congestion, ou directement a I’entrée de la sec-
tion en cas de trafic fluide (c’est alors la vitesse du véhi-
cule entrant qui est ajustée en fonction de I’inter distance
avec le dernier véhicule).

Lacation

Figure 13 : perturbations spontanées, onde de choc

Lacation

Figure 14 : diminution de la demande, congestion initiale

On notera la similitude des trajectoires simulées avec
celles observées par Treiterer et Myers 1974.

5. CONCLUSION

Le modéele proposé est dénué d’effets diffusifs ; ainsi
qu’il ressort immédiatement de la convergence, pour
presque tout ®weQ, des solutions du schéma de
Godunov (20), (21) vers les solutions du systéme (18).
Le modéle reproduit bien les propriétés stochastiques du
trafic, telles que décrites par exemple dans les
observations de Treiterer et Myers. 1974.

Par ailleurs le mod¢le en coordonnées lagrangiennes est
aisément calculable, y compris numériquement, au
moins pour les modeles standards de | .

Les recherches en cours sur ce modele visent trois
objectifs :

1. analyser les distributions de densité, de débit et
de vitesse prédites par le modele, afin
d’appliquer le modéle au contréle du trafic, et
de faire la jonction avec I’interprétation
probabiliste de SSMT (Lebacque 1984),

2. étendre le modele en incluant les conditions aux
limites et les modéles d’intersection introduits
pour les modéles GSOM dans Lebacque et
Khoshyaran 2005, Lebacque et al 2007,

3. Rendre compte de phénomeénes stochastiques
non linéaires tels le "stop-and-go", et les
réductions dynamiques de capacité.
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