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RESUME : Cet article traite de [’identification de modele d’état d’ordre fractionnaire par erreur de sortie. Une
méthode de optimisation non linéaire est utilisée , basée sur le calcul des fonctions de sensibilité paramétriques. Un
modeéle d’état fractionnaire multivariable des fonctions de sensibilité est développé et sa simulation est basée sur
["opérateur d’intégration fractionnaire. Différentes simulations illustrent les performances de la méthode.
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1- INTRODUCTION

Les systémes d’ordre non entier connus aussi sous le
nom de filtres fractionnaires interviennent dans les
processus de diffusion [1-3] présents dans divers
domaines: acoustique (Matignon, 1994), électrochimie
(Sabatier et al., 2006), thermique (Battaglia et al., 2000 ;
Malti et al., 2006), controle (Tenreiro Machado, 2002 ;
Vinagre et al, 2002)... Ils présentent une dynamique
complexe caractérisée par la propriét¢ de mémoire
longue et une structure de dimension infinie (Oustaloup,
1995; Aoun, 2005). L’utilisation des systémes d’ordre
fractionnaire  s’impose  naturellement pour la
modélisation, la simulation, [I’identification de ces
processus. Dans le but de la simulation des systémes
fractionnaires, différentes approches ont été proposées a
savoir :

L’approche directe, basée sur la discrétisation numérique
de la dérivée fractionnaire (Oustaloup, 1995; Samko et
al., 1993), permet d’obtenir une équation récurrente de
type mémoire longue.

L’approche indirecte, basée sur une approximation
entiére continue du systéme a simuler, a partir de la
synthése d’opérateur de dérivation ou intégration
fractionnaire fondé sur le concept de fractale a travers la
récursivité (Oustaloup, 1995 ; Poinot ef al., 2003) .
Au-dela de la modélisation théorique et de la simulation,
se pose le probléme de I’identification nettement plus
complexe que dans le cas entier ou, I’ordre maximum du
modéle étant fixé, les ordres sont distribués
implicitement avec un écart unitaire et I’estimation des
parametres du modele entier suffit pour sa description .
Dans le cas fractionnaire, [’estimation des ordres
fractionnaires s’avere nécessaire au méme titre que les
parameétres du modéle de plus, ils interviennent non
linéairement par rapport a la sortie du modéle. Deux
approches d’identification sont alors a distinguer :

la premiére, basée sur une méthode a erreur d’équation
ou les ordres de dérivation d’une équation différentielle
fractionnaire sont supposés connus a priori, et
I’estimation paramétrique est effectuée soit par une
technique moindres carrés linéaires (Le Lay, 1998 ; Lin,
2001), soit par la méthode des filtres de variables d’état
continus (Cois, 2001) .

Dans la deuxiéme approche, les ordres de dérivation
doivent étre estimés au méme titre que les coefficients et
une méthode a erreur de sortie basée sur une technique
d’optimisation non linéaire s’impose, en I’occurrence
I’algorithme de Marquardt. Dans (Benchellal er al.,
2005) le modéle non entier est approximé par un modeéle
d’état entier de grande dimension, basé¢ sur 1’opérateur
d’intégration fractionnaire borné en fréquence (Poinot et
al., 2003; Aoun 2005). L’identification consiste alors a
estimer conventionnellement les paramétres de
I’approximation entiere. Une deuxiéme méthode repose
sur D’estimation paramétrique d’un modele d’état non
entier sous forme modale, la sortie étant une
combinaison linéaire des modes propres (Cois et al.,
2002). L’inconvénient des approches précédentes réside
dans la complexité du calcul des fonctions de sensibilité
paramétrique, nécessaire a la minimisation du critére
quadratique. Le modé¢le de ces derniéres simulé a chaque
itération, différe selon la variante de la structure du
modéle considéré, et leur écriture dans le cas général ne
peut pas étre déduite; de méme, si un modéle de
dimension supérieure est considéré, le modele des
fonctions de sensibilité n’est plus valable.

C’est dans ce cadre que s’inscrit la contribution de notre
papier. Elle consiste a développer une méthode
d’identification a erreur de sortie, d’un modele d’état
fractionnaire basé sur 1’algorithme de Marquardt. Celui-
ci repose sur le calcul des fonctions de sensibilité
paramétriques nécessaires pour le calcul du gradient et
hessien.
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Le modéle des fonctions de sensibilité paramétriques est
développé sous forme d’un modéle d’état fractionnaire
multivariable. Sa simulation, basée sur 1’opérateur
d’intégration fractionnaire bornée en fréquence, permet a
chaque itération d’ajuster le vecteur de paramétres a
estimer ; de cette fagon 1’algorithme de Marquardt est
généralisé au cas fractionnaire. L’identification est
effectuée sur les paramétres du modéle et non sur
I’approximation elle méme. Son avantage majeur, réside
dans la simplicit¢ de formulation des fonctions de
sensibilit¢é et son applicabilit¢ aux modeles d’ordre
fractionnaire  sous forme représentation d’état
indépendamment de leur dimension ; de ce fait, elle
permet I’identification d’un grand nombre de systémes
d’ordre fractionnaire.

Cet article est organisé comme suit : la deuxiéme partie
rappelle les principales définitions des systémes non
entiers et leur modélisation est présentée.

La troisieme partie est consacrée a I’identification par la
méthode a erreur de sortie et la méthode proposée est
développée en détail ; Enfin la dernicre partie présente
différentes simulations numériques permettant de tester
les performances de la méthode, et des perspectives de
recherche sont proposées.

2- MODELISATION DES SYSTEMES D'ORDRE
FRACTIONNAIRE

Un systéme fractionnaire, monovariable, linéaire
invariant, relaxé a ¢ = 0, peut étre décrit par 1’équation
différentielle d’ordre fractionnaire suivante (Oldham,
and Spanier, 1974;0ustaloup, 1995; Samko et al., 1993):

ila,-DC‘y(t)ﬁbjDﬂju(t) (1)

Oua, b;eR; a, 5 € R"; u(t) € R étant I’entrée et y(2)
€ R la sortie.

La transformée de Laplace de la dérivée fractionnaire
suivant la définition de Caputo donne:

L[D%y(1)]=s"Y <s>—§s“”y<“ (0) )

Pour -1 < o<, r entier. Y(s) représente la transformée
de Laplace de y(2) et y™(0) 1a condition initiale de la k™
dérivée. Utilisant ce résultat dans le cas de conditions
initiales nulles, la fonction de transfert du systéme en est
déduite :

-3 bjs”//i a,s" 3)

Dans le cas de systéme commensurable, les ordres de
dérivation sont tous multiples d’un méme nombre réel c.
On a o; = ia et f; = ja. La fonction de transfert s’écrit :

G(s) = ibjsj“ iai s 4)
j=1 i=1

Le modéle d’état fractionnaire est défini, comme dans le
cas entier, par deux équations :

Une équation d’état, dans laquelle chaque état x;(z) est
dérivé a un ordre non entier a.
Une équation de sortie
conventionnel.

Le modéle représentation d’état du systéme fractionnaire
s’écrit sous la forme (Oustaloup, 1995; Raynaud and
Zergainoh, 1998):

comme dans le cas

{D” x(£) = Ax(t)+ Bu(t)
(£) = C x(£) + Du(t) 5)
otueR yeRaeR,xeR" et D4 =[D; -+ D"xn]r

Dans le cas d’un systéme fractionnaire multivariable, la
représentation d’état (5) reste valable avec ue R, y €
R, o€ R et x € R" (Mansouri et al., 2007).

Un systéme fractionnaire (5) est dit BIBO stable
(bounded input, bounded output), si les valeurs propres
A, i =1,..., n de la matrice 4 du modéle (5), vérifient la
condition de stabilité¢ (Matignon, 1998):

jarg(4)| > 72

3- IDENTIFICATION DES
FRACTIONNAIRES

SYSTEMES

Soit le modele d’état fractionnaire (5) a identifier,
I’objectif de I’identification consiste a estimer non
seulement les matrices du modele d’état (5) mais aussi
I’ordre non entier &, commun a toutes les variables d’état
dans le cas commensurable. Pour réduire le nombre de
parameétres a estimer, sans perte de généralité, la forme
canonique commandable (6) est considérée.

X 010 0 110
DU Flo o 0 1 ||x,[Hol
X o 4, 4, 4 | 1X, 1] ©

y:[cl G 'Cn]x + [d]u

Le vecteur @ de parameétres a estimer comprend alors
(2n+2) éléments et est donné par :
0 = [é , a}z[al, e, ¢,y Gy d, ]

no

La sortie du modéle étant non linéaire par rapport au
vecteur 0, I’identification est réalisée par une méthode a
erreur de sortie basée sur un algorithme de
programmation non linéaire : 1’algorithme de Marquardt
(Marquardt, 1963).

3.1- Algorithme a erreur de sortie

Cette méthode appelée aussi méthode du modéle est
caractérisée par la simulation de la sortie a partir de la
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seule connaissance de [’excitation et du modele. En
conséquence, la sortie simulée est indépendante de la
perturbation affectant le systéme (s’il n’y a pas de
bouclage), (Richalet ez al., 1971).

L’ensemble des données est composé de K observations
{w, y*} avec t = kI, (T,étant la période
d’échantillonnage) et y*, = y, + b, ou by est le bruit de
sortie.

Soit @ I’estimation du vecteur de parametres exactd .

La valeur optimale de 6 et obtenue en minimisant le

K
crittre quadratique J=) & ol g =y, —F, est le
k=1
résidu.
L’algorithme de L. Marquardt est utilisé pour estimer 6
itérativement (Marquardt, 1963).

g =g" —{[J},ﬁ/ll ]_1 J'g}

6=6""

K
J 4=-2D €,01, le gradient a la i"™ iteration ®)
k=1

K
Jw=2D 010 (0,,)" leHessian a lai™ iteration
k=1

Avec A paramétre de controle.
0,,=07(k,0)/06 la fonction de sensibilit¢ de la sortie a

I’échantillon k.

Cette technique est basée sur le calcul du gradient et du
hessien, eux méme dépendant de 1’intégration numérique
des fonctions de sensibilité. Le paragraphe suivant
s’attache donc a présenter une nouvelle méthode de

calcul des fonctions de sensibilit¢é pour le cas
fractionnaire.
311  Calcul des fonctions de sensbilité

paramétriques
Les fonctions de sensibilité Oy, sont les indicateurs

essentiels du conditionnement de I’identification, elles
traduisent 1’effet de la variation d’un paramétre sur la
sortie du systéme. Le développement en série de Taylor
du 1% ordre de la sortie autour de ’espace paramétrique
@, donne :

y(60+06)—y(0)=066[dy/06]= 036 T, ©)

Il indique que la variation de la sortie du modeéle peut
étre projetée sur la base des fonctions de sensibilité, avec
une pondération égale a la variation 86 (Richalet et al.,
1971).

Etant donné, la représentation d’état (6), la méthode
proposée calcule les sensibilités par rapport aux éléments
des matrices 4, C, D : o, /i, j=1, 2n+1, la sensibilité par

rapport a I’ordre o étant calculée numériquement.
En pratique, il convient de définir deux sortes de
fonctions de sensibilité par différentiation par rapport a

6 de (6)

0,6 =8y/ 06 ou 0,/5€ R la fonction de sensibilité

de la sortie par rapport a ]
Oy = dx/96 ou 0,/5€ R"®*V 1a fonction de sensibilité

de I’état par rapport a ]
La différentiation du modéle d’état (6) par rapport a
chacune des composante 6 de  donne :

O [py]edd o 42 (OB L pdu .
a_aj[D x]—aejx+Aaej+aeju+Baej avec j =1, 2n+1(10)

W _pdx ,AC 3D .
96, ~ 06,06, 06, v

Les équations (10) et (11) définissent un modele d’état
non entier des fonctions de sensibilité (12).

» 04 OB || x
D [Q/@J=Aﬁx/é+[£ ﬁ}[u}

(12)
o.=Co _+|:8_C a_D:| *
R N E TS [

Par simplification d’écriture nous écrirons (12) sous
forme :

D*X, =A4X,+BU,
(13)

)]S = CA‘X.S' + D.S'US

Avec :
T
X, =0,5=[0ye, Ovo, - Oup,,]
T

Xs = [O-x1/l9| o G‘“’/e] O-Xl/ez o O-x"/gz t UXI/HZVH»I o Gx”/elnﬂ]

T
YS = O-}’/é = [O-«V/Hl O-y/62 T O-,V/Hzn+1]

Us=[x x2 ... xnu]

A C
A = 4 ; Cg = ¢
A C
94 94 . _o4 7 3B
BSZ 891 892 8(9(2n+1> , avecC W:O
0 0 -« 0 '
aC oc . _oc T
126 96 " 360
"=|ap ap . _ap
891 892 aa(lnﬂ)

11 faut noter que le modele d’état non entier des fonctions
de sensibilit¢ est un modéle multivariable ayant pour
entrées le vecteur d’état x et ’entrée u du modele
fractionnaire a identifier (6), et pour sorties les fonctions

de sensibilité de la sortie par rapport & & . De plus il est
toujours non propre (ie: Ds # (), méme dans le cas
particulier, ou le systéme a identifier (6) est propre
(D=0
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Pour la matrice A, les valeurs propres de (13) sont les
valeurs propres de (6); et la stabilité de (13) est assurée.
Pour la derniére composante du vecteur 6, a savoir
I’ordre «, la représentation d’état ne donne pas accés au
calcul de sa sensibilité par la méthode proposée, cette
derniére est approximée numériquement :

y (k, ot do) -y (k, o) = 8ot . y/da = daL. Gy/q,

Pour une variation J« suffisamment faible une bonne

approximation de la sensibilité o,/ est obtenue.
3.2. Miseen cauvredela méthode d’identification

Pour la mise en ceuvre de la méthode d’identification a
erreur de sortie, deux mod¢les d’état non entiers sont
simulés a chaque itération, a savoir: le modéele
monovariable du systéme a estimer (6), permettant le
calcul de la sortie y et du vecteur d’état x, et le modele
des sensibilité¢ (13), multivariable nécessaire pour le
calcul du gradient et hessian.

La simulation des deux mod¢les d’état fractionnaires (6)
et (13) est réalisée par une approche indirecte basée sur
la synthése d’un opérateur d’intégration fractionnaire
(Poinot ef al, 2003 ; Djamah et al, 2007 ; Mansouri et al,
2007), simulé avec un nombre de cellules N, = 30
cellules sur une bande de fréquences [10 ~, 10 °]; Celui-
ci est approximé par sa représentation d’état entiere
d’ordre (N, + 1).

L’approximation des systémes non entiers s’obtient en
introduisant la représentation d’état de 1’opérateur
d’intégration fractionnaire dans la macro représentation
d’état du systéme a estimer. Elle est sous la forme d’un
modele d’état entier de grande dimension et peut étre
simulée en utilisant les méthodes classiques de
simulation des systémes entiers.

Du fait de la non linéarité de la sortie par rapport aux

parameétres, le critere quadratique J (é) n’est plus

parabolique comme dans le cas linéaire et ’unicité de
I’optimum 6, n’est plus garantie (Richalet et al., 1971;
Ljung 1987). Une mauvaise initialisation de 8 peut faire
converger [’algorithme de Marquardt vers des optima
secondaires. Pour résoudre ce probléme, 1’algorithme est
implémenté a deux niveaux. Le premier niveau permet
une analyse globale des optima, en utilisant une méthode
‘simple search’ par intervalle ( ’ordre ¢ ¢étant limité a
10, 2[ ). Cela permet d’établir une «cartographie» du
critére et des différents optima. Pour le deuxiéme niveau
le vecteur de paramétres 6 est initialisé prés d’un
optimum et la recherche de 1’optimum global est alors
affinée grace a la méthode présentée.
Les étapes principales de 1’algorithme sont données ci
dessous :

1.Pour =0.1:Acx:1

a. initialiser 6 =0

b.Appliquer 1’algorithme Marquardt pour obtenir le

critetre minimum J..,q et la solution locale

coreespondante 6,.,=1[ 0,..; %oeur]

local

c. Garder seulement les 3 meilleures solutions locales
Bcar présentant les plus petits critéres Jioeq:
OPT = [Hllocal 62[oca/ 63/05{11]-

2. Pour chaque élément dans OPT
a. Récupérer ses composantes Ojiocat = [ ,..; X locall

b.affiner la recherché autour de o .y en utilisant un
pas plus petit (par exemple A /10) et trouver
Jiocal €t O1ocar €n utilisant I’algorithme Marquardt.

c. Garder seulement la meilleure solution = Ogpimar

3.3. Validation des paramétres estimés

En supposant que la séquence des erreurs de prédiction
est blanche, le vecteur des paramétres estimés est un
vecteur aléatoire centré sur 6, dont une estimation de sa
matrice de covariance est donnée par (Ljung, 1987):

-1
N
2 T
cov(b,,) = bor |:z O O-k,9:|
=1

ou o+ est la variance du bruit de sortie.

Les éléments de la diagonale de la matrice de covariance
représentent les variances de chaque paramétre alors que
les ¢léments hors diagonale sont les coefficients de
corrélation entre deux parametres.

4- EXEMPLESDE SIMULATION

Différentes simulations sont réalisées sur 2 modéles
d’état de dimensionl: le premier apériodique
(0 < < 1), le deuxieme oscillatoire (1 < a < 2), et sur
un modele d’état de dimension 2, pour différents
rapports signal sur bruit (SNR)..

Exemple 1: Systéme apériodique.

A =[-4]; C =[2], a=[0.5] correspondant a la fonction
de transfert: H(s) = 4/(2 +5%%).

Le tableau 1 donne les résultats des simulations, pour

différents SNR et les figures 1 a 3 montrent les réponses
temporelles correspondantes.

Paramétres A C o Critére
Réels -4 2 0.5 /
Sans bruit|-4 2 0.5 3.735e-30

SNR =2 |-4.0111{2.0089|0.49003]0.56446
SNR =1 |-3.762 |1.8913|0.49905|1.1274

Tableau 1 : Résultats des simulations

Estimés




MOSIM’08 - du 31 mars au 2 avril 2008 —Paris — France,

oi 1 L L - L L 1
1] 1 2 3 4 5 & 7
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Figure 1. Réponse du systéme 1, cas sans bruit
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~— astimatad |
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Figure 2. Réponse du systéme 1, cas SNR=2

| measured
L estimated

i L L L
5 6 7 a8 a 10
Time {sac)

Figure 3. Réponse du systéme 1, cas SNR=1
Exemple 2: Systéme oscillatoire.
A =[-2]; C=[3]; oo =[1.8]; correspondant a la fonction
de transfert : H(s) = 2/(3+s")

Le tableau 2 donne les résultats des simulations pour
différents SNR, suivent les réponses temporelles des
systémes simulé et estimé données par les figures 4, 5, 6.

Paramétres | A C o Critére
Réels -2 3 1.8 /
Sans bruit|-2 3 1.8 1.2766e-26

8
E SNR =2 |-1.9718(2.9522|1.7988]132.22
MISNR =1 [-2.0217(3.0266]1.796 [264.67

Tableau 2 : Résultats des simulations

Magnitude

T

L i L in A i n L L L
] 1 z 3 4 3 [ 7 3 9 0
Time

Figure 4. Réponse du systéme 2, cas sans bruit

Magnituda
-

-0 1 2 a 4 [ 7 8 a 10

Figure 5. Réponse d{;nesystéme 2, SNR=2

Magninude

=0 1 2 5 6 T a L] 0

Figure 6. Réponseh(rlhzl systéme 2, SNR=1

Ces exemples montrent que 1’algorithme d’identification
reconstitue avec une bonne précision les caractéristiques
du systéme fractionnaires simulé méme en présence d’un
pourcentage important de bruit (100%).

Exemple 3: Modéle d’état fractionnaire de dimension 2.
A=[01;-2-1];C=[2 3]; &= [0.6 0.6], correspondant
a la fonction de transfert :

H(s)=(2+35")/(2+5"" +5'%)

Le tableau 3 donne les résultats des simulations, et
I’écart type des paramétres estimés pour le cas
SNR=10. Les figures 7 et 8 illustrent les réponses
temporelles des systémes simulé et estimé. La figure 9
donne la réponse fréquentielle pour le cas SNR = 10.
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Paramétres Parameétres estimés Ecart
mesurés [Sans bruit [SNR=10 type
al =-2 -2 -2.0187 0.00250
a2 =-1 -1 -0.9695 0.04294
cl=2 2 2.0101 0.00477
c2=3 3 2.9717 0.05005
o=0.6 0.6 0.5979 0.00402

Critére 5.292e-2312.0017 /

Tableau 3 : Résultats des simulations

On note que les courbes des systémes mesuré et estimé
correspondent dans les domaines temporel et fréquentiel.

15

Megnitude:

0.5

o

I . . I . I . . .
o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Time (sec)

Figure 7. Réponse temporelle de 1’example 3. Cas sans
bruit

Measuré

Estimé

-0.2

o 5 Time (sec) 10

Fig 8. Réponse temporelle de I’example 3. Cas SNR =10

Bode system order:2, Noise:10%

Megnitude (dB)

Phase (deg)

o0k

L L L
10" 107 Frequency fd/sec) 10° 10° 10°

Figure 9. Réponse fréquentielle de I’example 3. Cas
SNR =10

Les simulations numériques effectuées, montrent
I’efficacité de la méthode, pour les modeles d’état de
dimension 1 et 2.

5- CONCLUSION

Une méthode d’identification a erreur de sortie d’un
modele d’état d’ordre fractionnaire est présentée dans cet
article. Elle permet 1’estimation des paramétres ainsi que
I’ordre non entier du systéme. L’algorithme de
Marquardt connu pour assurer une estimation non
biaisée est utilis¢; cependant, le point névralgique de cet
algorithme est le calcul des fonctions de sensibilité
paramétriques, nécessaires pour la procédure de
minimisation du critere.

Dans le but de résoudre ce probléme, un modéle d’état
non entier, multivariable des fonctions de sensibilité est
développé, et sa simulation repose sur 1’opérateur
d’intégration fractionnaire. Ceci permet de généraliser
I’algorithme de Marquardt au cas fractionnaire. L intérét
de la méthode est sa flexibilité d’application a différentes
structures de systémes de systémes fractionnaires, du fait
de la possibilit¢ de conversion & un modéle d’état non
entier. De plus le modéle des fonctions de sensibilité
développé reste valable, indépendamment de la
dimension du modé¢le d’état considéré ; de cette fagon,
permet I’identification d’'un nombre important de de
systtmes d’ordre fractionnaires. Les simulations
numériques effectuées, montrent I’efficacité de la
méthode méme en présence d’un pourcentage important
de bruit.

La prochaine étape de ce travail consistera a généraliser
la méthode au cas de systémes non commensurables.
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