7¢ Conférence Francophone de MOdélisation et SIMulation - MOSIM’08 - du 31 mars au 2 avril 2008 - Paris - France
«Modélisation, Optimisation et Simulation des Systémes :

Communication, Coopération et Coordination»

MODELE POUR LA LINEARISATION DE SYSTEMES A EVENEMENTS
DISCRETS NON LINEAIRES DANS L’ALGEBRE (MIN, +)

APPLICATION : EVALUATION DE PERFORMANCES

Samir HAMACI
EPMI/ECS

13, BVD de I’Hautil 95092 Cergy-Pontoise

s.hamaci@epmi.fr

RESUME :

Jean-Louis BOIMOND, Sébastien LAHAYE

LISA

62 avenue Notre Dame du Lac 49000 Angers

{boimond, lahaye}Quniv-angers.fr

\

Cet article traite l’analyse de performances des sytémes o événements discrets modélisables

par des graphes d’événements temporisés avec multiplieurs. Ces modéles n’admettent pas une représentation
linéaire dans l’algébre (min,+). Cette non linéarité est due a la présence des poids sur les arcs. Pour pallier
a ce probléeme de mon linéarité, on propose une méthode de linéarisation de ces graphes, dans le but d’obtenir
des représentations linéaires dans l'algébre (min, +), ceci afin d’appliquer certains résultats développés dans le
cadre de 'analyse de performances des systémes linéaires dans les dioides.

1. INTRODUCTION

Les réseaux de Petri sont des modeéles graphiques sou-
vent utilisés pour représenter les systémes & événe-
ments discrets. Ils sont largement utilisés pour mod-
éliser, évaluer, voire piloter de tels systemes.

Les systéemes mettant uniquement en jeu des
phénomenes de synchronisation et de saturation peu-
vent étre modélisés par des réseaux de Petri par-
ticuliers, appelés graphes d’événements temporisés
(GET). Ces derniers admettent une représentation
linéaire sur une structure algébrique appelée ’algebre
des dioides (I’algébre (min, +) étant un exemple de
dioide)( Baccelli et al., 1992). Cette représentation
est bien adaptée pour aborder notamment les prob-
lemes d’évaluation de performances ou de commande.

Néanmoins, les techniques développées dans le cadre
des systemes a événements discrets atteignent leur
limite lorsque la taille du systeme considéré est im-
portante (du fait du nombre important d’entités). Il
s’avere alors utile d’utiliser des GET & arcs pondérés,
encore appelés GET avec multiplieurs (GETM), ce
qui permet de réduire la taille du modele. Ces graphes
permettent également de modéliser de facon simple
des opérations d’assemblage et de désassemblage de
produits présentes dans certains systémes de produc-
tion.

Contrairement aux GET, les GETM n’admettent pas
une représentation linéaire dans l’algeébre (min, +).

Cette non linéarité est due a la présence des poids
sur les arcs.

Pour pourvoir appliquer certains résultats dévelop-
pés dans le cadre de la théorie des dioides, inspirée de
(Cohen et al., 1998), on utilise une approche de mod-
élisation basée sur une algebre particuliere, analogue
a lalgebre (min,+). Elle est définie sur un dioide
d’opérateurs muni de deux lois internes : loi additive
(@) correspondant & ’opération min, et loi multiplica-
tive (®) équivalente & la loi de composition usuelle.

Le modele d’état obtenu, sera utilisé, par la suite,
pour ’analyse de performances des GETM.

De maniére analogue aux GET, 'analyse de perfor-
mances des GETM revient a calculer le temps de cycle
du graphe et la fréquence de franchissement associée
a chaque transition. Par exemple, pour un systeme de
production, ces performances correspondent aux cal-
culs : du temps de cycle (temps séparant deux pieces
produites par une machine) et de la fréquence de fran-
chissement (au nombre de pieces produites par unité
de temps, par une machine). Si la théorie spectrale
(Gaubert, 1995) permet de calculer ces performances
pour les GET, le probleme est toujours ouvert pour
les GETM. L’étude bibliographique effectuée dans ce
domaine, a montré qu’il n’existait pas de méthode
analytique générale permettant d’évaluer ces perfor-
mances directement & partir des GETM.

Les méthodes existantes se basent, soit sur la linéari-
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sation de ces graphes avec une augmentation de nom-
bre de transition (Munier, 1993), soit sur des condi-
tions restrictives sur le marquage initial (Chao et al.,
1993).

Dans ce papier, on propose une nouvelle méthode de
linéarisation, qui est une généralisation de la méth-
ode présentée dans (Hamaci et al., 2004a)!. Son
principe consiste & linéariser le modele mathéma-
tique qui représente 1’évolution dynamique du graphe
en synchronisant I’évolution d’un compteur associé a
une transition avec une entrée implusionnelle. Cette
derniére présente un intérét mathématique. Elle
permet, de linéariser toute équation récurrente non
linéaire associée a une transition du graphe. Le mod-
¢le mathématique obtenu est (min, +) linéaire et per-
met d’utiliser les résultats développés dans le cadre
de l'analyse de performances des GET ordinaires.

Ce papier est organisé comme suit : apres quelques
concepts sur les GETM et leur fonctionnement, la
modélisation du comportement des GETM est établie
en section 2. On présente la méthode de linéarisation
en section 3. A partir d'un GET équivalent obtenu
apres linéarisation, les performances d'un GETM
sont calculées en section 4.

2. EQUATION RECURRENTES DES
GETM’s

On introduit brievement la définition et quelques pro-
priétés de base d’un RdP. Pour plus de détails (Mu-
rata, 1989).

Un RdP est un graphe biparti défini par un 5-tuplet
(P, T,M,m,T) ou :

1. P (resp., T) est un ensemble non vide et fini de
places (resp., transitions) ;

2. M € NPXT)U(TXP) définit le poids des arcs :
pour p € P et ¢ € T, le multiplieur M, (resp.,
M,,) spécifie le poids de 'arc allant de la transi-
tion n, vers la place p (resp., de la place p vers
la transition ng) ;

3. m € N” définit le marquage initial : m, désigne
le nombre de jetons initialement contenus dans
la place p ;

4. 7 € NP définit les temporisations associées aux
places : 7, désigne la durée minimale de séjour
d’un jeton dans la place p.

On note *q (resp., ¢*) ensemble des places situées
immédiatement en amont (resp., en aval) de la tran-
sition mg. Similairement, *p (resp., p®) représente

LUn graphe est linéarisable §’il contient au moins une com-
posante de T-invariant égale & un

I’ensemble des transitions situées immédiatement en
amont (resp., en aval) de la place p.

Un graphe d’événements temporisé (GET) est un
réseau de Petri tel que toute place a exactement une
transition en amont et une transition en aval. Les
poids des arcs sont tous unitaires. Ces modéles mod-
élisent les systéemes a événements discrets mettant
uniquement en jeu des phénomenes de synchronisa-
tion et de saturation. Ils admettent une représen-
tation linéaire sur une structure algébrique appelée
Palgebre des dioides (Baccelli et al., 1992).

e Un dioide D est un ensemble muni de deux lois de
composition internes, notées @ (addition) et ® (mul-
tiplication), associatives et ayant chacune un élément
neutre, noté respectivement ¢ et e, telles que @ est
commutative et idempotente (c’est-a-dire, a® a = a).
De plus, la loi ® est distributive par rapport & la loi
@, et ’élément neutre € est absorbant pour le pro-
duit (c’est-da-dire, e ® a = a ® € = €). Notons que le
symbole ® est souvent omis.

Exemple 1 o Z,i = (ZU{+00}, min, +) est un
dioide commutatif ou, la loi additive & corre-
spond a l'opération min ; la loi multiplicative
® est équivalente a 'addition usuelle. L’élément
7€ro de Ziin est e = +00 et I’élément identité est
e = 0. Ce dioide est appelé l’algébre (min, +).

Un doide D est dit complet s’il est fermé pour les
sommes infinies et si la multiplication est distributive
sur les sommes infinies, c¢’est-a-dire : Ve € D et VA C
Dyed(Pz)= Pcx.

€A zeA
Si D est un dioide, I’ensemble D™*™ constitué des

matrices de dimension n X n & coefficient dans D ou
la somme et le produit matriciels sont définis par :

n
(A® B);; = Aij ® Bij et (A® B);j = @ Air, ® By,
k=1
est un dioide.

A la différence du modele d’état classiquement asso-
cié & un RdP, I’état est associé non plus aux places
d’un GET mais a ses transitions. La variable d’état
considérée est un compteur d’événements x4 (t), défini
de Z — ZU {400}, t = z4(t), ol z4(t) € ZU {+o0}
correspond au nombre de tirs de la transition z, ayant
lieu jusqu’a la date t¢.

Pour illustrer I’évolution d’un compteur associé a
la transition z, d'un GET, considérons le GET
élémentaire suivant :

z4(t) = min

Jon (mp + 2 (t — 7). (1)
PE®q, ¢'Ep
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Figure.1 GET élémentaire

On remarque que cette équation est non linéaire dans
I’algebre usuelle de par la présence de 'opérateur min
qui modélise le phénomene de synchronisation® au
niveau de la transition z,. En revanche, elle se décrit
de facon linéaire dans le dioide Z ,p.

Dans le cas ou le poids d’'un arcs est supérieur a
1, le GET devient pondéré. Ce type de modele est
appelé graphe d’événements temporisés avec multi-
plieurs, noté GETM.

Assertion 1 L’évolution du compteur associé a la
transition ng du GETM élémentaire est donnée par
l’équation suivante :

ng(t) = |_Mq_p1 (myp + Mpgng (t — 1)) (2)

T

, )4
Mpyq Mpq

Figure.2 GETM élémentaire

La présence de la partie entiere inférieure dans
I’équation 2 assure la valeur discrete du compteur
indépendamment de la valeur M,,. En général,
une transition n, peut avoir plusieurs transitions en
amont {ny, €°*° ¢}, ce qui implique que ’équation
compteur associée fasse intervenir le min entre les
compteurs associés aux transitions en amont.

Les GETM considérés dans ce papier sont consis-
tant (c’est-a-dire, il existe un T-invariant 6 couvrant
toutes les transitions : {q € T|6(q) > 0} = T) et
conservatif (c’est-a-dire il existe un P-invariant * Y
couvrant toutes les places : {p € P|Y(p) > 0} = P).

Ce type de graphes vérifie les propriétés suivantes
(Teruel et al., 1992):

e Un GETM admet un marquage initial vivant et
borné si, est seulement si, il est consistant et con-
servatif.

’Dans un GET, le phénomeéne de synchronisation se produit
lorsque plusieurs arcs convergent sur une méme transition.

3Un vecteur § € N7 tel que 6 # 0 et WO = 0 est un T-
invariant (W est la matrice d’incidence).

4Un vecteur Y € NP tel que Y # 0 et Y!W = 0 est un
P-invariant.

e Un GETM consistant est fortement connexe si,
est seulement si, il est conservatif.

e Dans un GETM fortement connexe, dans chaque
circuit, le produit des poids est égal & un.

Pour I’étude des GETM, les conditions initiales con-
sidérées ici sont faiblement compatible, c’est-a-dire
tout jeton du marquage initial est disponible qu’a
partir de t = 0. Pour ¢ < 0, le graphe est consid-
éré comme étant "gelé”.

Les jetons visibles a l'instant initial d’observation
t = 0 sont alors ceux du marquage initial. Ces je-
tons sont supposés avoir été introduits dans le graphe
avant 'instant 0, de telle sorte qu’a ¢ = 0 un jeton du
marquage initial est :

e soit en train de subir la temporisation de la place
dans laquelle il a été introduit,

e soit tout juste disponible pour le tir de la transi-
tion en aval.

Cette hypothese est classique dans la théorie des
réseaux de Petri. En effet, dans ce papier, chaque
compteur du GETM est synchronisé avec un comp-
teur correspondant a une entrée impulsionnelle e
(e(t) = 0 pour t < 0 et e(t) — +oo0 pour ¢t > 0,
voir [§5.2 Lahaye, 2000] pour plus de détails.

e(t) »+co

Figure.3 Impulsion (point de vue compteur)

Exemple 2 L’évolution dynamique du GETM
représenté par la figure j est décrite par les équations
récurrentes suivantes :

ni(t) = min(3ns(t — 2),e1(t)),

na(t) = min(| HEE | 3 4 n(t - 1), | 202D | en (1)),

na(t) = min(| 225=1 |, e5(1)).

Les entrées e, correspondent aux entrées impulsion-
nelles. Elles n’ont aucune influence sur l’évolution du
graphe. En effet, Yz, € T , min(z,(t),e,(t)) = 24(t),
puisque e(t) — 4o00.
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Figure.4 Un GETM

Contrairement aux GET, les GETM n’admettent pas
une représentation linéaire dans l’algeébre (min, +).
Cette non linéarité - de par les poids sur les arcs -
est due & la présence de parties entieres dans le mod-
éle (min, +) régissant I’évolution dynamique de ces
graphes.

Pour pallier a ce probleme de non linéarité et pou-
voir, en suite, appliquer les résultats développés dans
le cadre de ’analyse de performances des GET dans
Palgebre (min, +), on utilise une approche de modéli-
sation a base d’opérateur développée en détail dans
(Hamaci et al., 2004b).

2.1. Représentation a base d’opérateurs des
GETM’s

Avant de présenter les opérateurs utilisés pour mod-
éliser les GETM’s, on introduit la définition d’un sig-
nal et d’'un opérateur qui nous seront utiles pour la
suite.

e On appelle signal une application u définie de
Z — (D,®,®),t — u(t). Sachant que D est un
dioide complet.

e On appelle opérateur, noté X, défini d’un ensem-
ble de signaux vers un ensemble de signaux. Il
est linéaire si :

Yu,v € D%, T(u®v) = Z(u) ® S(v),

Vu e DEYAED, T(AQu) = \® Z(u).

Trois types d’opérateurs définis de ZZ . vers ZZ ..

sont utilisés pour modéliser les GETM.

n

1. 4" :n(t) = n(t) +v (v € ZU {+00}),

2. 6" :n(t) » n(t—1) (1 € ZU {+00}),

3. wp:n(t) = [rxn(t))] (re Q).

On introduit le dioide, noté Dy, , non commutatif de
sommes finies de composition d’opérateurs pu,~y, muni
des deux lois suivantes : min pour l'opération (@)
et la composition pour l'opération (®) , avec pour
éléments neutres € = p1 007t et e = 170 Ainsi,
un élément de Dy, est une application, notée p =

k
Dy, y"vi, définie de ZZ, — ZZ . telle que :
i=1

min min’

Vt € Z, p(a(t)) = min (lri(vi +2())]).

On note Dpin[[d] le dioide de séries formelles & co-
efficients dans Dy, avec pour éléments neutres ¢ =
PiooY T et e = u;y°8°. Pour les détails voir
(Hamaci et al., 2004b)

Un élément de Dpin[d] permet de coder un signal
n(t) sous forme d’une série formelle en § et il per-
met, également, de modéliser la relation liant deux
transitions d’'un GETM.

Exemple 3 Dans le dioide Dmin[d], le compteur
ng(t) associé d la transition ng du GETM élémen-
taire de la figure 2 satisfait I’équation suivante :

Ny(0) = ppg1 ™07 pg,, , Nyt (6). (3)

Assertion 2 L’évolution de la dynamique d’un
GETM est donnée par la représentation d’état suiv-
ante :

N(@) = AN@G)@BU®),

(4)
C N(5) @ D U(5),

ot N(0) est le vecteur d’état composé des compteurs
associés aux transitions internes du graphe, codés
dans le dioide Dmin[[0]. U(9) et Y (9) sont les vecteurs
d’entrées et de sorties codés dans Dpyin[0].

Les matrices A,B,C, D sont composées de monomes
de séries formelles en §, chaque monéme modélise
une relation liant deux transitions du graphe dans
Dminl[(s]]-

Exemple 4 Dans le dioide Duyin[[0], ’évolution dy-
namique du GETM représenté par la figure 4 est
décrite par les équations suivantes :

e € ngs2 Ny E
u1/2745 +35 u1/2745u3 Ny |® |E|.
e n1/38m2 e N3 E
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En remarque la présence de ’opérateur u qui modélise
la non linéarité dans I’algébre (min, +).

La proposition suivante fournit les régles de commu-
tation entre opérateurs utiles pour la méthode de
linéarisation que nous allons proposer.

Proposition 1 Soient a, b € N*, nous avons :

1. y26% = 6292, 11,6° = 6, (proprieté de commu-
tativité).

2. Pa—1 b = [4(a—1b)-

3. Soit N () tel que, Vt € Z, n(t) est un multiple de
a, alors pra—1v°N(8) = vl "8, N (6).

Preuve 1

1. Point 1 est évident.

2. pa-1upyN(8) correspond &  |a7l|bn(t)]] =
la"tbn(t)], ce qui équivalent & pu,-14) N (9).

8. pa—1y*N(8) correspond & |a~t(b + n(t))| =
la=tb] + a'n(t) sachant que n(t) € Z U {+o0}
est un multiple de a, ce qui est équivalent a
vl g N (6).

3. LINEARISATION DES GETM’s
3.1. Principe

Un GETM consistant possede un T-invariant dans
lequel toutes ses composantes appartiennent a N*.
Le principe de linéarisation consiste & normaliser le
T-invariant du GETM de facons que les transitions
aient le méme nombre de franchissements par cycle
(Trouillet et al.,2001).

La méthode proposée se base sur un changement de
variables diagonal. soit 6 = (61 05 ... 0,,)" le vecteur
T-invariant du GETM avec n = card(T).

On note ppem (0;) le plus petit commun multiple des
1<i<n
entiers 6;. Par conséquent, pour tout i € {1,...,n},

il existe un entier a; tel que 8;a; = ppem(6;). On
1<i<n

introduit le vecteur d’état X = (1 z2...w,)" défini
par x; = a;n; pour tout ¢ € {1,...,n}.

Proposition 2 Considérons le changement de vari-

able suivant : x;(t) = «a; ni(t) ; Vi = 1,...n tel
que o;8; = ppem(6;). Les composantes z; peuvent
1<i<n

s’exprimer, dans le dioide Dpyin[d], comme suit :

Xq (6) = @ Nanqul 'ymp 67'19 uat;luqu X‘I’ (5)

PE®q, ¢'E*p
(5)

Preuve 2 On a X,;(0) = fta,Ny(6) avec o €

N*, aussi on déduit de I’équation 3 : X,(d) =
Fhorg Hopg Y67 g, , Ny (6). De la défini-

PE®q, ¢'Ep

tion de 6 (c’est-a-dire 6 # 0 et W x 8 = 0 sachant que

W correspond a la matrice d’incidence), on déduit

que Mpy 8y = Mg,0,. Cependant, sachant que 6, =

a,; tppem(0;) et 0, = a;lppcm(ﬁi), on déduit que :

1 1<i<n 1<i<n

Mq_lepqr = aq_laqr et Mpy = aq_qupaq/. En rem-
placant M, dans I'expression de X,() et pa , Ny (6)
par X, (d), on obtient ’expression de X,(d) donnée

par I’équation 5.

Pour pouvoir linéariser cette équation, on exprime
chaque compteur en fonction d’une entrée impulsion-
nelle. Cette derniére va permettre, comme indiqué
par la suite, de linéariser le modele mathématique
régissant 1’évolution dynamique d’un GETM.

Proposition 3 Soit E une entrée impusionnelle, on
a:VYaeNB et Vg=1,..,n,

nay"8" By(8) = 7174167 B, (9). (6)

Preuve 3 Utilisons le point 3 de la proposition 1.
sy 0T E4(0) correspond 4 | x (a + e (t — 7)) =
|8 % a] + e4(t — ) puisque pour t > 0,e4(t) — 400,
donc e4(t) est un multiple de o, qui est équivalent &
ylBel§m B, (6).

Dans la suite, on donne le modele d’état obtenu apres
le changement de variables donné par la proposition
2. Considérons le vecteur X composé des compteurs
décrits par la proposition 2. Les compteurs E cor-
respondent aux entrées impulsionnelles. Finalement,
on obtient :

X(0) = F & X(6) ® E(6). (7)

Ce type d’équations admet la plus petite solution
suivante °:

X (%) = F* ® E(9), (8)

avec F* =e®FOF*>®---.

51,%équation implicite £ = azx @ b admet la plus petite solu-
tion a*b
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Proposition 4 Pour des conditions initiales faible-
ment compatible, Un GETM consistant et conservatif
est linéarisable sans augmenter le nombre de ses tran-
sitions.

Preuve 4 Un GETM consistant et conservalif se
représente par ’équation X (0) = F @ X(§) ® E(9).
En utilisant ’équation 8 et appliquer, ensuite, la
proposition 3, On obtient une relation linéaire en-
tre deuz transitions du graphe (correspondant 4 un
GET). Cette procédure de linéarisation peut étre ap-
pliquée pour toutes les transitions du graphe, puisque
pour toute transition, on peut associer une entrée im-
pulsionnelle.

4. EVALUATION DE PERFORMANCES

De maniére analogue aux GET, ’analyse de perfor-
mances des GETM revient a calculer le temps de cycle
et la fréquence de franchissement associée a chaque
transition du graphe.

Définition 1 (Sauer, 2003) Le temps de cycle,
noté TC, d’un GETM fortement connexe, obtenu a
partir d’un marquage initial My, est le temps moyen
nécessaire pour franchir une fois le T-invariant
minimal en mode de fonctionnement au plus tot a
partir de My.

Ce temps de cycle, qui est identique pour toutes les
transitions du graphe, est aussi équivalent au temps
moyen séparant deux tirs successifs d’une transition.
11 se calcule par la relation suivante :
0
TC =12 (9)

)
q

e 0, est la composante du T-invariant associée a la
transition ng,

e ), est la fréquence de franchissement associée a la
transition n,. Elle correspond au nombre moyen
de tirs de la transition n, par unité de temps.

On rappelle que les composantes de T-invariant as-
sociées & un GET ordinaire sont toutes unitaires.
En effet, en utilisant I’équation 9, on déduit que la
fréquence de franchissement )\, est identique pour
toutes les transitions du graphe. Dans la suite, pour
un GET, cette fréquence de franchissement, aussi ap-
pelée taux de production, sera notée A.

4.1. Evaluation de performances des GET

Soit un graphe d’événements temporisé fortement
connexe fonctionnant en régime autonome. Un tel
graphe se représente par ’équation récurrente X (t) =
A® X (t—1) dans I’algebre (min, +). La valeur propre
A associée & la matrice irréductible & A correspond a
la fréquence de franchissement associée & chaque tran-
sition du GET.

Le théoreme suivant donne une méthode de calcul de
la valeur propre d’une matrice irréductible.

Théoréeme 1 (Gondran et Minoux, 1979)

La wvaleur propore d’une matrice A irréductible 7,
notée \, égale au rayon spectral de la matrice A, soit

A= @(tT'Ak)®l/k,

k=1

n

ot trA* = @ (A*);; correspond & la trace de la ma-
i=1

trice A.

Cette valeur propre peut se déduire directement a
partir du GET & travers le résultat donné par le
théoreme suivant.

Théoréme 2 (Gaubert, 1995) La fréquence de fran-
chissement \ associée a chaque transition d’un GET
fortement connexe est caractérisée par :

N(c)

¢ circuit élémentaire T(C) ’

A=

(10)

ot N(c¢) correspond au nombre total de jetons du cir-
cuit ¢ et T'(c) correspond a la somme des temporisa-
tions des places du circuit c.

4.2. Evaluation de performances des GETM’s

Si le calcul de performances des GET a pu étre réal-
isé grace a la théorie spectrale (Gaubert, 1995), le
probleme reste, a notre connaissance, ouvert pour les
GETM. La difficulté de ces modeles réside dans la

6Une matrice irr“eductible A € D™X™ est une matrice pour
laquelle, pour toute paire (%,7), il existe un entier k£ tel que
(A*);; # ¢ Ou bien, pour toute paire de sommets (i,7), il
existe au moins un chemin allant de j A i et de a j

"Pour une matrice A réductible, I’unicité de la valeur propre
n’est pas assurée. Les résultats énoncés dans ce cas s’appuient
sur une décomposition du graphe en composantes fortement
connexes.
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présence des poids sur les arcs. Ces poids engen-
drent, comme on a vu précédement, une non linéar-
ité dans le modele mathématique régissant 1’évolution
dynamique de ces modeles. Cette non linéarité,
dans lalgébre (min,+), empeche Dutilisation des
théoremes 1 et 2.

En utilisant la méthode de linéarisation proposée en
section 3, on définit le modele linéaire équivalent, et
en déduit les performances du GETM. En effet, la
fréquence de franchissement associée & chaque tran-
sition du GETM, A, , peut étre calculée a partir du
modele (min, +) linéaire obtenu via le changement de
variable posé précedement (proposition 2):
A

Am, = =, 11
= (11)

ou A est la valeur propre du modele (min, +) linéaire
obtenu apres linéarisation.

4.3. Exemple

On détermine le temps de cycle du GETM de la figure
2 a partir d’'un modele linéaire. Ce GETM admet le
T-invariant suivant : ¢ = (6 3 2).

La proposition 2 permet de définir le nou-

veau vecteur d’état X = (X; X» X3)! sachant
que X;(0) = pao; Ni(d), ¢ = 1,2,3 avec
ar =1,a2 = 2, a3 = 3 et ppem(6;) = 6.

1<i<3

On obtient la matrices F' :

€ € 5?2
F = papijpy*d %0 popnjpy*d
€ pa 1 /30 €

Le calcul de F* E se base sur I'utilisation de la propo-
sition 3.

F*E=(e®dFoF*9oF3®..)E

=(E9QFE9F®FEQFRF’E®..).
—_——  N—
F2E F3E
L’utilisation du systeme d’équation 8 permet
d’obtenir :
(’)/3(54)*

v (7%6%)* | E,

5(7354)*

F*E =

laquelle est la plus petite solution du systeéme
d’équations implicite suivant :

X1 ’)/364 X1 e
XQ = ’)/668 X2 ©® ’)/464 E
X3 ’)/3(54 X3 )

Ces équations admettent une représentation (min, +)
linéaire dans le dioide Z i :

z1(t) =3 @z (t —4) De(t),
22(t) =6 @22(t —8) Dd®@e(t —4),
z3(t) =3@z3(t —4) De(t — 1),

lesquelles peut se représenter par le GET de la figure
5.

Figure 5. GET (GETM linéarisé)

Il reste & établir le lien entre le GETM et le GET
résultant de la linéarisation. Ce lien est donné par le
changement de variable posé précedemment qui lie
le vecteur d’état N au vecteur d’état X. Pour cet
exemple, nous avons z3(t) = 3ns(t), autrement dit,
a un tir de la transition n3 correspond a trois tirs de
la transition z3. Ainsi, le comportement du GETM
se déduit facilement de celui du GET projeté sur les
transitions z1, s, T3.

Pour évaluer les performances du GETM de la figure
4, on utilise son modele (min,+) linéaire, ce qui
permet de calculer les fréquences de franchissement
de chacune de ses transitions, ainsi que son temps de
cycle.

En utilisant le théoréeme 2, on trouve un taux de pro-
duction du GET de la figure 2, obtenu apres linéari-
sation, égal & 3/4. De l’équation 11, on déduit la
fréquence de franchissement de chaque transition du

GETM, & savoir : Ap, = 2

— 8 _ 4
§:/\m2—§7/\m3—§-

Par conséquent, I’équation 9 permet de déduire que
TC), = 8 unités de temps.

Une confirmation de ces résultats peut étre faite di-
rectement a travers le graphe d’évolution du mar-
quage du GETM, soit :
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P [4] | [0 (ny/1 [O n /2 [3]
P; 4—| (2n}/0 0 {g}/ 3 {3;1; 3
Pofo - 4 1 1
P,lo0 0 3 0
Ps |3 3 3 3
{2n2%/1+ {n,}/1 +
[47] 1 M1
4| {3n3/2 4—| {3} /1 |
0 € 0 € 3
0 3 0
3 3 3

Figure 6. Graphe d’évolution du marquage de la
figure 4

5. CONCLUSION

Dans ce papier, on propose une méthode de linéarisa-
tion des GETM dans le but d’évaluer les performances
de ces modeles. La méthode considére un change-
ment de variable sans augmenter le nombre de tran-
sition du graphe. Pour chaque transition est ajouté
une entrée impulsionnelle. Cette derniére permet de
linéariser toute équation réccurente non linéaire as-
sociée a une transition du graphe. Le modéle d’état
obtenu, qui est (min, +) linéaire, est utilisé pour ap-
pliquer certains résultats de base de la théorie spec-
trale, habituellement utilisée pour évaluer les perfor-
mances des graphes d’événements temporisés ordi-
naires.
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