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le traite l'analyse de performan
es des syt�emes �a �ev�enements dis
rets mod�elisablespar des graphes d'�ev�enements temporis�es ave
 multiplieurs. Ces mod�eles n'admettent pas une repr�esentationlin�eaire dans l'alg�ebre (min;+). Cette non lin�earit�e est due �a la pr�esen
e des poids sur les ar
s. Pour pallier�a 
e probl�eme de non lin�earit�e, on propose une m�ethode de lin�earisation de 
es graphes, dans le but d'obtenirdes repr�esentations lin�eaires dans l'alg�ebre (min;+), 
e
i a�n d'appliquer 
ertains r�esultats d�evelopp�es dans le
adre de l'analyse de performan
es des syst�emes lin�eaires dans les dio��des.1. INTRODUCTIONLes r�eseaux de Petri sont des mod�eles graphiques sou-vent utilis�es pour repr�esenter les syst�emes �a �ev�ene-ments dis
rets. Ils sont largement utilis�es pour mod-�eliser, �evaluer, voire piloter de tels syst�emes.Les syst�emes mettant uniquement en jeu desph�enom�enes de syn
hronisation et de saturation peu-vent être mod�elis�es par des r�eseaux de Petri par-ti
uliers, appel�es graphes d'�ev�enements temporis�es(GET). Ces derniers admettent une repr�esentationlin�eaire sur une stru
ture alg�ebrique appel�ee l'alg�ebredes dio��des (l'alg�ebre (min;+) �etant un exemple dedio��de)( Ba

elli et al., 1992). Cette repr�esentationest bien adapt�ee pour aborder notamment les prob-l�emes d'�evaluation de performan
es ou de 
ommande.N�eanmoins, les te
hniques d�evelopp�ees dans le 
adredes syst�emes �a �ev�enements dis
rets atteignent leurlimite lorsque la taille du syst�eme 
onsid�er�e est im-portante (du fait du nombre important d'entit�es). Ils'av�ere alors utile d'utiliser des GET �a ar
s pond�er�es,en
ore appel�es GET ave
 multiplieurs (GETM), 
equi permet de r�eduire la taille du mod�ele. Ces graphespermettent �egalement de mod�eliser de fa�
on simpledes op�erations d'assemblage et de d�esassemblage deproduits pr�esentes dans 
ertains syst�emes de produ
-tion.Contrairement aux GET, les GETM n'admettent pasune repr�esentation lin�eaire dans l'alg�ebre (min;+).

Cette non lin�earit�e est due �a la pr�esen
e des poidssur les ar
s.Pour pourvoir appliquer 
ertains r�esultats d�evelop-p�es dans le 
adre de la th�eorie des dio��des, inspir�ee de(Cohen et al., 1998), on utilise une appro
he de mod-�elisation bas�ee sur une alg�ebre parti
uli�ere, analogue�a l'alg�ebre (min;+). Elle est d�e�nie sur un dio��ded'op�erateurs muni de deux lois internes : loi additive(�) 
orrespondant �a l'op�eration min, et loi multipli
a-tive (
) �equivalente �a la loi de 
omposition usuelle.Le mod�ele d'�etat obtenu, sera utilis�e, par la suite,pour l'analyse de performan
es des GETM.De mani�ere analogue aux GET, l'analyse de perfor-man
es des GETM revient �a 
al
uler le temps de 
y
ledu graphe et la fr�equen
e de fran
hissement asso
i�ee�a 
haque transition. Par exemple, pour un syst�eme deprodu
tion, 
es performan
es 
orrespondent aux 
al-
uls : du temps de 
y
le (temps s�eparant deux pi�e
esproduites par une ma
hine) et de la fr�equen
e de fran-
hissement (au nombre de pi�e
es produites par unit�ede temps, par une ma
hine). Si la th�eorie spe
trale(Gaubert, 1995) permet de 
al
uler 
es performan
espour les GET, le probl�eme est toujours ouvert pourles GETM. L'�etude bibliographique e�e
tu�ee dans 
edomaine, a montr�e qu'il n'existait pas de m�ethodeanalytique g�en�erale permettant d'�evaluer 
es perfor-man
es dire
tement �a partir des GETM.Les m�ethodes existantes se basent, soit sur la lin�eari-
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esation de 
es graphes ave
 une augmentation de nom-bre de transition (Munier, 1993), soit sur des 
ondi-tions restri
tives sur le marquage initial (Chao et al.,1993).Dans 
e papier, on propose une nouvelle m�ethode delin�earisation, qui est une g�en�eralisation de la m�eth-ode pr�esent�ee dans (Hama
i et al., 2004a)1. Sonprin
ipe 
onsiste �a lin�eariser le mod�ele math�ema-tique qui repr�esente l'�evolution dynamique du grapheen syn
hronisant l'�evolution d'un 
ompteur asso
i�e �aune transition ave
 une entr�ee implusionnelle. Cettederni�ere pr�esente un int�erêt math�ematique. Ellepermet de lin�eariser toute �equation r�e
urrente nonlin�eaire asso
i�ee �a une transition du graphe. Le mod-�ele math�ematique obtenu est (min;+) lin�eaire et per-met d'utiliser les r�esultats d�evelopp�es dans le 
adrede l'analyse de performan
es des GET ordinaires.Ce papier est organis�e 
omme suit : apr�es quelques
on
epts sur les GETM et leur fon
tionnement, lamod�elisation du 
omportement des GETM est �etablieen se
tion 2. On pr�esente la m�ethode de lin�earisationen se
tion 3. A partir d'un GET �equivalent obtenuapr�es lin�earisation, les performan
es d'un GETMsont 
al
ul�ees en se
tion 4.2. EQUATION RECURRENTES DESGETM'sOn introduit bri�evement la d�e�nition et quelques pro-pri�et�es de base d'un RdP. Pour plus de d�etails (Mu-rata, 1989).Un RdP est un graphe biparti d�e�ni par un 5-tuplet(P ; T ;M;m; �) o�u :1. P (resp., T ) est un ensemble non vide et �ni depla
es (resp., transitions) ;2. M 2 N(P�T )[(T �P) d�e�nit le poids des ar
s :pour p 2 P et q 2 T , le multiplieur Mpq (resp.,Mqp) sp�e
i�e le poids de l'ar
 allant de la transi-tion nq vers la pla
e p (resp., de la pla
e p versla transition nq) ;3. m 2 NP d�e�nit le marquage initial : mp d�esignele nombre de jetons initialement 
ontenus dansla pla
e p ;4. � 2 NP d�e�nit les temporisations asso
i�ees auxpla
es : �p d�esigne la dur�ee minimale de s�ejourd'un jeton dans la pla
e p.On note �q (resp., q�) l'ensemble des pla
es situ�eesimm�ediatement en amont (resp., en aval) de la tran-sition nq. Similairement, �p (resp., p�) repr�esente1Un graphe est lin�earisable s'il 
ontient au moins une 
om-posante de T-invariant �egale �a un

l'ensemble des transitions situ�ees imm�ediatement enamont (resp., en aval) de la pla
e p.Un graphe d'�ev�enements temporis�e (GET) est unr�eseau de Petri tel que toute pla
e a exa
tement unetransition en amont et une transition en aval. Lespoids des ar
s sont tous unitaires. Ces mod�eles mod-�elisent les syst�emes �a �ev�enements dis
rets mettantuniquement en jeu des ph�enom�enes de syn
hronisa-tion et de saturation. Ils admettent une repr�esen-tation lin�eaire sur une stru
ture alg�ebrique appel�eel'alg�ebre des dio��des (Ba

elli et al., 1992).� Un dio��de D est un ensemble muni de deux lois de
omposition internes, not�ees � (addition) et 
 (mul-tipli
ation), asso
iatives et ayant 
ha
une un �el�ementneutre, not�e respe
tivement " et e, telles que � est
ommutative et idempotente (
'est-�a-dire, a�a = a).De plus, la loi 
 est distributive par rapport �a la loi�, et l'�el�ement neutre " est absorbant pour le pro-duit (
'est-�a-dire, "
 a = a
 " = "). Notons que lesymbole 
 est souvent omis.Exemple 1 � Zmin = (Z[ f+1g;min;+) est undio��de 
ommutatif o�u, la loi additive � 
orre-spond �a l'op�eration min ; la loi multipli
ative
 est �equivalente �a l'addition usuelle. L'�el�ementz�ero de Zmin est " = +1 et l'�el�ement identit�e este = 0. Ce dio��de est appel�e l'alg�ebre (min;+).Un do��de D est dit 
omplet s'il est ferm�e pour lessommes in�nies et si la multipli
ation est distributivesur les sommes in�nies, 
'est-�a-dire : 8
 2 D et 8A �D; 

 (Lx2Ax) = Lx2A

 x:Si D est un dio��de, l'ensemble Dn�n 
onstitu�e desmatri
es de dimension n � n �a 
oeÆ
ient dans D o�ula somme et le produit matri
iels sont d�e�nis par :(A� B)ij = Aij � Bij et (A
 B)ij = nLk=1Aik 
Bkj ;est un dio��de.A la di��eren
e du mod�ele d'�etat 
lassiquement asso-
i�e �a un RdP, l'�etat est asso
i�e non plus aux pla
esd'un GET mais �a ses transitions. La variable d'�etat
onsid�er�ee est un 
ompteur d'�ev�enements xq(t), d�e�nide Z! Z[ f+1g, t 7! xq(t), o�u xq(t) 2 Z[ f+1g
orrespond au nombre de tirs de la transition xq ayantlieu jusqu'�a la date t.Pour illustrer l'�evolution d'un 
ompteur asso
i�e �ala transition xq d'un GET, 
onsid�erons le GET�el�ementaire suivant :xq(t) = minp2�q; q02�p(mp + xq0 (t� �p)): (1)
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t

q 'x q  xm p
p

pFigure.1 GET �el�ementaireOn remarque que 
ette �equation est non lin�eaire dansl'alg�ebre usuelle de par la pr�esen
e de l'op�erateur minqui mod�elise le ph�enom�ene de syn
hronisation2 auniveau de la transition xq . En revan
he, elle se d�e
ritde fa�
on lin�eaire dans le dio��de Zmin.Dans le 
as o�u le poids d'un ar
s est sup�erieur �a1, le GET devient pond�er�e. Ce type de mod�ele estappel�e graphe d'�ev�enements temporis�es ave
 multi-plieurs, not�e GETM.Assertion 1 L'�evolution du 
ompteur asso
i�e �a latransition nq du GETM �el�ementaire est donn�ee parl'�equation suivante :nq(t) = bM�1qp (mp +Mpq0nq0(t� �p))
: (2)
M p  q ' M

t

q 'n q  nm p

p p  qFigure.2 GETM �el�ementaireLa pr�esen
e de la partie enti�ere inf�erieure dansl'�equation 2 assure la valeur dis
r�ete du 
ompteurind�ependamment de la valeur Mqp. En g�en�eral,une transition nq peut avoir plusieurs transitions enamont fnq0 2�� qg, 
e qui implique que l'�equation
ompteur asso
i�ee fasse intervenir le min entre les
ompteurs asso
i�es aux transitions en amont.Les GETM 
onsid�er�es dans 
e papier sont 
onsis-tant (
'est-�a-dire, il existe un T-invariant 3� 
ouvranttoutes les transitions : fq 2 T j�(q) > 0g = T ) et
onservatif (
'est-�a-dire il existe un P-invariant 4 Y
ouvrant toutes les pla
es : fp 2 P jY (p) > 0g = P ).Ce type de graphes v�eri�e les propri�et�es suivantes(Teruel et al., 1992):� Un GETM admet un marquage initial vivant etborn�e si, est seulement si, il est 
onsistant et 
on-servatif.2Dans un GET, le ph�enom�ene de syn
hronisation se produitlorsque plusieurs ar
s 
onvergent sur une même transition.3Un ve
teur � 2 NT tel que � 6= 0 et W � = 0 est un T-invariant (W est la matri
e d'in
iden
e).4Un ve
teur Y 2 NP tel que Y 6= 0 et Y tW = 0 est unP-invariant.

� Un GETM 
onsistant est fortement 
onnexe si,est seulement si, il est 
onservatif.� Dans un GETM fortement 
onnexe, dans 
haque
ir
uit, le produit des poids est �egal �a un.Pour l'�etude des GETM, les 
onditions initiales 
on-sid�er�ees i
i sont faiblement 
ompatible, 
'est-�a-diretout jeton du marquage initial est disponible qu'�apartir de t = 0. Pour t < 0, le graphe est 
onsid-�er�e 
omme �etant "gel�e".Les jetons visibles �a l'instant initial d'observationt = 0 sont alors 
eux du marquage initial. Ces je-tons sont suppos�es avoir �et�e introduits dans le grapheavant l'instant 0, de telle sorte qu'�a t = 0 un jeton dumarquage initial est :� soit en train de subir la temporisation de la pla
edans laquelle il a �et�e introduit,� soit tout juste disponible pour le tir de la transi-tion en aval.Cette hypoth�ese est 
lassique dans la th�eorie desr�eseaux de Petri. En e�et, dans 
e papier, 
haque
ompteur du GETM est syn
hronis�e ave
 un 
omp-teur 
orrespondant �a une entr�ee impulsionnelle e(e(t) = 0 pour t < 0 et e(t) 7! +1 pour t � 0,voir [x5.2 Lahaye, 2000℄ pour plus de d�etails.
t

e
e ( t ) +

Figure.3 Impulsion (point de vue 
ompteur)Exemple 2 L'�evolution dynamique du GETMrepr�esent�e par la �gure 4 est d�e
rite par les �equationsr�e
urrentes suivantes :8><>:n1(t) = min(3n3(t� 2); e1(t));n2(t) = min(b 4+n1(t�1)2 
; 3 + n2(t� 1); b 4+3n3(t�1)2 
; e2(t));n3(t) = min(b 2n2(t�1)3 
; e3(t)):Les entr�ees eq 
orrespondent aux entr�ees impulsion-nelles. Elles n'ont au
une in
uen
e sur l'�evolution dugraphe. En e�et, 8xq 2 T , min(xq(t); eq(t)) = xq(t),puisque e(t) 7! +1:
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Figure.4 Un GETMContrairement aux GET, les GETM n'admettent pasune repr�esentation lin�eaire dans l'alg�ebre (min;+).Cette non lin�earit�e - de par les poids sur les ar
s -est due �a la pr�esen
e de parties enti�eres dans le mod-�ele (min;+) r�egissant l'�evolution dynamique de 
esgraphes.Pour pallier �a 
e probl�eme de non lin�earit�e et pou-voir, en suite, appliquer les r�esultats d�evelopp�es dansle 
adre de l'analyse de performan
es des GET dansl'alg�ebre (min;+), on utilise une appro
he de mod�eli-sation �a base d'op�erateur d�evelopp�ee en d�etail dans(Hama
i et al., 2004b).2.1. Repr�esentation �a base d'op�erateurs desGETM'sAvant de pr�esenter les op�erateurs utilis�es pour mod-�eliser les GETM's, on introduit la d�e�nition d'un sig-nal et d'un op�erateur qui nous seront utiles pour lasuite.� On appelle signal une appli
ation u d�e�nie deZ ! (D;�;
); t 7! u(t): Sa
hant que D est undio��de 
omplet.� On appelle op�erateur, not�e �, d�e�ni d'un ensem-ble de signaux vers un ensemble de signaux. Ilest lin�eaire si :8u; v 2 DZ; �(u� v) = �(u)��(v);8u 2 DZ;8� 2 D; �(�
 u) = �
�(u):Trois types d'op�erateurs d�e�nis de ZZmin vers ZZminsont utilis�es pour mod�eliser les GETM.1. 
� : n(t) 7! n(t) + � (� 2 Z[ f+1g);

2. Æ� : n(t) 7! n(t� �) (� 2 Z[ f+1g);3. �r : n(t) 7! br � n(t)
 (r 2 Q+ ).On introduit le dio��de, not�e Dmin, non 
ommutatif desommes �nies de 
omposition d'op�erateurs �; 
, munides deux lois suivantes : min pour l'op�eration (�)et la 
omposition pour l'op�eration (
) , ave
 pour�el�ements neutres " = �+1
+1 et e = �1
0. Ainsi,un �el�ement de Dmin est une appli
ation, not�ee p =kLi=1�ri
��i , d�e�nie de ZZmin! ZZmin, telle que :8t 2 Z; p(x(t)) = min1�i�k(bri(�i + x(t))
):On note Dmin[[Æ℄℄ le dio��de de s�eries formelles �a 
o-eÆ
ients dans Dmin ave
 pour �el�ements neutres " =�+1
+1Æ�1 et e = �1
0Æ0. Pour les d�etails voir(Hama
i et al., 2004b)Un �el�ement de Dmin[[Æ℄℄ permet de 
oder un signaln(t) sous forme d'une s�erie formelle en Æ et il per-met, �egalement, de mod�eliser la relation liant deuxtransitions d'un GETM.Exemple 3 Dans le dio��de Dmin[[Æ℄℄, le 
ompteurnq(t) asso
i�e �a la transition nq du GETM �el�emen-taire de la �gure 2 satisfait l'�equation suivante :Nq(Æ) = �M�1qp 
mpÆ�p�Mpq0Nq0(Æ): (3)Assertion 2 L'�evolution de la dynamique d'unGETM est donn�ee par la repr�esentation d'�etat suiv-ante :8<: N(Æ) = A N(Æ)�B U(Æ);Y (Æ) = C N(Æ)�D U(Æ); (4)o�u N(Æ) est le ve
teur d'�etat 
ompos�e des 
ompteursasso
i�es aux transitions internes du graphe, 
od�esdans le dio��de Dmin[[Æ℄℄. U(Æ) et Y (Æ) sont les ve
teursd'entr�ees et de sorties 
od�es dans Dmin[[Æ℄℄.Les matri
es A,B,C, D sont 
ompos�ees de monômesde s�eries formelles en Æ, 
haque monôme mod�eliseune relation liant deux transitions du graphe dansDmin[[Æ℄℄.Exemple 4 Dans le dio��de Dmin[[Æ℄℄, l'�evolution dy-namique du GETM repr�esent�e par la �gure 4 estd�e
rite par les �equations suivantes :0BBBB�N1N2N31CCCCA = 0BBBBB� " " �3Æ2�1=2
4Æ 
3Æ �1=2
4Æ�3" �1=3Æ�2 " 1CCCCCA0BBBB�N1N2N31CCCCA� 0BBBB�EEE1CCCCA :
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eEn remarque la pr�esen
e de l'op�erateur � qui mod�elisela non lin�earit�e dans l'alg�ebre (min;+).La proposition suivante fournit les r�egles de 
ommu-tation entre op�erateurs utiles pour la m�ethode delin�earisation que nous allons proposer.Proposition 1 Soient a; b 2 N� ; nous avons :1. 
aÆb = Æb
a, �aÆb = Æb�a (propriet�e de 
ommu-tativit�e).2. �a�1�b = �(a�1b).3. Soit N(Æ) tel que, 8t 2 Z; n(t) est un multiple dea, alors �a�1
bN(Æ) = 
ba�1b
�a�1N(Æ).Preuve 11. Point 1 est �evident.2. �a�1�bN(Æ) 
orrespond �a ba�1bb n(t)

 =ba�1b n(t)
, 
e qui �equivalent �a �(a�1b)N(Æ).3. �a�1
bN(Æ) 
orrespond �a ba�1(b + n(t))
 =ba�1b
+ a�1n(t) sa
hant que n(t) 2 Z[ f+1gest un multiple de a, 
e qui est �equivalent �a
ba�1b
�a�1N(Æ).3. LINEARISATION DES GETM's3.1. Prin
ipeUn GETM 
onsistant poss�ede un T-invariant danslequel toutes ses 
omposantes appartiennent �a N� :Le prin
ipe de lin�earisation 
onsiste �a normaliser leT-invariant du GETM de fa�
ons que les transitionsaient le même nombre de fran
hissements par 
y
le(Trouillet et al.,2001).La m�ethode propos�ee se base sur un 
hangement devariables diagonal. soit � = (�1 �2 ::: �n)t le ve
teurT-invariant du GETM ave
 n = 
ard(T ):On note pp
m1�i�n(�i) le plus petit 
ommun multiple desentiers �i. Par 
ons�equent, pour tout i 2 f1; :::; ng,il existe un entier �i tel que �i�i = pp
m1�i�n(�i). Onintroduit le ve
teur d'�etat X = (x1 x2:::xn)t d�e�nipar xi = �ini pour tout i 2 f1; :::; ng:Proposition 2 Consid�erons le 
hangement de vari-able suivant : xi(t) = �i ni(t) ; 8i = 1; :::; n telque �i�i = pp
m1�i�n(�i): Les 
omposantes xi peuvents'exprimer, dans le dio��de Dmin[[Æ℄℄, 
omme suit :

Xq(Æ) = Mp2�q; q02�p��q�M�1qp 
mp Æ�p���1q �MqpXq0(Æ):(5)Preuve 2 On a Xq(Æ) = ��qNq(Æ) ave
 �q 2N� , aussi on d�eduit de l'�equation 3 : Xq(Æ) =Lp2�q; q02�p��q�M�1qp 
mpÆ�p �Mpq0 Nq0(Æ): De la d�e�ni-tion de � (
'est-�a-dire � 6= 0 et W �� = 0 sa
hant queW 
orrespond �a la matri
e d'in
iden
e), on d�eduitque Mpq0�q0 = Mqp�q : Cependant, sa
hant que �q =��1q pp
m1�i�n(�i) et �q0 = ��1q0 pp
m1�i�n(�i), on d�eduit que :M�1qp Mpq0 = ��1q �q0 et Mpq0 = ��1q Mqp�q0 . En rem-pla
antMpq0 dans l'expression deXq(Æ) et ��q0Nq0(Æ)par Xq0(Æ), on obtient l'expression de Xq(Æ) donn�eepar l'�equation 5.Pour pouvoir lin�eariser 
ette �equation, on exprime
haque 
ompteur en fon
tion d'une entr�ee impulsion-nelle. Cette derni�ere va permettre, 
omme indiqu�epar la suite, de lin�eariser le mod�ele math�ematiquer�egissant l'�evolution dynamique d'un GETM.Proposition 3 Soit E une entr�ee impusionnelle, ona : 8a 2 N; � 2 Q+;8q = 1; :::; n;��
aÆ�Eq(Æ) = 
b�a
Æ�Eq(Æ): (6)Preuve 3 Utilisons le point 3 de la proposition 1.��
aÆ�Eq(Æ) 
orrespond �a b� � (a + eq(t � �))
 =b� � a
+ eq(t � �) puisque pour t � 0; eq(t) 7! +1,don
 eq(t) est un multiple de �, qui est �equivalent �a
b�a
Æ�Eq(Æ).Dans la suite, on donne le mod�ele d'�etat obtenu apr�esle 
hangement de variables donn�e par la proposition2. Consid�erons le ve
teur X 
ompos�e des 
ompteursd�e
rits par la proposition 2. Les 
ompteurs E 
or-respondent aux entr�ees impulsionnelles. Finalement,on obtient :X(Æ) = F 
X(Æ)�E(Æ): (7)Ce type d'�equations admet la plus petite solutionsuivante 5:X(Æ) = F � 
E(Æ); (8)ave
 F � = e� F � F 2 � � � � .5L'�equation impli
ite x = ax� b admet la plus petite solu-tion a�b
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eProposition 4 Pour des 
onditions initiales faible-ment 
ompatible, Un GETM 
onsistant et 
onservatifest lin�earisable sans augmenter le nombre de ses tran-sitions.Preuve 4 Un GETM 
onsistant et 
onservatif serepr�esente par l'�equation X(Æ) = F 
 X(Æ) � E(Æ).En utilisant l'�equation 8 et appliquer, ensuite, laproposition 3, On obtient une relation lin�eaire en-tre deux transitions du graphe (
orrespondant �a unGET). Cette pro
�edure de lin�earisation peut être ap-pliqu�ee pour toutes les transitions du graphe, puisquepour toute transition, on peut asso
ier une entr�ee im-pulsionnelle.4. EVALUATION DE PERFORMANCESDe mani�ere analogue aux GET, l'analyse de perfor-man
es des GETM revient �a 
al
uler le temps de 
y
leet la fr�equen
e de fran
hissement asso
i�ee �a 
haquetransition du graphe.D�e�nition 1 (Sauer, 2003) Le temps de 
y
le,not�e TC, d'un GETM fortement 
onnexe, obtenu �apartir d'un marquage initial M0, est le temps moyenn�e
essaire pour fran
hir une fois le T-invariantminimal en mode de fon
tionnement au plus tôt �apartir de M0.Ce temps de 
y
le, qui est identique pour toutes lestransitions du graphe, est aussi �equivalent au tempsmoyen s�eparant deux tirs su

essifs d'une transition.Il se 
al
ule par la relation suivante :TC = �q�q ; (9)o�u :� �q est la 
omposante du T-invariant asso
i�ee �a latransition nq,� �q est la fr�equen
e de fran
hissement asso
i�ee �a latransition nq . Elle 
orrespond au nombre moyende tirs de la transition nq par unit�e de temps.On rappelle que les 
omposantes de T-invariant as-so
i�ees �a un GET ordinaire sont toutes unitaires.En e�et, en utilisant l'�equation 9, on d�eduit que lafr�equen
e de fran
hissement �q est identique pourtoutes les transitions du graphe. Dans la suite, pourun GET, 
ette fr�equen
e de fran
hissement, aussi ap-pel�ee taux de produ
tion, sera not�ee �.

4.1. Evaluation de performan
es des GETSoit un graphe d'�ev�enements temporis�e fortement
onnexe fon
tionnant en r�egime autonome. Un telgraphe se repr�esente par l'�equation r�e
urrenteX(t) =A
X(t�1) dans l'alg�ebre (min;+). La valeur propre� asso
i�ee �a la matri
e irr�edu
tible 6 A 
orrespond �ala fr�equen
e de fran
hissement asso
i�ee �a 
haque tran-sition du GET.Le th�eor�eme suivant donne une m�ethode de 
al
ul dela valeur propre d'une matri
e irr�edu
tible.Th�eor�eme 1 (Gondran et Minoux, 1979)La valeur propore d'une matri
e A irr�edu
tible 7,not�ee �, �egale au rayon spe
tral de la matri
e A, soit: � = nMk=1(trAk)
1=k;o�u trAk = nLi=1(Ak)ii 
orrespond �a la tra
e de la ma-tri
e A.Cette valeur propre peut se d�eduire dire
tement �apartir du GET �a travers le r�esultat donn�e par leth�eor�eme suivant.Th�eor�eme 2 (Gaubert, 1995) La fr�equen
e de fran-
hissement � asso
i�ee �a 
haque transition d'un GETfortement 
onnexe est 
ara
t�eris�ee par :� = min
 
ir
uit �el�ementaireN(
)T (
) ; (10)o�u N(
) 
orrespond au nombre total de jetons du 
ir-
uit 
 et T (
) 
orrespond �a la somme des temporisa-tions des pla
es du 
ir
uit 
.4.2. Evaluation de performan
es des GETM'sSi le 
al
ul de performan
es des GET a pu être r�eal-is�e grâ
e �a la th�eorie spe
trale (Gaubert, 1995), leprobl�eme reste, �a notre 
onnaissan
e, ouvert pour lesGETM. La diÆ
ult�e de 
es mod�eles r�eside dans la6Une matri
e irr�edu
tible A 2 Dn�n est une matri
e pourlaquelle, pour toute paire (i; j), il existe un entier k tel que(Ak)ij 6= " Ou bien, pour toute paire de sommets (i; j), ilexiste au moins un 
hemin allant de j �a i et de i �a j7Pour une matri
e A r�edu
tible, l'uni
it�e de la valeur propren'est pas assur�ee. Les r�esultats �enon
�es dans 
e 
as s'appuientsur une d�e
omposition du graphe en 
omposantes fortement
onnexes.



MOSIM'08 { du 31 mars au 2 avril 2008 - Paris - Fran
epr�esen
e des poids sur les ar
s. Ces poids engen-drent, 
omme on a vu pr�e
�edement, une non lin�ear-it�e dans le mod�ele math�ematique r�egissant l'�evolutiondynamique de 
es mod�eles. Cette non lin�earit�e,dans l'alg�ebre (min;+), emp�e
he l'utilisation desth�eor�emes 1 et 2.En utilisant la m�ethode de lin�earisation propos�ee ense
tion 3, on d�e�nit le mod�ele lin�eaire �equivalent, eten d�eduit les performan
es du GETM. En e�et, lafr�equen
e de fran
hissement asso
i�ee �a 
haque tran-sition du GETM, �mq , peut être 
al
ul�ee �a partir dumod�ele (min;+) lin�eaire obtenu via le 
hangement devariable pos�e pr�e
edement (proposition 2):�mq = ��q ; (11)o�u � est la valeur propre du mod�ele (min;+) lin�eaireobtenu apr�es lin�earisation.4.3. ExempleOn d�etermine le temps de 
y
le du GETM de la �gure2 �a partir d'un mod�ele lin�eaire. Ce GETM admet leT-invariant suivant : �t = (6 3 2).La proposition 2 permet de d�e�nir le nou-veau ve
teur d'�etat X = (X1 X2 X3)t sa
hantque Xi(Æ) = ��i Ni(Æ); i = 1; 2; 3 ave
�1 = 1; �2 = 2; �3 = 3 et pp
m1�i�3(�i) = 6:On obtient la matri
es F :F = 0BBBB� " " Æ2�2�1=2
4Æ 
6Æ �2�1=2
4Æ" �3�1=3Æ " 1CCCCA :Le 
al
ul de F �E se base sur l'utilisation de la propo-sition 3.F �E = (e� F � F 2 � F 3 � :::)E= (E � F E � F 
 FE| {z }F 2E � F 
 F 2E| {z }F 3E � :::).L'utilisation du syst�eme d'�equation 8 permetd'obtenir :F �E = 0� (
3Æ4)�
4Æ4(
6Æ8)�Æ(
3Æ4)� 1A E;laquelle est la plus petite solution du syst�emed'�equations impli
ite suivant :

8><>: 0B�X1X2X31CA = 0B�
3Æ4
6Æ8
3Æ41CA0B�X1X2X31CA�0B� e
4Æ4Æ 1CAE:Ces �equations admettent une repr�esentation (min;+)lin�eaire dans le dio��de Zmin :8><>: x1(t) = 3
 x1(t� 4)� e(t);x2(t) = 6
 x2(t� 8)� 4
 e(t� 4);x3(t) = 3
 x3(t� 4)� e(t� 1);lesquelles peut se repr�esenter par le GET de la �gure5 .
e

4 4

41

X 3 X 2 X 18Figure 5. GET (GETM lin�earis�e)Il reste �a �etablir le lien entre le GETM et le GETr�esultant de la lin�earisation. Ce lien est donn�e par le
hangement de variable pos�e pr�e
edemment qui liele ve
teur d'�etat N au ve
teur d'�etat X . Pour 
etexemple, nous avons x3(t) = 3n3(t), autrement dit,�a un tir de la transition n3 
orrespond �a trois tirs dela transition x3. Ainsi, le 
omportement du GETMse d�eduit fa
ilement de 
elui du GET projet�e sur lestransitions x1; x2; x3:Pour �evaluer les performan
es du GETM de la �gure4, on utilise son mod�ele (min;+) lin�eaire, 
e quipermet de 
al
uler les fr�equen
es de fran
hissementde 
ha
une de ses transitions, ainsi que son temps de
y
le.En utilisant le th�eor�eme 2, on trouve un taux de pro-du
tion du GET de la �gure 2, obtenu apr�es lin�eari-sation, �egal �a 3=4. De l'�equation 11, on d�eduit lafr�equen
e de fran
hissement de 
haque transition duGETM, �a savoir : �m1 = 43 , �m2 = 86 , �m3 = 43 .Par 
ons�equent, l'�equation 9 permet de d�eduire queTCm = 8 unit�es de temps.Une 
on�rmation de 
es r�esultats peut être faite di-re
tement �a travers le graphe d'�evolution du mar-quage du GETM, soit :



MOSIM'08 { du 31 mars au 2 avril 2008 - Paris - Fran
e
4
4
0
0
3

{ 2  n  }  /  01
P
P
P
P

1
2
3
4

{  n   }  /  13

P 5

0
0
4
0
3

0
3
1
3
3

{ 3  n   }  /  21 3
3
1
0
3

{  n   }  /  12
1
1
3
0
3

1
4
0
3
3

4
4
0
0
3

{  n   }  /  13

{  2 n   }  /  12

{  3 n   }  /  21Figure 6. Graphe d'�evolution du marquage de la�gure 45. CONCLUSIONDans 
e papier, on propose une m�ethode de lin�earisa-tion des GETM dans le but d'�evaluer les performan
esde 
es mod�eles. La m�ethode 
onsid�ere un 
hange-ment de variable sans augmenter le nombre de tran-sition du graphe. Pour 
haque transition est ajout�eune entr�ee impulsionnelle. Cette derni�ere permet delin�eariser toute �equation r�e

urente non lin�eaire as-so
i�ee �a une transition du graphe. Le mod�ele d'�etatobtenu, qui est (min;+) lin�eaire, est utilis�e pour ap-pliquer 
ertains r�esultats de base de la th�eorie spe
-trale, habituellement utilis�ee pour �evaluer les perfor-man
es des graphes d'�ev�enements temporis�es ordi-naires.6. BIBLIOGRAPHIEBa
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