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RESUME : Notre étude concerne la planification des systèmes d’assemblage. Nous considérons un produit fini 
fabriqué à partir de plusieurs composants, ces composants étant eux-mêmes obtenus à partir d’autres composants ; 
nous parlons donc de système d’assemblage à deux niveaux. Nous supposons que la demande en produit fini est 
déterministe, mais les délais d’approvisionnement des composants sont aléatoires. Notre objectif est alors de minimiser 
les coûts moyens composés de coûts de stockage des composants et de coûts de rupture en produit fini. Notre approche 
se base sur une décomposition du problème par niveau de nomenclature afin de déterminer la fonction coût. Nous 
recherchons des propriétés de dominance pour réduire l’espace de recherche de solutions ainsi que des bornes 
inférieures et supérieures de cette fonction. La résolution est alors basée sur un algorithme de PSE, ce qui nous permet 
de trouver le coût optimal. Nous présentons un exemple pour illustrer notre démarche. 
 
MOTS-CLES :  Planification des réapprovisionnements, PSE, délais d’approvisionnement aléatoires, systèmes 
d’assemblage à deux niveaux 

 
1.  INTRODUCTION  
 
Nous nous intéressons au problème de la planification 
des réapprovisionnements d’un système d’assemblage à 
deux niveaux quand les délais d’approvisionnement sont 
aléatoires. Le produit fini s’obtient à partir de plusieurs 
composants, eux-mêmes obtenus à partir d’autres 
composants. Afin de se rapprocher de méthodes 
industrielles de planification du type MRP, nous nous 
plaçons dans un environnement temporel discret (le 
temps est calculé en jours par exemple). Ainsi, nous 
supposons que les délais d’approvisionnement en 
composants sont des variables aléatoires discrètes qui 
suivent une loi quelconque et connue. Nous cherchons 
alors les valeurs optimales des dates de lancement des 
ordres aux fournisseurs de niveau 2 en minimisant la 
somme du coût moyen de stockage des composants et du 
coût moyen de rupture en produit fini. 
Notons que nous tenons compte dans notre modèle de 
l’interdépendance des stocks de composants et de 
l’interdépendance des niveaux. De plus, signalons que 
nous limitons notre étude à la planification à capacité 
infinie. 
Pour étudier ce problème, nous nous sommes essentiel-
lement basés sur les travaux de Louly et al., (2007) sur 
les systèmes d’assemblage à un seul niveau. Les auteurs 
ont étudié le problème de planification à un seul niveau 
sur plusieurs périodes dans le cas où les délais 
d’approvisionnement suivent une loi discrète. Leur ob-
jectif était de trouver les stocks initiaux en composants 
qui permettent de réduire le coût total moyen composé 
du coût de stockage des composants et du coût moyen de 

rupture en produit fini. Ils ont proposé une procédure de 
séparation et évaluation (PSE) pour trouver la solution 
optimale basée sur des propriétés de dominance, et sur 
un calcul de bornes inférieures et d’une borne supérieure 
de la fonction objectif.  
 
2.  ETAT DE L’ART  
 
La planification des réapprovisionnements en 
composants pour les systèmes d’assemblage avec délais 
d’approvisionnement aléatoires n’est pas très étudiée 
dans la littérature, notamment pour les systèmes à plus 
d’un seul niveau, mais surtout quand on considère un 
temps discret. 
Ainsi, Kumar (1989) présente une étude générique de la 
planification des systèmes d’assemblage à un niveau où 
plusieurs composants sont nécessaires pour assembler un 
seul produit fini, avec des délais d’approvisionnement 
aléatoires qui suivent des lois continues. Il détermine la 
date de lancement des ordres qui minimise le coût total 
composé d’un coût de stockage et d’un coût de rupture. 
L’auteur propose la solution optimale pour des cas 
particuliers de loi de distribution des délais 
d’approvisionnement (exponentielle, uniforme, et 
normale). Une autre étude intéressante (Chu et al., 1993) 
montre pour le même cas la convexité du coût total 
moyen et propose ainsi un algorithme itératif qui 
minimise ce coût moyen en se basant sur les propriétés 
de la fonction objectif. 
Toujours avec une modélisation continue des délais 
d’approvisionnement, Fujiwara et Sedarage (1997) ont 
étudié la politique (quantité de commande / point de 
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commande) (Q,r) pour les systèmes d’assemblage avec 
un seul type de produit fini et plusieurs composants 
quand les délais d’approvisionnement sont aléatoires. 
Les auteurs supposent que la demande est constante et 
connue, et que la capacité d’assemblage est infinie. Les 
auteurs considèrent le coût de stockage de composants, 
le coût de rupture en produit fini et le coût de setup. Fu-
jiwara et Sedarage ont développé un modèle continu 
pour cette politique (Q,r) : quand le stock arrive au ni-
veau r i, pour le composant i, un lot de taille Q de compo-
sants de type i est lancé. La valeur de Q est la même 
pour tous les composants. Ils cherchent donc le point de 
lancement des ordres r i pour chaque composant i et la 
taille de lot Q. Le problème d'optimisation obtenu est 
non linéaire, les auteurs ont décomposé le problème en 
famille de sous problèmes et la solution a été obtenue 
numériquement. 
Dans le domaine des systèmes d’assemblage à plusieurs 
niveaux avec des délais d’approvisionnement aléatoires 
qui suivent une loi continue, nous pouvons citer les tra-
vaux de Axsäter (2005). L’objectif de ce travail est de 
trouver les dates de lancement optimales dans le but de 
réduire le coût total moyen composé d’un coût de stoc-
kage des composants et d’un coût moyen de rupture en 
produit fini. L’auteur ne présente pas la modélisation 
analytique de problème mais il propose une heuristique 
pour trouver une solution basée sur la décomposition par 
niveau. Ce principe de décomposition a déjà été présenté 
par (Buzacott et Shanthikumar (1994), Hariharan et Zip-
kin (1995), Chen(2001), Karaesmen et al. (2002)). 
L’auteur a traité deux exemples: le premier exemple est 
celui d’un système d’assemblage à deux niveaux avec 
deux types de composant au niveau 1 et trois types de 
composants au niveau 2 nécessaires pour assembler le 
premier composant de niveau 1. Le deuxième exemple 
est un système d’assemblage à trois niveaux avec un seul 
type de composants au niveau 1, deux types de compo-
sants au niveau 2 nécessaires pour l’assemblage du com-
posant de niveau 1 et quatre types de composants au ni-
veau 3. Les résultats numériques montrent que pour le 
premier exemple l’erreur est de 1%, i.e., le coût total 
augmente de 1% par rapport à la solution optimale (ob-
tenue en énumérant tous les solutions possibles). Pour le 
deuxième exemple l’erreur est de 10% . 
Toujours, dans le domaine des systèmes d’assemblage à 
plusieurs niveaux avec des délais d’approvisionnement 
aléatoires, nous pouvons citer les travaux de Yano 
(1987). Ces travaux traitent des systèmes d’assemblage à 
deux niveaux avec un seul type de composants au niveau 
1 et deux types de composants au niveau 2. Tous les cal-
culs sont faits en utilisant les propriétés d’intégration et 
de dérivation des différentes fonctions utilisées. Néan-
moins, pour illustrer son travail, l’auteur prend des délais 
d’approvisionnement suivant des lois de poisson ou bi-
nomiale. Ces travaux se situent donc à la frontière du 
continu et du discret. 
L’objectif est de trouver les dates de réapprovisionne-
ment qui minimisent le coût de stockage et le coût de 
rupture. Un algorithme a été développé en exploitant les 
propriétés de la fonction objectif. Les résultats numéri-

ques montrent que les délais de sécurité peuvent être 
négatifs quand le coût de stockage unitaire des compo-
sants est relativement plus élevé que le coût de rupture 
unitaire.  
Notons que Tang et Grubbström (2003) considèrent le 
même problème de systèmes d’assemblage à deux com-
posants que Yano (1987). Ils utilisent la transformation 
de Laplace pour trouver des propriétés des délais 
d’approvisionnement qui permettent de déterminer la 
solution optimale.  
A notre connaissance, les seuls travaux qui modélisent 
vraiment les délais d’approvisionnement comme étant 
des variables aléatoires discrètes sont ceux de Dolgui, 
Louly et Proth. 
Tout d’abord, Dolgui et al., (1995) proposent un modèle 
analytique pour la planification des systèmes 
d’assemblage dans le cas où la demande est constante et 
les délais d’approvisionnements des composants sont 
aléatoires. La politique d’approvisionnement considérée 
est la politique lot pour lot. On suppose qu’il y a plu-
sieurs types de produits, et que pour assembler chaque 
produit, plusieurs types de composants sont nécessaires. 
Les auteurs ont pris en considération le coût de stockage 
et les coûts de rupture. Ce modèle permet de déterminer 
le nombre de composants de chaque type à commander 
au début de chaque période et le nombre de produits à 
assembler. Une approche basée sur l'accouplement d'un 
modèle de programmation linéaire en nombres entiers 
avec une simulation et des heuristiques a été développée. 
Le même problème a été étudié par Proth et al., (1997), 
les composants à commander et les produits à assembler 
sont alors choisis sur la base d'une heuristique. 
Par ailleurs, Louly M.A. et Dolgui A., (2002) considè-
rent un système d'assemblage avec un produit fini et plu-
sieurs composants. L'objectif est de minimiser les coûts 
moyens de possession des composants, et les coûts 
moyens de retard des produits finis avec pour variables 
de décision les délais planifiés ou prévus des compo-
sants. Une des difficultés est alors la dépendance entre 
les différents composants. En effet, c’est souvent, la mé-
thode MRP qui est employée, mais les incertitudes sur 
les délais provoquent des instabilités, et ceci, quelle que 
soit la méthode de lotissement utilisée  
Dolgui A. et Louly M.A., (2002) proposent également un 
modèle Markovien pour étudier un problème de planifi-
cation dynamique multi-périodes. Le but est de recher-
cher des valeurs optimales de délais planifiés sous un 
système MRP soumis à des délais incertains, en minimi-
sant les coûts de possession et de retard. Ils partent sur 
des hypothèses de capacités infinies d'approvisionne-
ment et de délais indépendants de la taille des comman-
des. La demande est supposée constante et celles non 
satisfaites sont différées. 
Louly et al. (2007) ont par la suite généralisé les études 
de 2002 sur plusieurs périodes. Les auteurs proposent 
une procédure de séparation et évaluation, PSE, pour 
trouver la solution optimale basée sur des bornes infé-
rieures et une borne supérieure de la fonction coût et des 
propriétés de dominance des variables de décision qui 
permettent de réduire l’espace de recherche des solutions 
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à chaque étape de la procédure. Les auteurs présentent 
des résultas numériques, et montrent l’efficacité de la 
méthode PSE grâce à la qualité des bornes inférieures, de 
la borne supérieure et de l’utilisation des propriétés de 
dominance. 
 
A notre connaissance, il n’y a pas de modèles donnant 
une solution optimale quand les délais 
d’approvisionnement des composants suivent des lois de 
probabilité discrètes et quand la nomenclature comporte 
plus d’un niveau. Et c’est donc à ce type de systèmes que 
nous nous sommes intéressés. La complexité de l’étude 
est alors due à l’interdépendance entre les stocks de 
composants d’une même branche de la nomenclature, et 
à l’interdépendance entre les niveaux s’il s’agit d’une 
structure multi niveaux. 
 
3.  DEFINITION DU PROBLEME  
 
Nous étudions le problème de la planification des 
réapprovisionnements des systèmes d’assemblage à deux 
niveaux : le produit fini s’obtient à partir de composants, 
eux-mêmes assemblés (voir Figure 1). 
 

Demande 
(connue) 

Date de 
livraison : T 

Dates de lancement des ordres: T 2,iX−  

 

niveau 2 

Produit 
fini  

1,1c  
1,1Nc  

22,Nc
2,1c  

niveau 1 

Client 

2,kc  

1,kc  

  
Figure 1. Description du problème 

 
Nous limitons notre étude à un seul type de produit fini. 
Sa demande est supposée connue ainsi que la date de 
livraison souhaitée par le client. La capacité 
d’assemblage pour tous les composants ainsi que pour le 
produit fini est supposée infinie. Le coût unitaire de 
stockage pour chaque type de composant et le coût 
unitaire de rupture en produit fini  sont connus. Les 
délais d’approvisionnement pour les différentes 
commandes des composants sont indépendants et de 
même loi. Cette loi est quelconque, connue et sa 
réalisation maximale est supposée finie. 
 

Nous cherchons donc à obtenir les dates de lancement 
des ordres aux fournisseurs de niveau 2 qui minimisent 
la somme des coûts de stockage des composant (dû à 
l’interdépendance entre les composants nécessaires pour 
assembler le même composant (on peut pas assembler 
tant que tous les composants nécessaires ne sont pas 
présents)) et du coût de rupture en produit fini. 
 
Nous utilisons par la suite les notations suivantes : 
 
D Demande en produits finis pour la période 

considérée (connue) ; sans perte de généralité 
on pose D=1 

T date de livraison du produit fini demandée par 
le client pour la période considérée ; sans 
perte de généralité on pose T=0 

Ni Nombre de composants au niveau i (i= 1 ou 2) 
ci,j  Nom du ième composant du niveau j (j=1 ou 2) 
 
Si,1 Ensemble des composants de niveau 2 néces-

saires à l’assemblage d’un composant ci,1  
ni,1 Nombre de composants faisant partie de 

l’ensemble Si,1 
Li,j Délai d’approvisionnement des composants 

ci,j, (variable aléatoire discrète) ; 
Fi,j(.) Fonction de répartition de la variable aléatoire 

Li,j 
ui,j Valeur maximale de Li,j ; Chaque Li,j varie 

dans un intervalle [0,ui,j] 
u max(ui,j) 
 
hi,j Coût unitaire de stockage des composants ci,j 

sur un intervalle de temps unitaire 
b Coût unitaire de rupture en produit fini sur un 

intervalle de temps unitaire 
xi,j Délai d’approvisionnement calculé des com-

posants ci,j 
-Xk,2 Variable de décision : Date de lancement des 

composants ck,2  
(x)+ Max(0,x) 
 

L’entreprise lance directement ses ordres aux fournis-
seurs de niveau 2. Chaque fournisseur de niveau 2 livre 
les composants nécessaires aux fournisseurs de niveau 1 
avec un délai de livraison aléatoire. Les composants de 
niveau 2 sont alors assemblés pour fabriquer les compo-
sants de niveau 1, puis livrés de nouveau avec un délai 
de livraison aléatoire pour assembler le produit fini. 
Nous supposons que chaque composant de niveau 2 in-
tervient dans le montage d’un unique composant de ni-
veau 1 puisqu’on s’intéresse à des systèmes 
d’assemblage.  
Si T=0, on a :  
 1,2,2, ikk xxX +=  pour ck,2 ∈ Si,1 (1) 
Il y aura stockage des composants ck,2 s’ils n’arrivent pas 
à la même date pour assembler 1,ic . Le coût de stockage 

des composants ck,2 ∈ Si,1 est donc égal à : 
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( )( )∑ ∑
= ∈ 













−−

1

1,2,1
2,2,2,

N

i Sc
kkik

ik

XLMh , 

Avec ( )2,2,
1,2,

max kk
Sc

i XLM
ik

−=
∈

. 

Il n’y a pas d’autres coûts à considérer que les coûts de 
stockage puisqu’aucune date de livraison n’est expres-
sément requise. 
 
 

2,2Nc  

2,2c  

2,1c  

1,kc  

Date de livraison du 
produit fini : T 

. 

. 

. 

. 

. 

. 

        Délai 
d’approvisionnement 

Stockage de 
composants 

Rupture en 
produit fini 

… 

1,1c  

1,1Nc  

Date de 
lancement des 
ordres  

 
Figure 2. Illustration de problème 

 
Concernant l’assemblage du produit fini à partir des 
composants de niveau 1, il peut y avoir à la fois des 
coûts de stockage et des coûts de rupture. En effet, les 
composants de niveau 1 sont stockés au fur et à mesure 
de leur arrivée jusqu’à ce que tous les composants de 
niveau 1 soient présents (comme au niveau inférieur), 
mais en plus il peut y avoir des coûts de rupture si le 
dernier composant de niveau 1 arrive après T=0, date de 
livraison demandée du produit fini, donc si 

01, >+ ii LM . Le temps de rupture en produit fini se 

calcule en recherchant le composant pour lequel la va-

leur ( )++ 1,ii LM  est la plus grande, 

càd : ( )+

=
+ 1,

,...,1 1

max ii
Ni

LM . Le coût de rupture en produit 

fini vaut donc : ( )+

=
+ 1,

,...,1 1

max ii
Ni

LMb . 

Par ailleurs, Il y a stockage des composants 1,ic , 

1,...,1 Ni = , pendant le temps s’écoulant entre la date 

d’arrivée )( 1,ii LM +  et la date à laquelle tous les com-

posants de niveau 1 sont présents : ( )+

=
+ 1,

,...,1 1

max ii
Ni

LM . 

Le coût de stockage des composants de niveau 1 est donc 
le suivant: 

( )∑
=

+

=







 +−+
1

11
1,1,

,...,1
1, )(max

N

i
iiii

Ni
i LMLMh . 

 
Le coût total s’écrit donc comme suit : 

( ) ( )∑
=

+

=
+−+=

1

1 1
1,1,1,

,...,1
max),(

N

i
iiiii

Ni
LMhLMHLXC                                 

              ( ){ }∑ ∑
= ∈ 













−−+

1

1,2,1
2,2,2,

N

i Sc
kkik

iik
iii

XLMh  (2) 

Où ∑
=

+=
1

1
1,

N

i
ihbH  et  

),...,,...,,,...,,...,(
21 2,2,11,1,1 NiNi LLLLLLL =  ; 

),...,,...,(
22,2,1 Ni XXXX = . 

 
Ce coût est donc une variable aléatoire. Notre objectif est 
de minimiser l’espérance de cette variable aléatoire, 
c’est-à-dire le coût total moyen ),()( LXECXC = . 

Il s’exprime comme suit : 
 
Proposition 1 

=)(XC   

( ) ( )













+














×=−= ∏∑ ∏ ∑

∈≥ = =+ 1,2,

1

21

22,2,
0 1
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ik Sc
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N

i soo
i oXFoLH  

         ( )( )∑ ∑ ∏
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











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


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1
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N
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kki
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











−−×−

1

1,2,1 0
2,2, 1

N

i s Sc
kki

ik

sXFH  
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











−−

1

1,2,1
2,2,2, )(

N

i Sc
kkk

ik

XLEh      

         ∑
=

−
1

1
1,1, )(

N

i
ii LEh    (3) 

 
où, 

∑
=

+=
1

1
1,

N

i
ihbH ; 

∑
∈

−=
1,2,

1,2, )(
ik Sc

iki hhH , pour 1,...,1 Ni = ; 

),...,,...,(
22,2,1 Ni XXXX = . 

 
4.  OPTIMISATION  
 
4.1 Problème à optimiser 
 
Notre problème peut donc se modéliser par le problème 
d’optimisation suivant : 
 
Min ( )XC   

Sous les contraintes:  

1,2,2, iki xxX += ,  (4) 

1,2,2, iki uuU += , (5) 

2,2,2 ii UX ≤≤ , (6) 

 jiji ux ,,1 ≤≤ , (7) 

 j=1,2, i=1,2,…, Nj, et ck,2 ∈ Si,1 
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4.2 Procédure de séparation et évaluation 
 
Nous nous trouvons alors face à une fonction non li-
néaire à variables entières. Dès que l'énumération expli-
cite de tout l'espace de recherche devient impossible 
(c’est-à-dire quand la taille du problème est importante), 
il est nécessaire d'utiliser des outils de la recherche opé-
rationnelle performants afin de pouvoir trouver soit la 
solution optimale, soit au moins une bonne solution ob-
tenue à l'aide d'une méthode approchée. 
 
Nous présentons ici la procédure d’optimisation exacte 
et efficace de Séparation Évaluation (PSE) que nous 
avons développée pour résoudre ce problème. 
 
Nous cherchons d’abord une expression plus simple de 
la fonction coût (3), puis nous calculons deux bornes 
inférieures, et une borne supérieure, et nous recherchons 
des propriétés de dominance, dans le but de réduire 
l’espace de recherche des solutions à chaque étape de la 
procédure. 

Pour exprimer différemment la fonction coût (3), nous 
proposons de décomposer la nomenclature niveau par 
niveau (voir figure 2). 
 
4.2.1 Décomposition du problème 

L’optimisation direct de la fonction coût (3) est assez 
difficile, nous proposons donc de décomposer le pro-
blème afin de représenter différemment la fonction coût . 
Notre objectif est de trouver des propriétés intéressantes 
sur cette fonction telles que des propriétés de dominance, 
et des calculs de bornes inférieures et supérieures. 

Nous définissons un élément de la nomenclature comme 
étant un sous-ensemble de la nomenclature composé 
d’un composant 1,ic , i=1,…, N1, et de tous les compo-

sants nécessaires à son assemblage 1,2, ik sc ∈ , ou du 

produit fini et de tous les composants de niveau 1. Il y a 
donc (N1 +1) éléments de la nomenclature. Chaque élé-
ment i, (i=0,1,…, N1) sera noté par iE .  

 
Produit 

fini  

1,1c  1,ic  1,1Nc  
  

E0 

 

1,1c 1,ic 1,1Nc

2,c 2,kc 2,2Nc

1E iE 1NE
 

Figure 3. Décomposition du problème 
 
Le coût total (3) peut alors être réécrit comme étant la 
somme des coûts des éléments : 
 

( )=2,2,2,1 2
,....,,..., Ni XXXC ∑

=

1

0
2, )(

N

i
ki xCE  (8) 

avec, 
)( 2,kx  : Le vecteur des composants 2,kx  pour 

1,2, ik sc ∈  , 

iCE  : Le coût moyen de iE ,  pour i=0,1,…, N1. 

 
Le coût moyen de l’élément 0E  a été présenté dans 

Louly et al. (2007) comme suit : 
 

=)(0 XCE

∑ ∏∑
≥ ==









+−×+−

0 1
1,

1
1,1,1,

1

1,

1

)(1))(((
s

N

i
iL

N

i
iii sxFHLExh

i
 (9) 

avec, 
  ),...,,...,( 1,1,1 1Ni xxxX = . 

        
Calculons maintenant le coût moyen iCE  de iE , pour 

(i=1,…N1) : 
 
Proposition 2 
 
Le coût de chaque iE , (i=1,…N1) est égal à : 

( )=2,2, , kki LxCE  

∑
∈

+

∈ 
















 −−−×=
1,2, 1,2,

)()(max 2,2,2,2,2,
ik ikSc

kkkk
Sc

k xLxLh       

      ∑
=

+

∈ 
















 =−×+
u

y
kk

Sc
i yxLyb

ik1
2,2, )(maxPr)(

1,2,

   (10)  

où, 
+×−= )()( 1,ii hyyb  

        

























+×−+=×+ ∑ ∏∑

≥ ≠

−

=0
1,1,

1

0
1,1,

1

)()Pr(
k

N

ij
jj

y

s
ii kxFskxLH  (11) 

)( 2,kx  : Le vecteur des composants 2,kx  pour 

1,2, ik sc ∈  , 

)( 2,kL  : Le vecteur des composants 2,kL  pour 

1,2, ik sc ∈  . 
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Démonstration : 
 
Le coût de iE  pour i=0,1,…, N1 est égal à la somme du 

coût de stockage des composants nécessaires pour as-

sembler 1,ic  et du coût de retard si tous les composants 

1,2, ik sc ∈  ne sont pas présents à 1,ix− . 

Le coût de stockage est égal à : 

∑
∈

+

∈ 






 −−−×
1,2, 1,2,

)()(max 2,2,2,2,2,
ik ikSc

kkkk
Sc

k xLxLh             

                      
Nous notons par )(ybi  le coût d’un retard de y unités de 

temps. Alors, le coût de retard est égal à : 

∑
=

+

∈ 
















 =−×
u

y
kk

Sc
i yxLyb

ik1
2,2, )(maxPr)(

1,2,

. 

avec , 
),...,,...,()( 1,1,1,10 1Nii xyxxCEyb −=  

                     ),...,,...,( 1,1,1,10 1Ni xxxCE−  (7) 

 
D’après (4), la relation (7) peut être réécrite comme suit : 
 

×+×−= 11, )()( Hhyyb ii  

     
























+×−+=∑ ∏∑

≥ ≠

−

=0
1,1,

1

0
1,1,

1

)()Pr(
k

N

ij
jj

y

s
ii kxFskxL  (8) 

 
Le coût ( )2,2, , kki LxCE  étant aléatoire, nous nous 

intéressons à son coût moyen : ( )2,ki xCE . 

 
Proposition 3 
Le coût moyen de iE , (i=1,…N1) est égal à : 

( )=2,ki xCE           

∑ ∑ ∏
∈ ≥ ∈

+−×=
1,2, 1,2,

))(1(
0

2,2,2,
ik ikSc s Sc

kkk sxFh     

( )∑
∈

−×+
1,2,

)(( 2,2,2,
ik Sc

kkk LExh  

∑ ∏
= ∈ 













+×+

u

y Sc
kki

ik

yxFyb
1

2,2,
1,2,

)()(      

∑ ∏
= ∈ 













−+×−

u

y Sc
kki

ik

yxFyb
1

2,2,
1,2,

)1()(  (12) 

 

Proposition 4 

Les inégalités suivantes présentent des propriétés du coût 
de retard )(ybi : 

(i) Hhyyb ii +×−≤≤ 1,)(0 , uy ,...,1=∀  ;  

(ii)  la fonction )(ybi  est une fonction croissante par 

rapport à y, i.e., )(..)(...)1( ubybb iii ≤≤≤≤  ; 

(iii)  )()1()1()( ybybybyb iiii −+≤−− ,    

         uy ,...,1=∀ . 

 
 
 
Démonstration :        
 
Par définition : 0)0( =ib . 

D’après (8), on obtient immédiatement : 
 Hhyyb ii +×−≤ )()( 1, , uy ,...,1=∀  

Nous obtenons donc la propriété (i). 
 
D’après (8) et pour y=1,…, u, on a :  

+×−= )()( 1,ii hyyb  

























+×−+=×+ ∑ ∏∑

≥ ≠

−

=0
1,1,

1

0
1,1,

1

)()Pr(
k

N

ij
jj

y

s
ii kxFskxLH

+−+−= )()1( 1,ii hyb   

    

























+×−−+=× ∑ ∏

≥ ≠0
1,1,1,

1

1,
)())1(Pr(

k

N

ij
jjxi kxFykxLH

i
 (13) 

 
La relation (13) peut être réécrite comme suit: 

( )1)1()( 1,1,1, −+−= yfybyb iii , pour y=2,…, u  (14) 

avec,   
( ) +−=− )(1 1,1, ii hyf  


























+×−−+=× ∑ ∏

≥ ≠0
1,1,1,1,

1

)())1(Pr(
k

N

ij
jjii kxFykxLH  

Il reste donc à montrer que :  ( ) 011, ≥−yf i . 

Il est à noter que pour y=1: ( ) )1(0 1,1, ii bf = . 

( )11, −yf i est une fonction croissante par rapport à y.  

En effet,  
Soit ( ) ( ) ( )11,1,, −−= yfyfyf iiii = 

 ( )(∑
≥

−−+=−−+=×=
0

1,1,1,1, )1(Pr()Pr(
k

iiii ykxLykxLH  

                                        




+× ∏

≠

1

)( 1,1,

N

ij
jj kxF  

(∑
≥

−+=×=
1

1,1, )Pr(
k

ii ykxLH  

      


















−+−+× ∏∏

≠≠

11

)1()( 1,1,1,1,

N

ij
jj

N

ij
jj kxFkxF  

       ( ) ∏
≠

×−=×+
1

)()Pr( 1,1,1,1,

N

ij
jjii xFyxLH  

on a : ∏∏
≠≠

−+≥+
11

)1()( 1,1,1,1,

N

ij
jj

N

ij
jj kxFkxF , ce qui 

prouve que ( )yf ii , est toujours positive et donc  

( )1−yf i est une fonction croissante par rapport à y.  

comme ( ) 0)1(01, ≥= ii bf  nous obtenons donc:  
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)()1( ybyb ii ≤− , uy ,...,2=∀ . 

 
La propriété (iii) est démontrée comme suit : 
Nous avons démontré que ( )yf ii , est toujours positive, 

donc ( ) ( )11,1, −≥ yfyf ii . 

D’après (3.32) : pour y=2,…,u,  
( ) )1()(11, −−=− ybybyf iii . 

Nous obtenons donc:  
)()1()1()( ybybybyb iiii −+≤−− . 

 
4.2.2 Propriétés de dominance 

Avant de détailler la relation des propriétés de domi-
nance, nous introduisons tout d’abord la définition sui-
vante : 
 
Accroissements partiels 
Les accroissements partiels à droite et à gauche par rap-
port à la variable 2,iX  sont les fonctions suivantes : 

)(XGi
+  = ),...,1,...,( 2,2,2,1 2Ni XXXC + - 

                        ),...,,...,( 2,2,2,1 2Ni XXXC− ,  (15) 

)(XGi
−  = ),...,1,...,( 2,2,2,1 2Ni XXXC −  

                    ),...,,...,( 2,2,2,1 2Ni XXXC− , (16) 

Notons que la fonction )(XGi
−  n'est définie que pour les 

vecteurs X  pour lesquels la ie composante 2,iX  est 

strictement supérieur à 1. 
 

Proposition 5 
Les accroissements partiels  )(XGi

+  et )(XGi
−  sont des 

fonctions qui vérifient les propriétés suivantes: 
(i) pour ck,2 ∈ Si,1,  

   ( ) 2,ii hXG =+          

∑ ∑ ∏
∈ ≥ ≠ 













+×++=×−

1,2,

1,

))()1(Pr(
0

2,2,2,2,2,
ik

i

Sc s

n

kj
jjkkk sxFsxLh

( )∑
=

×−−−
u

y
ii ybyb

1
)1()(  

  













−+×+=× ∏

≠

1,

)1()Pr( 2,2,2,2,

in

ij
jjii yxFyxL  (17)                          

  
(ii)  pour ck,2 ∈ Si,1,  

    ( ) 2,ii hXG −=−      

     ∑ ∑ ∏
∈ ≥ ≠ 













+×+=×+

1,2,

1,

))()(Pr(
0

2,2,2,2,2,
ik

i

Sc s

n

kj
jjkkk sxFsxLh                      

          ( )∑
=

×−−+
u

y
ii ybyb

1
)1()(  

            













−+×−+=× ∏

≠

1,

)1()1Pr( 2,2,2,2,

in

ij
jjii yxFyXL

 (18) 

(iii)  ( )XGi
+  est une fonction croissante par rapport à 

2,iX  et décroissante par rapport à 2,jX  pour j dif-

férent de i. 

(iv) ( )XGi
−  est une fonction décroissante par rapport à 

2,iX  et croissante par rapport à 2,jX  pour j diffé-

rent de i. 
 
 
Démonstration 
 
On a d’après la relation (8) :  

( )=2,2,2,1 2
,....,,..., Ni XXXC ∑

=

1

0
2, )(

N

i
ki xCE   

Nous obtenons donc :  
pour ck,2 ∈ Si,1,  

( ) −+=+ ),...,1,...,( 2,2,2,1 1,iniii xxxCEXG  

                                  ),...,,...,( 2,2,2,1 1,inii xxxCE  

( ) −−=− ),...,1,...,( 2,2,2,1 1,iniii xxxCEXG  

                                  ),...,,...,( 2,2,2,1 1,inii xxxCE  

 
Par la suite, nous obtenons facilement la propriété (i) et 
la propriété (ii). 

 
Par ailleurs, l’expression (17) montre que la fonction 

( )XGi
+  est décroissante par rapport à 2,jx  pour j diffé-

rent de i et d’autre part, d’après (14) : 
( ) +−=−− )()1()( 1,iii hybyb  

























+×−−+=×+ ∑ ∏

≥ ≠0
1,1,1,1,

1

)())1(Pr(
k

N

ij
jjii kxFykxLH , et 

donc ( )XGi
+  est décroissante par rapport à 1,jx  pour 

ij ≠ . Enfin, d’après la relation (1) ( )XGi
+  est décrois-

sante par rapport à 2,jX  pour ij ≠ .  

 

Pour démontrer que ( )XGi
+  est croissante par rapport à 

2,iX , il suffit de montrer que la fonction 

( )2,2,2,12, 2
,....,,..., Nii XXXH +  définie ci-après est tou-

jours positive : 

( )2,2,2,12, 2
,....,,..., Nii XXXH + =   

            = ( )2,2,2,1 2
,....,1,..., Nii XXXG ++     

               ( )2,2,2,1 2
,....,,..., Nii XXXG+− . 

 
La démonstration est basée sur les trois propriétés de la 
proposition (4) et la propriété (iv) en est une consé-
quence immédiate.  
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Propriétés de dominance 

Nous prenons comme espace de recherche initial le pavé 
du vecteur ],[ BA  où les composants du vecteur A  sont 

2,ia =2 et les composantes du vecteur B  sont 2,ib =U . 

Ces caractéristiques précédentes permettent de trouver 
les propriétés de dominance suivantes : 

(i) si i∃  tel que ( ) 0<+ AGi  , alors chaque solution 

X  de ],[ BA  avec 2,2, ii aX =  est dominée. 

(ii)  si i∃  tel que ( ) 0<− BGi  , alors chaque solution 

X  de ],[ BA  avec 2,2, ii bX =  est dominée. 

 

En effet, si i∃  tel que ( ) 0<+ AGi  , alors le vecteur A est 

dominé par le vecteur  ( )2,2,2,1 2
...,1,,..., Ni aaa +  car la 

définition de la fonction  ( )XGi
+  donnera l'inégalité 

stricte suivante :   
),...,1,...,( 2,2,2,1 1,inii aaaCE +  

                                  ),...,,...,( 2,2,2,1 1,inii aaaCE<   

En plus, pour tout vecteur X  de ],[ BA  tel 

que 2,2, ii aX = , nous aurons l'inégalité suivante : 

)),...,,,,...,( 2,2,12,2,12,1 1,iniiii XXaXXG +−
+  

                        0),...,,...,( 2,2,2,1 1,
<≤ +

inii aaaG  

car la fonction  ( )XGi
+  est décroissante par rapport à 

2,jX  pour j différent de i. le vecteur X  de ],[ BA  tel 

que 2,2, ii aX =  est donc, à son tour, dominé par le vec-

teur ),...,,1,,...,( 2,2,12,2,12,1 1,iniii XXaXX +− + . La proprié-

té (i) est donc vérifiée, la propriété (ii) se démontre de la 
même façon.  
 
Nous allons par la suite présenter deux bornes inférieures 
et une borne supérieure de la fonction objectif. 
 
4.2.3 Bornes inférieures 
 
Nous présentons ici le calcul d’une borne inférieure et 
d’une borne supérieure de la fonction objectif )(XC  sur 

l’espace ],[ BA : 

( )
1

,...,,...,1 Ni AAAA = , ( )
1

,...,,...,1 Ni BBBB = ,  

avec 

iA : le vecteur  ( )2,ka  pour 1,2, ik Sc ∈ , 

iB : le vecteur  ( )2,kb  pour 1,2, ik Sc ∈ . 

 
Les valeurs   1BI  et  2BI  sont deux bornes inférieures 

pour la fonction coût sur le pavé ],[ BA  : 

+= )(1 ACBI      

( )[ ( )( )0,,...,,,...,min 2,2,2,12,1
1

2,2, 2

2

Niii

N

i
ii aabbGab −

+

=
∑ ×−  (19) 

 
+= )(2 BCBI      

( )[ ( )( )0,,...,,,...,min 2,2,2,12,1
1

2,2, 2

2

Niii

N

i
ii bbaaGab −

−

=
∑ ×−  (20) 

 
Démonstration 
 
Pour démontrer (19), nous utilisons la différence de coût 
suivante : 
 
 

=− )()( ACXC  

( )∑ ∑
=

−−

=
−

+










+

2 2,2,

2,2
1

1

0
2,2,12,1 ,...,,,...,

N

i

aX

j
Niii

ii

ajaXXG    

En utilisant le fait que  +
iG  est décroissante par rapport à  

2,jX  pour ij ≠  : 

( )≥+−
+

2,2,2,12,1 2
,...,,,..., Niii ajaXXG  

 ( )2,2,2,12,1 2
,...,,,..., Niii ajabbG +−

+  

 
Et donc: 

)()( ACXC −

( )∑ ∑
=

−−

=
−

+











+≥

2 2,2,

2
1

1

0
2,2,2,12,1 ,...,,,...,

N

i

aX

j
Niii

ii

ajabbG  

( )( )( )∑
=

−
+ +×−≥

2

2
1

2,2,2,12,12,2, 0,,...,,,...,min)(
N

i
Niiiii ajabbGab

 C.Q.F.D 
 
4.2.4 Borne supérieure  
 
Cette procédure commence par la division de l’espace de 
recherche en deux fils [A, B1] et [A1, B]. Cette division 
du pavé [A, B] en deux pavés  [A, B1] et [A1, B] est faite 
en coupant le coté le plus long du pavé [A, B]. 

2←A  
( )2,2,2,1 2

,...,,..., Ni UUUB ←  

( ))(),(min BCACBS←  

Tant que ( )1àsupérieureest][decardinal A,B  faire  

Séparer ],[ BA en deux sous ensembles [A, B1] et [A1, B] 

←BS  la solution avec le coût le plus faible, choisie 
parmi les quatre possibilités : A, B1 ,A1 ou B. 

  Si (A, B1) alors  

 ]← 1 ,[],[ BABA  

Sinon  

 ]← BABA  ,[],[ 1  

 Fin Si 
Fin Tant que 
 

4.2.5 Algorithme PSE 

L’algorithme PSE que nous proposons utilise pour bran-
chement le schéma suivant. Le sous-ensemble de pavé 
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],[ BA  dont le cardinal est le plus grand est divisé en 

deux sous-ensembles fils ],[ 1BA et ],[ 1 BA de même 

ordre. Avant d'être intégré dans l'arbre, chaque sous-
ensemble fils est réduit en utilisant les propriétés de do-
minances. L'idée de base est donc la recherche en largeur 
d'abord mais avec des modifications en tenant compte 
des résultats de la réduction.  

La borne inférieure (BI ) utilisée est le maximum des 
deux bornes 1BI  et  2BI . 

 
 
 
Début 

2←A  
( )2,2,2,1 2

,...,,..., Ni UUUB ←  

BS � la borne supérieure de ( [A, B] ) 
le_min_actuel � BS 
La_solution_actuelle � celle donnée par BS 
// Initialiser l’ensemble E des sous ensembles 
E �{ [ A, B] } 
Si A ≠ B alors 

                Tant que (E n’est pas vide) faire 
[A, B] � l’élément de E de cardinal 
maximal 
E � E - { [A, B] } 
Diviser [A,B] en deux sous-ensembles: 
[A, B1] et [A1, B] 
 
Si (l’ensemble [A, B1] n’est pas domi-
né, A≠B1,  sa borne inférieure BI < 
le_min_actuel ) alors 
On l’ajoute à  E : E � E ∪{[ A, B1]} 
Fin Si 
 
Si ( A1≠B  et sa borne inférieure BI < 
le_min_actuel) alors 
On l’ajoute à  E : E � E ∪ { [ A1, B] } 
Fin Si 
 
Si (C(A1) < le_min_actuel ) alors 

le_min_actuel � C(A1) 
La_solution_actuelle � A1 

Fin si 
 
Si (C(B1) < le_min_actuel ) alors  

le_min_actuel � C(B1) 
La_solution_actuelle � B1 

Fin si 
Eliminer les éléments de E dont la 
borne inférieure (BI) est plus grande 
que le_min_actuel. 

Fin Tant que 
                Fin si 
          Fin  
 
 
 
 

5.  EXEMPLE NUMERIQUE 
 
Considérons l’exemple suivant d’un système 
d’assemblage à deux niveaux. Le niveau 1 est constitué 
de deux composants, chacun de ces composants 
s’obtiennent en assemblant cinq composants de niveau 2. 
Le coût de rupture est égal à 100. Les valeurs maximales 
de tous les délais d’approvisionnement valent 5. Les lois 
de probabilité des délais d’approvisionnement sont re-
portées dans le tableau 3.1. Les coûts de stockage des 
composants sont comme suit: h1,1 =40; h2,1 = 20; h1,2 = 
10; h2,2= 6; h3,2= 9; h4,2= 3, h5,2= 5; h6,2 = 5; h7,2= 6 ; h8,2= 
8; h9,2= 10 et h10,2= 15. 
 
 
 
 

 w 1 2 3 4 5 
Pr (L1,1=w) 0.50 0.30 0.10 0.05 0.05 
Pr (L2,1=w) 0.25 0.15 0.20 0.20 0.20 
Pr (L 1,2=w) 0.15 0.30 0.20 0.15 0.20 
Pr (L 2,2=w) 0.10 0.20 0.30 0.15 0.25 
Pr (L 3,2=w) 0.40 0.10 0.20 0.15 0.15 
Pr (L 4,2=w) 0.40 0.30 0.10 0.10 0.10 
Pr (L5,2=w) 0.20 0.20 0.20 0.20 0.20 
Pr (L6,2=w) 0.20 0.20 0.25 0.15 0.20 
Pr (L7,2=w) 0.15 0.20 0.50 0.05 0.10 
Pr (L8,2=w) 0.10 0.10 0.20 0.30 0.30 
Pr (L9,2=w) 0.20 0.25 0.10 0.05 0.40 
Pr (L10,2=w) 0.10 0.35 0.15 0.35 0.05 

Tableau 1. Loi de distribution des délais 
d’approvisionnement 

 
Les variables de décision Xk,2 sont donc initialement 
comprises entre 2 et 10. 
 
En utilisant la PSE basée sur les propriétés de domi-
nance, les bornes inférieures et la borne supérieure pré-
sentés précédemment le coût minimal a été trouvé après 
13 itérations et vaut 235,56. 
 
Les dates de lancement optimales correspondant à ce 
coût minimal sont les suivantes:  
 

s 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 
*

2,sX  7 7 7 7 7 10 9 9 9 9 
Tableau 2. Délais d’approvisionnement optimaux 

 
D’après le tableau 2, la date de lancement de l’ordre pour 
les composants 2,1c ,…, 2,5c  est égal à 7−T , pour 

2,6c  : 10−T , et pour 2,7c ,…, 2,10c  : 9−T . 

 
 
6. CONCLUSIONS ET PERSPECTIVES 
 
Nous nous intéressons donc à la planification des réap-
provisionnements quand les délais d’approvisionnement 
sont aléatoires. Cette démarche s’inscrit dans l’étude 
plus générale de la paramétrisation de la méthode MRP. 
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Nous proposons une nouvelle méthode d’optimisation où 
le critère considéré est la somme du coût de stockage des 
composants et du coût de rupture en produits finis. Notre 
approche propose une technique d’optimisation avec des 
variables de décision entières donc on se place dans un 
environnement temporel discret, ce qui est plus adapté au 
contexte du réapprovisionnement qu’une approche 
continue. Nous avons alors développé un algorithme 
d’optimisation basé sur la technique de séparation et 
évaluation PSE. 
 
Par la suite, nous voulons étudier le contexte multi-
périodes. En effet, notre approche étudie la planification 
sur une seule période. Les délais d’approvisionnement 
obtenus peuvent donc être sur- évalués. Si nous pouvons 
étendre notre étude à la planification sur plusieurs pério-
des, il est possible de réduire les délais 
d’approvisionnement et donc les stocks de composants. 
En revanche, en plus de la difficulté due à la dépendance 
des stocks des composants (due à l’opération 
d’assemblage) et la dépendance entre les niveaux, nous 
devrons aussi considérer la dépendance entre les pério-
des. Nous nous appuierons sur les travaux de Ould Louly 
et Dolgui (2002; 2004) qui portent sur des modèles de 
planification multi-périodes pour des systèmes 
d’assemblage à un seul niveau avec des délais 
d’approvisionnement aléatoires. 
Une autre piste de recherche consistera à étendre notre 
étude aux systèmes d’assemblage multi-niveaux.  
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