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RESUME : Notre étude concerne la planification des systémiassemblage. Nous considérons un produit fini
fabriqué a partir de plusieurs composants, ces amsapts étant eux-mémes obtenus a partir d'autresposants ;
nous parlons donc de systéme d’assemblage a deeaux. Nous supposons que la demande en produiedin
déterministe, mais les délais d’approvisionneme&s cbmposants sont aléatoires. Notre objectif less @le minimiser
les colts moyens composés de colts de stockagerdpssants et de colts de rupture en produitNpire approche
se base sur une décomposition du probléme par mideanomenclature afin de déterminer la fonctiofitcdNous
recherchons des propriétés de dominance pour rédl@space de recherche de solutions ainsi que l@ses
inférieures et supérieures de cette fonction. Lsohdtion est alors basée sur un algorithme de R®Ejui nous permet
de trouver le colt optimal. Nous présentons un ekepour illustrer notre démarche.

MOTS-CLES : Planification des réapprovisionnements, PSE, déldiapprovisionnement aléatoires, systemes
d’assemblage a deux niveaux

1. INTRODUCTION rupture en produit fini. lls ont proposé une pragédde
séparation et évaluation (PSE) pour trouver latsoiu
Nous nous intéressons au probléme de la planticati optimale basée sur des propriétés de dominancayret
des réapprovisionnements d’'un systeme d’assemidlage un calcul de bornes inférieures et d’'une borne rege
deux niveaux quand les délais d’approvisionnement s  de la fonction objectif.
aléatoires. Le produit fini s'obtient a partir deigeurs
composants, eux-mémes obtenus & partir dautre2. ETAT DE L'ART
composants. Afin de se rapprocher de méthodes
industrielles de planification du type MRP, noususio La planification des réapprovisionnements en
plagons dans un environnement temporel discret (lecomposants pour les systéemes d’'assemblage avds déla
temps est calculé en jours par exemple). Ainsi,snou d'approvisionnement aléatoires n'est pas tres éwdi
supposons que les délais d'approvisionnement endans la littérature, notamment pour les systemphis
composants sont des variables aléatoires discopies d’'un seul niveau, mais surtout quand on considére u
suivent une loi quelconque et connue. Nous cheschon temps discret.
alors les valeurs optimales des dates de lancedemt  Ainsi, Kumar (1989) présente une étude génériquiade
ordres aux fournisseurs de niveau 2 en minimisant | planification des systémes d’assemblage a un nieéau
somme du colt moyen de stockage des composants et dplusieurs composants sont nécessaires pour assamble
co(t moyen de rupture en produit fini. seul produit fini, avec des délais d’approvisioneem
Notons que nous tenons compte dans notre modéle daléatoires qui suivent des laientinues Il détermine la
l'interdépendance des stocks de composants et delate de lancement des ordres qui minimise le atét t
l'interdépendance des niveaux. De plus, signalams g composé d’'un colt de stockage et d'un co(t de raptu
nous limitons notre étude a la planification a @itga  L’auteur propose la solution optimale pour des cas
infinie. particuliers de loi de distribution des délais
Pour étudier ce probleme, nous nous sommes edsentied’approvisionnement (exponentielle, uniforme, et
lement basés sur les travaux de Loulalet (2007) sur  normale). Une autre étude intéressante (€thal, 1993)
les systemes d'assemblage a un seul niveau. Learaut montre pour le méme cas la convexité du codt total
ont étudié le probleme de planification a un seuwtau moyen et propose ainsi un algorithme itératif qui
sur plusieurs périodes dans le cas ou les délaisminimise ce co(t moyen en se basant sur les ptéprié
d’approvisionnement suivent une loi discréte. Lebr de la fonction obijectif.
jectif était de trouver les stocks initiaux en carsgnts  Toujours avec une modélisation continue des délais
qui permettent de réduire le codt total moyen cosgépo d’approvisionnement, Fujiwara et Sedarage (199%) on
du codt de stockage des composants et du colt nugyen étudié la politique (quantité de commande / poiat d
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commande) (Q,r) pour les systemes d'assemblage aveques montrent que les délais de sécurité peuveat ét
un seul type de produit fini et plusieurs composant négatifs quand le colt de stockage unitaire despoem
qguand les délais d’approvisionnement sont aléatoire sants est relativement plus élevé que le colt prum

Les auteurs supposent que la demande est constante unitaire.

connue, et que la capacité d’assemblage est infieie Notons que Tang et Grubbstréom (2003) considérent le
auteurs considérent le colt de stockage de comipsan méme probléme de systémes d’assemblage a deux com-

le colt de rupture en produit fini et le colt daupe Fu- posants que Yano (1987). lls utilisent la transftion
jiwara et Sedarage ont développé mmodele continu  de Laplace pour trouver des propriétés des délais
pour cette politique (Q,r) : quand le stock arraue ni- d’approvisionnement qui permettent de déterminer la

veaur;, pour le composant i, un lot de taille Q de compo- solution optimale.

sants de type i est lancé. La valeur de Q est lmmané A notre connaissance, les seuls travaux qui maallis
pour tous les composants. lls cherchent donc let iz vraiment les délais d’approvisionnement comme étant
lancement des ordres pour chaque composantet la desvariables aléatoires discretesont ceux de Dolgui,
taille de lotQ. Le probleme d'optimisation obtenu est Louly et Proth.

non linéaire, les auteurs ont décomposé le probléme Tout d’abord, Dolgui eél., (1995) proposent un modéle
famille de sous problémes et la solution a étérale analytique pour la planification des systémes
numériquement. d’'assemblage dans le cas ou la demande est canstant
Dans le domaine des systémes d’assemblage a phisieules délais d’approvisionnements des composants sont
niveaux avec des délais d’approvisionnement alésgtoi aléatoires. La politique d’approvisionnement coaste

qui suivent undoi continue nous pouvons citer les tra- est la politique lot pour lot. On suppose qu’il yphu-
vaux de Axsater (2005). L'objectif de ce travait de sieurs types de produits, et que pour assemblejueha
trouver les dates de lancement optimales danstleldou  produit, plusieurs types de composants sont néicessa
réduire le colt total moyen composé d’'un co(t de-st Les auteurs ont pris en considération le colt dekage
kage des composants et d'un colt moyen de rupture eet les colts de rupture. Ce modele permet de digierm
produit fini. L'auteur ne présente pas la modélisat le nombre de composants de chaque type a commander
analytique de probléme mais il propose une heqtisti au début de chaque période et le nombre de produits
pour trouver une solution basée sur la décomposar assembler. Une approche basée sur I'accouplement d'
niveau. Ce principe de décomposition a déja étéemté modéle de programmation linéaire en nombres entiers
par (Buzacott et Shanthikumar (1994), Hariharagigt avec une simulation et des heuristiques a été oigpéé.

kin (1995), Chen(2001), Karaesmen et al. (2002)). Le méme probléme a été étudié par Prothl.ef(1997),
L'auteur a traité deux exemples: le premier exengsie  les composants a commander et les produits a aksemb
celui d'un systeme d'assemblage a deux niveaux avecsont alors choisis sur la base d'une heuristique.

deux types de composant au niveau 1 et trois tgpes Par ailleurs, Louly M.A. et Dolgui A., (2002) codst
composants au niveau 2 nécessaires pour asserabler kent un systéeme d'assemblage avec un produittfiplue
premier composant de niveau 1. Le deuxieme exemplesieurs composants. L'objectif est de minimiserclests

est un systéme d’assemblage a trois niveaux aveewln  moyens de possession des composants, et les codts
type de composants au niveau 1, deux types de compomoyens de retard des produits finis avec pour blasa
sants au niveau 2 nécessaires pour I'assemblagendu de décision les délais planifiés ou prévus des cemp
posant de niveau 1 et quatre types de composanis au sants. Une des difficultés est alors la dépendante
veau 3. Les résultats numériques montrent que [@our les différents composants. En effet, c’est soudanté-
premier exemple l'erreur est de 1%, i.e., le caldalt thode MRP qui est employée, mais les incertitudes s
augmente de 1% par rapport a la solution optimalle ( les délais provoquent des instabilités, et ceallgugue
tenue en énumérant tous les solutions possiblesy. IB soit la méthode de lotissement utilisée

deuxiéme exemple I'erreur est de 10% . Dolgui A. et Louly M.A., (2002) proposent également
Toujours, dans le domaine des systemes d’assemalage modéele Markovien pour étudier un probleme de pianif
plusieurs niveaux avec des délais d'approvisionméme cation dynamique multi-périodes. Le but est de eech
aléatoires, nous pouvons citer les travaux de Yanocher des valeurs optimales de délais planifiés sous
(1987). Ces travaux traitent des systemes d'assgmld  systeme MRP soumis a des délais incertains, emmini
deux niveaux avec un seul type de composants aamiv sant les colts de possession et de retard. llserpastir

1 et deux types de composants au niveau 2. Towsles des hypothéses de capacités infinies d'approvisionn
culs sont faits en utilisant les propriétés d'imgdmpn et ment et de délais indépendants de la taille desram

de dérivation des différentes fonctions utilisédgan- des. La demande est supposée constante et celles no
moins, pour illustrer son travail, I'auteur prenesciélais  satisfaites sont différées.

d’approvisionnement suivant des lois de poissorbieu  Louly et al. (2007) ont par la suite généralisédasdes
nomiale. Ces travaux se situent donc a la frontdere de 2002 sur plusieurs périodes. Les auteurs prapose
continu et du discret. une procédure de séparation et évaluation, PSE, pou
L'objectif est de trouver les dates de réapprovise trouver la solution optimale basée sur des born&s i
ment qui minimisent le co(t de stockage et le adgit rieures et une borne supérieure de la fonction ebdes
rupture. Un algorithme a été développé en exploiem  propriétés de dominance des variables de décisibn g
propriétés de la fonction objectif. Les résultatsngéri- permettent de réduire I'espace de recherche detisd
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a chaque étape de la procédure. Les auteurs peésent Nous cherchons donc a obtenir les dates de landcemen
des résultas numériques, et montrent I'efficacieélal
méthode PSE grace a la qualité des bornes infésede
la borne supérieure et de l'utilisation des prapgséde
dominance.

des ordres aux fournisseurs de niveau 2 qui mieimis
la somme des colits de stockage des composant (di a
I'interdépendance entre les composants nécessaLes
assembler le méme composant (on peut pas assembler
tant que tous les composants nécessaires ne sent pa

A notre connaissance, il n'y a pas de modéles dunna présents)) et du colt de rupture en produit fini.

une solution optimale quand les délais
d’approvisionnement des composants suivent deslois
probabilité discrétes et quand la nomenclature ostap
plus d’un niveau. Et c’est donc a ce type de systeque D
nous nous sommes intéressés. La complexité daléétu
est alors due a linterdépendance entre les stoeks
composants d’'une méme branche de la nomenclature, er
a linterdépendance entre les niveaux s'il s'agdiine
structure multi niveaux.

N;
3. DEFINITION DU PROBLEME Cij

Nous étudions le probléme de la planification des S,
réapprovisionnements des systémes d'assemblagexa de
niveaux : le produit fini s’obtient a partir de cpasants, N1
eux-mémes assemblés (voir Figure 1).

LI,]
Client Fui()
L\
Demandg Date de Ui
. livraison : T
(connue Produit u
fini

/ ¢ \ ;

niveat 1

f f\f\

Co |--

| {

Dates de lancement des ordrgsiX; ,

niveat 2 x)*

________ L CN22

Nous utilisons par la suite les notations suivantes

Demande en produits finis pour la période
considérée (connue) ; sans perte de généralité
on poseD=1

date de livraison du produit fini demandée par
le client pour la période considérée; sans
perte de généralité on pase0

Nombre de composants au nivedix 1 ou 2)

Nom dui®™ composant du niveguj=1 ou 2)

Ensemble des composants de niveau 2 néces-
saires a 'assemblage d’un composant
Nombre de composants faisant partie de
'ensembleS ;

Délai d'approvisionnement des composants
cj, (variable aléatoire discreéte) ;

Fonction de répartition de la variable aléatoire
Li;

Véleur maximale de.;; ; Chaquel,; varie
dans un intervalle [0;j]

max ()

Codt unitaire de stockage des composafjts
sur un intervalle de temps unitaire

Codt unitaire de rupture en produit fini sur un
intervalle de temps unitaire

Délai d'approvisionnement calculé des com-
posants;

Variable de décision: Date de lancement des
composantsy »

Max(0,x)

L'entreprise lance directement ses ordres aux feurn
seurs de niveau 2. Chaque fournisseur de niveaue? |
les composants nécessaires aux fournisseurs daunive

avec un délai de livraison aléatoire. Les compasdst

Figure 1. Description du probléme

Nous limitons notre étude a un seul type de praituit N
Sa demande est supposée connue ainsi que la date q

livraison souhaitée par le client. La capacité |, ,

d’'assemblage pour tous les composants ainsi quel@ou d'asse

produit fini est supposée infinie. Le codt unitaie
stockage pour chaque type de composant et le co(t
unitaire de rupture en produit fini sont connugsL

délais d’approvisionnement pour les

niveau 2 sont alors assemblés pour fabriquer legoe
sants de niveau 1, puis livrés de nouveau avecéla d

de livraison aléatoire pour assembler le produii. fi
0ous supposons que chaque composant de niveau 2 in-
&rvient dans le montage d’un unique composantide n

1 puisquon
mblage.
SiT=0,0na:

s’intéresse a des systémes

Xk2 = X2 t X1 pourcc, 791 (1)

différentes !l Y aura stockage des composamss’ils n'arrivent pas

commandes des composants sont indépendants et d&la méme date pour assembbey. Le colt de stockage
méme loi. Cette loi est quelconque connue et sages composants, (7S est donc égal a :

réalisation maximale est supposée finie.
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% S hea (M = (Leo = X40))] +§1{ 2 hki,z{'v'i _(Lki,Z_xlq,Z)} @)
i=1{ ¢ o084 I=1{ ¢ o00S 1

Avec M; = max L., = Xy ,). Ny
' ck,zms,l( 2 =Xz OUH=b+Yh, et
Il 'y a pas d'autres codts a considérer que ldgscde =1
stockage puisqu'aucune date de livraison n'est es¢pr L =(LygrrLigrnbng Lz bizienblny,)
sément requise.
X =(Xy2,0Xj 2000 X, ) -
Date de livraison du
procuit fini : T Ce colt est donc une variable aléatoire. Notreatibjest

: de minimiser l'espérance de cette variable aléatoir

C12
——— e ] c’est-a-dire le colt total moye@(X) = EC(X,L).
22— > o Il s’exprime comme suit :
: Dela] '
Ck1 d’approvisionnement .
> Proposition 1
—= Stockage de C(X) _
) ong 1 composants -
e > Rupture en N
— B3 produit fini =H>] 1-|‘|{ ZP'(M;L:OJX |_|Fk,2(xk,2+02)
‘ 1=1 =
CNy 2 v , Datede a+0, G2Ba
lancement des N,
ordres +2 Hi x ZIl‘ H(Fk,z(xk,z*'s))]
. . N i=1 sz SPECEY
Figure 2. lllustration de probléme
Ny
Concernant I'assemblage du produit fini & partis de _EHi Xgﬂ(ck @S(FK’Z(XK’Z B S_l))J
- = ,2 1

composants de niveau 1, il peut y avoir a la fas d
colts de stockage et des colts de rupture. En &fet N;

composants de niveau 1 sont stockés au fur et armes ‘Z[ th,Z{E(Lk,z) - Xk,Z}]

de leur arrivée jusqu'a ce que tous les composdats =1\ GBS

niveau 1 soient présents (comme au niveau inférieur N,

mais en plus il peut y avoir des colts de ruptirk s -2 h,E(L i) (3)
dernier composant de niveau 1 arrive afe8, date de =

livraison demandée du produit fini, donc si

M; +L;; >0. Le temps de rupture en produit fini se o, N
1
calcule en recherchant le composant pour lequehia H =b+Z:lhil ;
leur (Mi + Li,1)+ est la plus grande, B
cad : max (Mi + Li,1)+- Le colt de rupture en produit Hi= (o) —hy, pouri=1...Ny;
i=1,...N; G205,
fini vaut donc :b max (Mi +1 1)+. X =(XyzieniXi g1 Xy, ) -
i=1,...N; ’

Par ailleurs, Il 'y a stockage des composaunis, 4. OPTIMISATION
i =1,...,N;, pendant le temps s’écoulant entre la date

darrivée (M; +L,;,) et la date a laquelle tous les com- 4.1 Probleme & optimiser

posants de niveau 1 sont présentsnax (Mi + Li,1)+- Notre probleme peut donc se modéliser par le problé
=L Ny d’optimisation suivant :
Le codt de stockage des composants de niveaudbest
le suivant: Min C(X)
N .
S'h 1( max (Mi ‘L 1)+ S(M, L 1))- Sous les contraintes:
AN ' Xi2 =Xe2 + X1, (4)
Ui, =UotUq, 5
Le codt total s’écrit donc comme suit : 12 = Tk2 DT ®)
_ 2s X, <Uj,, (6)
C(X.L)=H max (M, +L,) =S h,(M; +L;) lex <u. @)
i=L,..N; a =Yg

j:1,2,i:l,2,...,Nj, etCkvz DSl
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4.2 Procedure de séparation et évaluation o . oNy 1
Nous nous trouvons alors face a une fonction nen li /\ '\ /\ \ / \
néaire a variables entieres. Dés que I'énumératipii-

cite de tout l'espace de recherche devient implessib c | o N, 2
(c’est-a-dire quand la taille du probléme est inpate), 2 ' T -
il est nécessaire d'utiliser des outils de la recie opé-

rationnelle performants afin de pouvoir trouvert dai B Ei Eny
solution optimale, soit au moins une bonne solubbn Figure 3. Décomposition du probléme

tenue & l'aide d'une méthode approchée.

Le co(t total (3) peut alors étre réécrit commentta
Nous présentons ici la procédutoptimisation exacte  somme des coiits des éléments :
et efficace de Séparation Evaluation (PSE) que nous

avons développée pour résoudre ce probleme. N,
CX 12,00 Xi 200Xy, 2)= 2 CE; (X4 2) 8)
Nous cherchons d’abord une expression plus simgle d i=0

la fonction colt (3), puis nous calculons deux lesrn avec,

inférieures, et une borne supérieure, et nous rebbes ~ (X¢2) : Le vecteur des composantsq, pour
des propriétés de dominance, dans le but de réduireckzgsu,

I'espace de recherche des solutions a chaque d&afme ' N .
procédure. CE : Le colt moyen dé&5j , pouri=0,1,..., N.

Pour exprimer differemment la fonction colt (3),uso Le colt moyen de 'élémenE, a été presenté dans
proposons de décomposer la nomenclature niveau parouly et al. (2007) comme suit :

niveau (voir figure 2).

) i \ CEy(X) =
4.2.1 Décomposition du probléme N N
1 1
h,(x ;= E(L ;) +H x 1I-TMF. . (Xx:+9 | (9
L’optimisation direct de la fonction colt (3) estsaz iz=:1( 12062~ E(L) s§)( ||:|1 s )J ©)

difficile, nous proposons donc de décomposer le pro gyec,

bléme afin de représenter différemment la fonctioat . X = (Xgyeons Xi g0eees Xy 1) -

Notre objectif est de trouver des propriétés irsséaates Lron B b N L

sur cette fonction telles que des propriétés deinmmse,

et des calculs de bornes inférieures et supérieures Calculons maintenant le colt moy&E; de E;, pour
(i=1,..Ny) :

Nous définissons un élément de la nomenclature a®mm

étant un sous-ensemble de la nomenclature compos@roposition 2

d’'un composantc;,;, i=1,..., N, et de tous les compo-

Le colt de chaqué&; , (i=1,...N;) est égal a:

sants nécessaires a son assemblegells ;, ou du
CE; (2. Li2)=

produit fini et de tous les composants de nivealll L a

donc (\; +1) éléments de la nomenclature. Chaque élé- s [ ( L ¥ (L ))
o . = x| max - X - - X
menti, (i=0,1,..., N) sera noté paE; . s, k.2 - k2~ %k2 k2~ Xk2
Produit u
i + 30 (y) % P( max (Liz = Xez) " = y) (10)
y=1 Ck,20S 1

7 T~ i,

bi (y) ==(yxhi;)+
Cuu |---- Ga |----| ©Nga
y-1 N,
E +HX(%Zpr(ﬂ=>q1+k—s)><|'|Fjl(xj1+k)j] (11)
k>0 =0 j#i

(Xc2) : Le vecteur des composantsy , pour
C2Usy s
(L) : Le vecteur des composantd,, pour

ck,ZDs”L .
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Démonstration : (i) b(y)-b(y-)<b(y+D-b(y),

~ . i . Oy=1...,u.
Le colt deE; pouri=0,1,..., N est égal a la somme du

col(t de stockage des composants nécessaires pour as

semblerc;; et du codt de retard si tous les composants Démonstration :

Cy» Is; ne sont pas présents; ; . Par définition :b; (0) =0.

Le cot de stockage est égal & : D’aprés (8), on obtient immédiatement :

N b (y)s-(yxh;)+H ,0Oy=1..u
cklzzmls ) N ckTng,l(Lk’Z ~%2) = (b2 7%2) Nous obtenons donc la propriété (i).

D’aprés (8) et pouy=1,...,u,0on a:
Nous notons pab; (y) le colt d’un retard dg unités de b (y) =—(yxh )+

temps. Alors, le codt de retard est égal a :

y-1 Ny
y=1 Cc2HS 1
avec , =b (y-D+(=h)+
by (y) = CEo (Xyg,+Xi 1 = Yaerss X 1) y 5 ) L oll a3)
X ri. . = +K—(y— X (X4 F
_CEO(X:Lly---in,11---1XN1,1) (7) g ba % -1 D J’l( 11 )
D'apres (4), la relation (7) peut étre réécrite avarsuit 1 | 3 relation (13) peut étre réécrite comme suit:
b1(y)=bi1(y=D+ fis(y-1), poury=2,...u  (14)

by (y) = =(yxh ) +Hyx 20
[I(ZC[YZ_ZPF(Li 1= %+ k —s)x H Fj.l(xj,l + k)D (8) fi.l(y - 1) = (_hi,l) +
20 s= i#i .
" x{zipr(l'i'l =Xig +k=(y=D)x[] F;1(Xj1 +k)j]

~ , , . k> j#i
Le colt CE (Xk,ZiLkz) étant aléatoire, nous nous

I R N Il reste donc a montrer que f; 1(y—1)= 0.
intéressons a son colt moye@E, (Xk,z)- a ,‘1(y )

Il est & noter que poye=1: fi1(0)= b,@.

Proposition 3 fil(y—l) est une fonction croissante par rappoyt a
Le colt moyen deg; , (i=1,...N;) est égal & : En effet,
CE; (x¢2)= Soit f;; (y)= fi1(y)- fia(y-1)=
= 3 hoxXA- []Fea(ez +9) =Hx ¥((Pre;, =x; +k=y)~Pre; =%, +k-(y-1)
G209 1 20 ¢,lS; k=0
Nl
+ Z(hk,zx(xk,Z_E(Lk,z)) x |_'|_Fj'1(le+k)J
C20S j#i
S =H Pr(li; =%, +k -
+2b(y) x[ [Fc20 2 + Y)) x El( Mlia=%a )
y=1 G 20] 1
Nl Nl
S I T Fja(Xj2 tk) = F‘,l(x',1+k_1)]J
—zu(y)x{ an,z(xk,2+y—1)] (12) (!1 o [17iat%
y=1 G208

Ny

# H (P =% = )T Fax0)
" 1#
Proposition 4 N N, .
Les inégalités suivantes présentent des proprigtésat ~ ON 2 |:_| Fia(xji+k)2 |:_| Fia(xj +k=1, ce qui
de retardb, (y) : ” ¢ ( ) ¢ Jtl . iti ¢ d

: prouve que f;;ly)est toujours positive et donc

(i) Osbi(y)s-yxh,;+H,0y=1..u ; '

(i) la fonction b, (y) est une fonction croissante par

rapport &, i.e., @ <...<h(y)<..<h) ;

f; (y—l) est une fonction croissante par rappoyt a
comme f;1(0)=b; (1) 2 0 nous obtenons donc:
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b(y-D<b(y), Oy=2,...,u.

La propriété (iii) est démontrée comme suit :

Nous avons démontré qué ; (y) est toujours positive,
donc f;,(y)= fi,(y-1).

D’apres (3.32) : pow=2,... u,
faly-2)=bi(y)-bi(y-1).

Nous obtenons donc:

b (y) =bi (y=D <bi (y+D -bi(y).

4.2.2 Propriétés de dominance

Avant de détailler la relation des propriétés dendo
nance, nous introduisons tout d’abord la définitsui
vante :

Accroissements partiels
Les accroissements partiels & droite et & gaucheapa
port a la variableX; , sont les fonctions suivantes :

G (X) = C(X g0 Xip + 1o Xy ) -

_C(Xl,2""’Xi,2""7XNZ,2)’ (15)
Gi_(x) = C(Xllz,...,xiz —l,...,XNZ’Z)
~C(X121m Xj 2100 X, 2) (16)

Notons que la fonctior;” (X) n'est définie que pour les
vecteurs X pour lesquels la® composante X; , est
strictement supérieur a 1.

Proposition 5
Les accroissements partiel§;” (X) et G (X) sont des
fonctions qui vérifient les propriétés suivantes:
(i) pourcc, JSy,
G (X)=h,

LFS
- 2 W,ZX(Z(Pr(—k,Z=)Q<,2+S+:Dx‘|_||(Fj,2(xj,2+s))}
J#

G209 =0

- Sy -hy-D)x
y=1

><(Pr(l-i,z =X, tYy)X ﬁFj 2(Xj 2t Y‘l)J (17)

IEdl

(i) pourc, 7S,
G (X)=-h,

lLE!
+ > ho X[Z(Pm-k,z =X 2 t9)X _I_II(Fj 2% 2 +S))]
|7

G209 1 20

+3(h(y) -h(y-D)x
y=1

Nia
><(F’r(l—i,z =XiotY-Dx[]Fja(X 2+ Y‘l)J

j#i
(18)

(iii) Gf(X) est une fonction croissante par rapport a
Xi, et décroissante par rapports, , pourj dif-
férent dei.

(iv) Gi"(X) est une fonction décroissante par rapport a
Xi, et croissante par rapportd; , pourj diffe-
rent dei.

Démonstration

On a d’'aprés la relation (8) :

Nl
ClX120esXi 200X, 2)= _ZOCEi (X¢2)
=

Nous obtenons donc :
pourcy, 791,
Gi+ (X) = CEI (Xl.2 ""’Xi 2 + :L."'Xni,lvz) -

CE (Xlz'---axi,z’---'xni,l,z)
G (X)=CE (X2, % 2 =L Xy 2) =

CE; (X121-:% 2101 Xn,, 2)

Par la suite, nous obtenons facilement la prop(ig¢tét
la propriété (ii).

Par ailleurs, I'expression (17) montre que la fanct
G’ (X) est décroissante par rapporig, pourj diffe-

rent dei et d’autre part, d’aprés (14) :
(b (y) =By (y=1) = (-hy 1) +

k=0 j#i

Ny
+H X(Z[Pr(l_u: %1+k=(y=-D0)x]] Fjl(le+k)]], et

donc G/ (X) est décroissante par rapportxg, pour

j Zi. Enfin, d’aprés la relation (1gsi+(x) est décrois-
sante par rapport X ; , pour j #i.

Pour démontrer qué;” (X) est croissante par rapport a

X, il suffit de montrer que la fonction

Hifz(Xlz'---’Xi,zi----vXNz,z) définie ci-aprés est tou-
jours positive :
Hi (X120 Xi 1o Xy, 2) =
G (Xyp0 X1 2 # 1 Xy, 2)
=G (Xy20 X 20X, ).
La démonstration est basée sur les trois propriéa

proposition (4) et la propriété (iv) en est une sBn
guence immédiate.
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Propriétés de dominance

Nous prenons comme espace de recherche initiavé p
du vecteur[ A, B] ou les composants du vectedr sont

a; ,=2 et les composantes du vectdursontb, ,=U .

Ces caractéristiques précédentes permettent deetrouv
les propriétés de dominance suivantes :

(i) siCi tel que G/ (A)<0 , alors chaque solution
X de[A B] avec X; , =a; , est dominée.
(i) si Ci tel que G; (B)<O , alors chaque solution
X de[A B] avec X;, =b; , est dominée.

En effet, siCi tel queG; (A)< 0 , alors le vecteuh est
dominé par le vecteur(alz,...,aiyz,+1...,aN2’2) car la
définition de la fonction Gf(X) donnera linégalité
stricte suivante :
CE (ag2,--a » +L...,ani11’2)

<CE (alz'---’ai,zi---’aniyl,z)
En plus, pour tout vecteurX de [AB] tel
queX; , =@, ,, nous aurons l'inegalité suivante :
Gi+(Xl.2"“’Xi_1~2’aiv2’Xi+1-2"“’xni,112))

<G/’ (812,484 2,18y, 2) <O

car la fonction G (X) est décroissante par rapport a
X2 pourj different dei. le vecteur X de [A B] tel
que X;, =g, est donc, a son tour, dominé par le vec-
teur (Xy2,-.Xi212:8 2 ¥ 1 X412, Xy | o) - La proprie-

té (i) est donc vérifiée, la propriété (ii) se dévme de la
méme fagon.

Nous allons par la suite présenter deux bornesiéuies
et une borne supérieure de la fonction objectif.

4.2.3 Bornes inférieures

Nous présentons ici le calcul d’'une borne inféreat
d’une borne supérieure de la fonction obje@{fX) sur

'espace[ A, B]:
A=(A,.A LAy ), B=(By BBy, )

avec
A : le vecteur (ak,z) pourc, , S,

B; : le vecteur (bk'z) pourc,,0S ;.

Les valeurs Bl; et Bl, sont deux bornes inférieures
pour la fonction codt sur le payé, B] :
Bl, =C(A) +

iNgzl[(Q,z ‘ai,z)xmir{ei+(b12,...,Iq_lz,aivz,...,aNzyz),o) (19)

Bl, =C(B) +

i%?[(h,z‘ai,z)xmin(Gi_(alz,...,ai_lz,QVZ,...bNZ'Z),o) (20)

Démonstration

Pour démontrer (19), nous utilisons la différeneecdiit
suivante :

C(X)-C(A) =

N, [ Xi 2= 51 . ]
> > G (quz,...,xi_]qz,ai,2 + J,...,aNZZ)
izl j=0
En utilisant le fait queGi+ est décroissante par rapport a
Xjo pour j#i:

Gi+ (Xlz,...,xi_l’z,ai'z + j,...,aN2'2)2

G [orarbirzs@in * iy, )

Et donc:
C(X)-C(A

Np(Xiz B2l )
Z‘Z‘i ZO Gi (blz---wbi—uvai,z + J,---,aNz,z)
1= j=

> %jl((bi,2 —a,5)¥min(G (byzr by 12182 + oy, 2 JO))
C.QF.D

4.2.4 Borne supérieure

Cette procédure commence par la division de I'espgace
recherche en deux filA[ BY] et [A!, B]. Cette division
du pavé A, B] en deux pavés A, B'] et [Al, B] est faite
en coupant le coté le plus long du pa&eg].

A «— 2

B« Uzlignln, 2)
BS — min(C(A),C(B))
Tant que(cardinaUe[A,B] estsupérieural) faire
Séparel A, B] en deux sous ensemblds B'] et [A', B]
BS —~ la solution avec le co(t le plus faible, choisie
parmi les quatre possibilité®; B' ,A' ouB.

Si (A, B alors
[A B] - [ABY]

Sinon
[AB] - [A',B]

Fin Si

Fin Tant que

4.2.5 Algorithme PSE

L’algorithme PSE que nous proposons utilise poanbr
chement le schéma suivant. Le sous-ensemble de pavé
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[A B] dont le cardinal est le plus grand est divisé en 5.

deux sous-ensembles filgA B']et [Al,B]de méme
ordre. Avant d'étre intégré dans l'arbre, chaques-so

ensemble fils est réduit en utilisant les propsélé do-
minances. L'idée de base est donc la recherchergeur

EXEMPLE NUMERIQUE

Considérons I'exemple suivant d'un  systéme
d’'assemblage a deux niveaux. Le niveau 1 est ¢oésti

de deux composants, chacun de ces composants
s’obtiennent en assemblant cing composants deuniZea

d'abord mais avec des modifications en tenant c®@mpt | o coiit de rupture est égal a 100. Les valeurs meieis

des résultats de la réduction.

La borne inférieure Bl ) utilisée est le maximum des
deux bornesBl,; et BI,.

Début
A2

B — (Ulz,...,uiyz,...,UNz,Z)

BS < la borne supérieure de4,[B )
le_min_actuek- BS
La_solution_actuell& celle donnée p@S
/I Initialiser 'ensemblée des sous ensembles
E<{[A B}
SiA #ZBalors
Tant quee(n’est pas vide) faire
[A, Bl € I'élément deE de cardinal
maximal
E<E-{[A B}

Diviser [A,B] en deux sous-ensembles:

[A, B et [A', B]

Si ('ensemble A, B'] n’est pas domi-
né, AzB', sa borne inférieurdl <
le_min_actue) alors

On l'ajoute AE : E € EO{[ A, B}

Fin Si

Si (A'#B et sa borne inférieurBl <
le_min_actuélalors

On l'ajoute aE: E < EO {[A', B] }
Fin Si

Si (C(AY) <le_min_actue) alors
le_min_actuek- C(AY
La_solution_actuelleg~ A

Fin si

Si (C(BY) < le_min_actue) alors
le_min_actuek- C(BY)
La_solution_actuell& B*

Fin si

Eliminer les éléments d& dont la

borne inférieure Bl) est plus grande

quele_min_actuel.
Fin Tant que
Fin si
Fin

de tous les délais d’approvisionnement valent . lbés
de probabilité des délais d’approvisionnement sent
portées dans le tableau 3.1. Les co(ts de stocttege
composants sont comme suit;; =40; hy; = 20; hy, =
10;hy = 6;hg = 9;hy = 3,hs = 5, hg 2= 5, hy = 6 ;hg =
8, h9’2: 10 eth10,2= 15.

w 1 2 3 4 5
PrL,=w) 0.50 0.30 0.10 0.05 0.05
Pr(,=w) 025 015 020 020 0.20
PrC,~w) 0.15 0.30 020 0.15 0.20
PrC,~w) 010 020 030 0.15 025
Pr.~w) 040 0.0 020 015 0.15
PrC,~=w) 040 0.30 0.10 0.0 0.10
Pr(s=w) 020 020 020 020 0.20
Prs=w) 020 020 025 015 0.20
Pr(;=w) 0.15 020 050 005 0.10
Prs=w) 0.10 010 0.20 030 0.30
Prs=w) 020 025 0.10 005 0.40
Prio~w) 0.10 0.35 015 0.35 0.05

Tableau 1. Loi de distribution des délais
d’approvisionnement

Les variables de décisioK,, sont donc initialement
comprises entre 2 et 10.

En utilisant la PSE basée sur les propriétés dei-dom
nance, les bornes inférieures et la borne supéripré-
sentés précédemment le colt minimal a été trouxdsap
13 itérations et vaut 235,56.

Les dates de lancement optimales correspondant a ce
co(t minimal sont les suivantes:

S 112 3| 4/ 5| 6] 7/ 8 9 10

E3

X, |71 717070 7110 9of o 9 9

Tableau 2. Délais d’approvisionnement optimaux

D’apres le tableau 2, la date de lancement derkopdur
les composantscy,,...,Cs, est égal aT -7, pour

Cso . T-10, etpourc,,,...,C9, : T 9.

6. CONCLUSIONS ET PERSPECTIVES

Nous nous intéressons donc a la planification éap-r
provisionnements quand les délais d’approvisionmgme
sont aléatoires. Cette démarche s’inscrit dans d&tu
plus générale de la paramétrisation de la méthode .M
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Hariharan R, Zipkin P (1995) Customer-order informa-
Nous proposons une nouvelle méthode d’optimisaion tion, lead times, and inventorieslanagement Sci-
le critere considéré est la somme du colt de stckas ence4l: 1599-1607
composants et du codt de rupture en produits fivigre
approche propose une technique d’optimisation aesc
variables de décision entieéres donc on se place dan
environnement temporel discret, ce qui est pluptdau
contexte du réapprovisionnement qu'une approcheKumar A., 1989. Ccomponent Inventory Cost in an As-
continue. Nous avons alors développé un algorithme sembly Problem with Uncertain Supplier Lead-

Karaesmen F, Buzacott JA, Dallery Y(2002) Integeati
advance order information in make-to stock produc-
tion systemslIE Transactions34:649-662.

d’optimisation basé sur la technique de séparaébn Times.lIE Transactions21 (2), 112 —121.

évaluation PSE. Ould Louly M.A., and Dolgui A., (2002). Newsboy
model for supply planning of assembly systeins.

Par la suite, nous voulons étudier le contexte imult ternational Journal of Production Researct (17),

périodes. En effet, notre approche étudie la ptzatibn pp. 4401-4414.

sur une seule période. Les délais d’approvisionmeme Ould Louly M.A., Dolgui A., and Hnaien F., (2007).

obtenus peuvent donc étre sur- évalués. Si nougopsu Optimal Supply Planning in MRP Environments for

étendre notre étude a la planification sur plusiqaério- Assembly Systems with Random Component Pro-

des, il est possible de reduire les delais  cyrement Timednternational Journal of Production

d’approvisionnement et donc les stocks de compsesant Research(accepted, in Press).

En reva}[ncrlze, eg plus de 12 d|ff|(iulte gue a [a dﬁlaepe i Proth, J.M., Mauroy, G., Wardi, Y., Chu, C. and Xie,

d'es S %(f S ?SI g(?mpodsan S (tuel a toperation X., 1997. Supply management for cost minimization
assemblage) et la dépendance entre les niveaws n in assembly systems with random components yield

devrons aussi c0n5|d.erer la dépendance entre tes pé times. Journal of Intelligent Manufacturingg, 385-
des. Nous nous appuierons sur les travaux de Qaut/L 403

ef D_?_Igw_ (2002; 2|(_)04,)_qg| portent surddes mod@l\es Tang O. and Grubbstrom R.W., (2003). The detailed
g,zgéggtt')?; mu ti-perio els _pour es dsystedmtlas_ coordination problem in a two-level assembly system
, olage a un Seul niveau avec des delalS \in stochastic lead timesinternational Journal
(ijappro;nsmr_mten:jent aliatmrr]es. ist s éterd Production Economi¢s881-82, pp. 415-429.
ne aulre piste de recherche consistera a etefdre n Yano, C.A., 1987, Stochastic leadtimes in two-leasl

étude aux systemes d’assemblage multi-niveaux. sembly systemdIE Transactions19(4), 95-106.
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