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Résumé— Le routage est un aspect prédominant dans les
systémes de production de type job-shop. Chaque produit y
est aiguillé en fonction de sa propre gamme. Cependant, les
phénomeénes de routage ou, de fagon équivalente, les conflits
dans les réseaux de Petri, ne peuvent pas étre modélisés
dans des structures algébriques de dioides telles que Zy,;, ou
Zmax- Ceci est principalement da a ’impossibilité de repré-
senter dans ces modéles des choix entre plusieurs directions
possibles. Dans cet article, nous définissons un encadrement
du comportement entrée/sortie d’un systéme comportant
plusieurs sous-systémes en conflit, afin de contourner ce
probléme. L’encadrement fourni contient tous les comporte-
ments possibles du systéme étudié (en termes de nombres de
palettes évoluant dans le systéme, de délais et de cadences)
quand la politique de routage utilisée est périodique. Par
conséquent, méme si le comportement entrée/sortie d’un tel
systéme n’est pas linéaire dans un dioide, tel que Zyi, par
exemple, il peut néanmoins étre encadré par celui de deux
systémes Z,in linéaires, I’'un plus lent, ’autre plus rapide.
On parvient donc a proposer un modéle approché de ces
systémes sur un dioide d’intervalles et ainsi a avoir le bé-
néfice d’utiliser les contributions théoriques des structures
algébriques de dioide, permettant entre autre d’aborder des
problémes de commande.

Mots-clés—Systémes a événements discrets, systémes de pro-
duction, réseaux de Petri, modélisation de conflits, routage
périodique, systémes (max,+) linéaires, analyse par inter-
valles.

I. INTRODUCTION

Nous considérons dans cet article des systémes dy-
namiques a événements discrets, pouvant étre représen-
tés dans des semi-anneaux idempotents (aussi appelés
« dioides »). Ces systémes sont essentiellement constitués
de stocks, d’activités nécessitant un certain temps d’exécu-
tion (comme l'usinage ou le convoyage) et de synchronisa-
tions, tous ces phénoménes pouvant étre représentés dans
des dioides adéquats [1]. Ces systémes sont habituellement
dit Zmay linéaires, ou « max-plus » linéaires, car leurs mo-
délisations deviennent linéaires une fois considérées dans le
cadre d’un dioide (Zmax en 'occurrence). On représente gé-
néralement graphiquement les systémes Zax linéaires par
des Graphes d’Evenements Temporisés (GET).

L’étude approfondie de ces structures algébriques re-
monte a la fin des années 70, début des années 80, es-

sentiellement & des fins de modélisation, d’analyse de la
performance, de commande et de diagnostic [2], [3], [4].
Les résultats essentiels de la théorie sous-jacente sont ap-
plicables a des systémes manufacturiers, de transports (ur-
bains ou ferroviaires par exemple) ou méme a des réseaux
informatiques (“network calculus”).

Les systémes Zp,ax linéaires permettent de décrire na-
turellement des systémes synchronisés. Si deux systémes
Zomax linéaires Hy et Ho utilisent en paralléle la méme en-
trée u (cette entrée va a la fois dans Hy et Hs), le systéme
global H est équivalent & H; @ Ho, qui est aussi Zpax li-
néaire [1, chapitre 6]. Le systéme H est représenté dans la
partie gauche de la figure 1 ou les sous-systémes H; et Hs
sont modélisés par des GET.
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Fig. 1. Deux maniéres de relier des lignes de production paralléles :
connexions « en et » et « en ou »

Plusieurs lignes de production paralléles peut aussi étre
reliées de maniére conflictuelle quant & I'affectation du flux
de matiére en entrée. Les systémes comportant des conflits
ne sont alors plus Zpay linéaires, et ce, méme si les sous-
systémes les constituant le sont. Ce phénoméne est repré-
senté dans la partie droite de la figure 1. Les deux sous-
systémes H; et Hs sont Zomax linéaires (et modélisés par
des GET), mais lentrée u est aiguillée soit vers Hi, soit
vers Hy. Nous pouvons remarquer que le réseau de Pe-
tri ainsi formé n’est plus un GET (comme certaines places
possédent plusieurs arcs entrants ou sortants). Cela revient
a dire que le systéme global n’est pas nécessairement Zonax
linéaire.

Les phénoménes étudiés dans cet article correspondent &
ce qui est appelé jonctions et distributions en Grafcet [5].



En Grafcet, les synchronisations et les conflits sont défi-
nis comme des connexions « en et » et « en ou ». Les sé-
mantiques liées a ces connexions correspondent aux notions
correspondantes en logique. Pour une connexion « en et »,
les signaux sont acheminés dans les deux sous-systémes
paralléles de maniére synchronisée, alors que pour une
connexion « en ou », les signaux vont dans un systéme
ou dans lautre!. Cependant, le décompte et la datation
d’événements ne peuvent pas étre réalisés en Grafcet. C’est
pourquoi nous utilisons des réseaux de Petri.

Dans cet article, ’étude est focalisée sur la modélisation
des conflits (connexions « en ou »), les produits étant diri-
gés vers 'un ou l'autre des systémes paralléles. Plus préci-
sement, nous considérons le comportement entrée/sortie du
systéme global, pour une politique de routage donnée entre
les sous-systémes. Le résultat principal de ce travail est de
montrer que, pour des politiques de routage périodiques, le
comportement entrée/sortie du systéme peut étre encadré
par celui de deux systémes Zpax linéaires.

Gréce au dioide des intervalles défini dans [6], on peut dé-
crire un systéme incluant un conflit par un intervalle conte-
nant le comportement de ce systéme.

La suite de cet article est organisée comme suit. Dans la
section suivante, nous faisons un rappel concernant les mo-
déles mathématiques utilisés sur les GET. Ensuite nous dé-
crivons dans la section III le phénoméne de conflit que nous
cherchons & modéliser, et nous présentons la maniére de cal-
culer une borne inférieure du comportement entrée/sortie
de systémes comportant des conflits. Puis nous introdui-
sons dans la section IV la notion de politique de routage
périodique. La section V est utilisée pour montrer com-
ment obtenir un majorant de ce comportement quand les
systémes sont connectés « en ou » et quand la politique de
routage correspondante est périodique. Cet article se ter-
mine par un exemple illustratif.

II. DES MODELES LINEAIRES POUR LES GET

Nous rappelons dans cette section quelques aspects de la
théorie des dioides. Les lecteurs sont invités a consulter [1]
ou [7| pour une présentation exhaustive.

Un dioide est un semi-anneau noté (D, ®, ®), dont la loi
@ est idempotente (Va,a @ a = a). Les éléments neutres
pour la somme et le produit sont généralement notés ¢ et
e respectivement. En notant A la borne inférieure de deux
éléments, un dioide peut naturellement étre muni d’une
relation d’ordre canonique définie par :

ar-b < a®b=a < aAb=0b. (1)

Parmi les dioides les plus connus, Zpmax est I’ensemble
Z U {—00,+00} muni de Popération max pour @ et de la
somme classique + pour ®2. L’ensemble Z U {—o0, +0o}
muni du min pour @ et de + pour ® est lui aussi un dioide,
n0té Zmin. 1l est & noter que l'ordre canonique dans Zmin
est le contraire de I'ordre naturel sur Z, c’est-a-dire

arb << a=ad®b < a=min(a,b) <= a<b.

Définition 1 (Graphe d’événements temporisé) Un gra-
phe d’événements temporisé (GET) est un réseau de Petri

1. en fait, ceci correspond plus précisément au ou exclusif logique
2. ce dioide est communément appelé « algébre max-plus »

tel que chaque place a exactement un arc entrant et un arc
sortant. Les délais, & valeurs dans N, sont liés aux places
dans notre cas.

La dynamique d'un GET ayant une politique de fran-
chissement « au plus tot » 3 peut étre modélisée par des
équations d’état dans les dioides Zpmax OU Zpin. Un mo-
déle Z,,ax est basé sur les dates d’occurrences des événe-
ments, alors qu'un modeéle Z,;, est basé quant & lui sur le
décompte des événements survenus jusqu’a une date don-
née. De plus, en introduisant des opérateurs de décalage,
on peut aussi décrire les comportement entrée/sortie d’un
systéme par des séries formelles 4.

Fig. 2. Un exemple de GET

Pour des systémes décrits par des GET mono-
entrée/mono-sortie, tel que celui de la figure 2, si ’on consi-
dére ’entrée comme un signal, la sortie du systéme est la
convolution de l'entrée et de la réponse impulsionnelle du
systéme. Pour le GET de la figure 2, la réponse impul-
sionnelle du systéme peut étre représentée par la fonction
compteur H suivante®

0 YVt <7
(7)=H()=
QH@t—2) Vt>38

Définition 2 (Suite ultimement périodique) Une suite
d’éléments (2, )nen est dite ultimement périodique quand
il existe ng € N et p € N tels que x4 = xp, V1 > ng.

Ainsi, la fonction H est ultimement périodique et a pour
cadence 3 événements toutes les 2 unités de temps.

Dans ce contexte, le comportement entrée/sortie est re-
présenté dans le dioide Zy;, par Uinf-convolution suivante :

H0)@u(t)® H(1) @ ut — 1)
SH2) @u(t—2)6...
= @i H(i) @u(t —i)
= (H=u)t),

y(t) =

ou 'opération * représente le produit d’inf-convolution de
la fonction compteur H et u. L’ensemble des fonctions
compteur définies sur N — Z,,;;, muni du min point & point
comme somme et de 'inf-convolution * comme produit est
C e , 7N

un dioide noté Z,;,,.

Finalement, en introduisant la transformée en § d’une
fonction compteur ¢ comme la série formelle suivante

3. toute transition franchissable est immédiatement franchie

4. ces opérateurs sont semblables & la transformée en Z utilisée
pour discrétiser les systémes continus

5. H : 7 — Zmin, H(t) : nombre d’événements s’étant déroulés a
la date t



la réponse impulsionnelle du systéme H de la figure 2 peut
aussi étre représentée par la série formelle suivante :

D30 D6t @ ...
(D32 D65 D ...)
= 67(30%)",

H(9)

otll x est 1 étoile de Kleene définie par a* = a’@a®a’®. .. =
+ _p @', avec al = 49,
Le d101de des séries en 5 A coefficients dans Z,;, est
n0té Zmin[0]. Les dioides A

min
I'inf-convolution dans Ziin correspond au produit de séries
(aussi appelé « produit de Cauchy ») dans Zyn[6]-
Remarque 1: Une propriété importante des systémes
Zmax linéaires est qu'il est toujours possible de représenter
leurs réponses impulsionnelles par des fonctions dateur ou
compteur ultimement périodiques. Dés lors, les séries en §
correspondantes sont toujours des expressions rationnelles.
Il existe en outre des outils informatiques pour manipuler

de telles séries [§].

et Zmin[0] sont isomorphes.

III. UNE BORNE INFERIEURE POUR DES SYSTEMES
PARALLELES EN CONFLIT

Les systémes H; étudiés dans cet article (cf. la figure 3)
sont Zmpi, linéaires et mono-entrée/mono-sortie, et 1’ai-
guillage entre ces systémes est géré par une place de routage
en amont. Le systéme global consiste en la mise en paralléle
de tous les H;, en créant ainsi un conflit. Chaque événement
en entrée est routé vers un seul de ses sous-systémes H;.
La sortie y collecte tous les événements y;.

H,

Yi

Place de routage U

-0

Q/

Un H " yn

Fig. 3. Cas typique d’étude

D’un point de vue compteur, les équations de conserva-
tion suivantes sont donc satisfaites, pour tout ¢ :

t) = ®ui(t) et ®yi(t) =

Si nous considérons un systéme H composé de 2 sous-
systémes H; et Hs tous deux Z,;, linéaires, nous obtenons
les équations suivantes :

u(t)
De plus, nous avons dans Zp;y,
yi(t) =

puisque les deux systémes sont Z,;, linéaires. Nous obte-
nons donc

= u1(t) @ ua(t) et y(t) = y1(t) ® y2(t).

(Hy *up)(t) et yo(t) = (Ha * u2)(t),

y(t) = (Hy *uy ® Ha % uz)(t),

ou le produit de fonctions ® est défini par

vt, (f©9)(1) = () @ g(b).

Propriété 1: Soient les fonctions compteur a,b et ¢ €

Zliinv
a®b®dc)=(a®b) P (a®ec).
Démonstration : Pour tout t, ® distribue sur le min de
fonctions. O

. . . . =N
Propriété 2: L’application z — a®x définie sur Z,;,, est
isotone, c’est-a-dire

bjg:a@bja@c.
Remarque 2: Dans Zmin[0], 'opération ® est définie
comme suit :

—+oo
P (a(t) @ b(t)) o".
t=0

De fait, ce produit correspond & ce qui est appelé dans
la littérature « produit de Hadamard » de deux séries for-
melles [9].

La proposition suivante introduit une borne inférieure
pour des systémes paralléles en conflit.

Proposz'tion 1: Soient les fonctions compteur Hy, Ho, uq

etuQEZ

a(d) ©b(6) =

I'inéquation suivante est toujours satisfaite :

min»

(Hl ® HQ) * (u1 @’ILQ) j (Hl * Ul) ® (HQ * ’ZLQ).
Démonstration : Nous allons comparer les deux membres

de cette inégalité, pour tout t.

[(H1 © Hz) * (u1 © up)](t) =
Dty 1, (Hi(t1) ® Ha(t1) ® us(t2) @ uz(ta))

En développant I'autre membre, nous obtenons :

[(Hy*u1) © (Hp % u2)](t) =
(Dt e, Hi(tr) @ ur(t2)] @ [Dy—y, 14, H2

Donc [(Hy ® Hj) * (u3 ® u2)](t) correspond au minimum
de n termes, et [(Hy *u1) © (Ha * ug)](t) peut étre réécrit
comme le minimum de n? termes, incluant en particulier
tous les termes de la premiére expression. A partir de la dé-
finition de la relation d’ordre canonique (cf. I’équivalence
(1)), nous pouvons conclure. © O

(t1) ® ua(ta)].

Remarque 3: Quand u; = uy = e (e étant ici la fonction
e(t) = 0 pour t < 0 et e(t) = o0 autrement), I’égalité est
satisfaite (Hy; © Ha) * (u1 ® uz) = (Hy @ H) x e = (Hy *
e) ® (Hsz xe). En d’autres termes, la réponse impulsionnelle
du systéme global correspondant est H; ® Hs dans ce cas.

Proposition 2: Pour un systéme H possédant une
connexion interne « en ou » avec n sous-systémes Zi, li-
néaires, quelle que soit la fonction de routage, nous avons

yr (HHOH®...0 Hy) xu
Démonstration : C’est une extension directe de la pro-
position 1, en sachant que le produit ® est associatif. [

6. il est a noter que la preuve d’une proposition similaire peut étre
trouvée dans [9, Lemme 6.2.1]
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Fig. 4. Un exemple d’atelier flexible

Ezxemple 1: Considérons 'exemple de la figure 4 possé-
dant deux sous-systémes. Leurs réponses impulsionnelles
sont exprimées par les séries suivantes dans Zyi, [0] :

Hy(6) = 64(20%)* et Hy(6) = (5° @ 25°)(46%)*.

Ainsi pour cet exemple, nous avons

Hi(6) ® Hy(8) = (5% @205 @ 455 @ 657 & 85°

@100 @ 1453 @ 18514)(205'2)*.

En conclusion, la sortie y(d) du systéme global est néces-
sairement plus grande que (H;(6) ® H(5)) @ u(d). Le com-
portement entrée/sortie de ce systéme ne peut donc pas
étre plus rapide que le systéme équivalent & Hq(0) ® Ha(9).

IV. LES FONCTIONS DE ROUTAGE PERIODIQUES

La section précédente montre que le produit de Hada-
mard des fonctions compteur de sous-systémes en conflit est
une borne inférieure pour le comportement entrée/sortie
d’un systéme les englobant, quelle que soit la politique de
routage utilisée. Nous allons maintenant considérer l’in-
fluence de telles fonctions de routage périodiques.

Définition 3 (Routage périodique) Soit un systéme H
constitué de 2 sous-systémes H; et Ho en conflit, on note
r = m|n la fonction de routage en amont de H; et Hj telle
que les fonction dateur u, u; et us satisfont

VEk, wui(k) =u(|lk/m| x (m+n)+ (kK mod m))
us(k) = u(|k/n] x (m+n)+ (kK mod n)+ m).
En d’autres termes, pour un routage périodique r = m|n,
m produits entrants sont d’abord routés vers Hy, puis n de
ces événements sont routés vers Hs, ensuite m d’entre eux
vers H; et ainsi de suite de maniére cyclique.
Ezemple 2: Pour la fonction de routage r = 2|3, on a

VEk, wui(k)=u(|k/2] x5+ (k mod 2))
uz(k) = u(|k/3] x5+ (k mod 3) +2).
Notation 1: Le comportement d’un systéme H composé
de deux sous-systémes Hq, et Hy et dont la fonction de
routage est r sera noté (Hy|Hs),. Les comportement en-
trée/sortie de ce systéme sera donc noté y = H(u) =
(H1|Hz), (u).
Notation 2 (Application de changement d’échelle)

=N L
Notons Ech,, : Z_;, — me,a: — n X x l'application de
changement d’échelle avec x une fonction compteur et n €

N.7

7. si 'on considére la représentation graphique d’une fonction
compteur, la multiplier par un entier naturel revient a effectuer un
changement d’échelle de I’axe événementiel, en quelque sorte

Le résultat suivant traite du comportement du systéme
englobant deux sous-systémes identiques et dont la fonction
de routage est r = 1|1.

Proposition 3: Le comportement entrée/sortie du sys-
téme (H|H)1j1 est Zmax linéaire et sa réponse impulsion-
nelle est Echa(H), ot Echy(H) est définie par

Vt, (EChQ(H))(t) = ECh2 (H(t))
Démonstration : Pour les besoins de cette démonstration,
nous passons & une représentation Zmyay linéaire des sous-
systémes considérés. Le produit * représente donc ici une
sup-convolution.

yi(k) = (Hxu)k)
= @ H(i) ®ui(k —1)
ya(k) = (Hwuz)(k)

= @, H(i) ®us(k — i)

Comme la fonction de routage utilisée est 1|1, on a
w(2k) = uy (k) and u(2k + 1) = ua(k).

On sait aussi que Vk, u1 (k) = ua(k) =< u1(k + 1). Puisque
les deux sous-systémes sont identiques et que le produit
de convolution est isotone, on obtient Vk, y1 (k) = ya(k) <
y1(k + 1) et finalement

y(2k) = y1(k) and y(2k + 1) = ya (k).

Nous pouvons alors écrire pour les événements pairs

y(2k) = Do H() @u(k — i)

H(0) @ ur(k) © H(1) @ ua(k —1) & ..
— H(0)®u(2k)® HL) @ w (2(k—1)) &
= @y H(i) @ u(2(k—1)),

et pour les événements impairs

y(2k+1) = HO)@ua(k)® H() @ua(k — 1) @
= @®F  H(G) @ u2(k—i)+1).

En conclusion, que K soit pair ou impair, on a

K) = EB H(i) @ u(K

ce qui montre que le systéme global est & la fois Zyax li-
néaire (la sortie se présente comme une sup-convolution
d’une fonction dateur par I'entrée), et Zp, linéaire si I'on
passe & une représentation compteur, en utilisant des fonc-
tions conjuguées. Par un changement de variable appro-
prié, la réponse impulsionnelle du systéme équivalent est
H © H = Echy(H) (cf. la remarque 3). O

—20),

En étendant la preuve a n sous-systémes équivalents, on
trouve le résultat suivant.

Proposition 4: Un systéme (H|H|...|H)p..;1 composé
de n sous-systémes H et dont la fonction de routage est
1]1]...]1 a pour réponse impulsionnelle Ech,, (H).

Ezemple 3: Chaque sous-systéme de la figure 5(a) pos-
séde pour réponse impulsionnelle H = §7(362)*. Le systéme
(H|H)yp; est aussi Zoin linéaire et sa réponse impulsion-
nelle est Echy(H) = 67(66%)*. Le GET de la figure 5(b)
posséde la méme réponse impulsionnelle. On retrouve donc
par calcul un résultat intuitif : deux systémes identiques
mis en paralléle permettent de doubler la cadence du sys-
téme global.
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Fig. 5. Equivalence entre (H|H)1}1 (a) et Echa(H) (b)

V. UN MAJORANT DU COMPORTEMENT DE SYSTEMES
PARALLELES EN CONFLIT

Nous allons considérer les cas oil un systéme peut étre
composé de sous-systémes différents.

A. Routages de type 1/1

Proposition 5: Dans Z
teme H =

min, le comportement dun sys-
(H1|Hz)1p est tel que

(H1 ® Hy) *u < H(u) = Echy(H; @© Ha) * u.

Nous pouvons donc garantir I’existence d’un intervalle pour
le comportement entrée/sortie du systéme H,

(H1|Hz)1y € [H1 © Ha,Echy(Hy © Ha)).
Démonstration : La proposition 1 nous permet de prou-
ver la premiére partie de I'inégalité. Par ailleurs, comme le
produit de Hadamard ® et le produit de convolution * sont
isotones (cf. propriété 2), on obtient

Hy*xuy < (Hy @ Hs) xuq et Ho xug < (Hy @ Ha) * ug.

Ainsi
H(u) = (Hy#*up)©® (Hs*usg)
= [(Hy ® H) *xu1]) © [(H1 ® Ha) * us].

Pour un routage 1|1, la proposition 4 nous indique que

(Hy @ Ha) xu1 © (Hy @ Ha) % ug =
EChQ(Hl D HQ) * (U1 ® Ug) = EChQ(Hl D HQ) * U

d

Ce résultat concernant des systémes Zy, linéaires pa-
ralléles connectés « en ou » et pour lesquels la fonction de
routage périodique est 1|1 montre que le comportement du
systéme les englobant peut étre encadré par celui de deux
systémes Zpi, linéaires. Ce résultat se généralise également
a n sous-systémes.

Proposition 6: Soient n sous-systémes H; et une fonction
de routage r = 1|1] ... |1 associée, on a

|Hp)1j)..n = EChn(@ H;),
1=0

(D Hi = (Hi|H|...
=0

ce qui peut aussi s’écrire

(Ho®...0 Hp)xu = (Hyi|Ha|...[Hp)1j)..1(u)

=< Ech,(Hy®...® H,) *xu

B. Routages de type n/m

Définition 4 (Résiduation [10]) Une application isotone
f définie sur un dioide complet est dite « dualement rési-
duable » si pour tout b, f(z) = y a une plus petite ® solution
notée ' = f°(y).

Proposition 7: L’application Ech,, est dualement rési-
duable et sa résiduée duale est définie comme suit :

Ech’,(z) = |z/n].
Démonstration : 11 suffit de remarquer que ’application
Ech,, satisfait

Ech,(a A b) = Echy(a) A Echy,(b).

En d’autres termes, la borne inférieure de toutes les solu-
tions de Ech,(z) > y est nécessairement une solution, et
c’est la plus petite selon la définition de la relation d’ordre
canonique exprimée par la relation (1)). En conséquence,
Ech,, est dualement résiduable. O

Remarque 4: L’inégalité suivante est satisfaite

Ech,, (Ech’, (b)) = b. (2)
Proposition 8: Un systéme H = (Hy|Hz),,, est tel que

H € [Hy ® Hy,Echy, ,(Ech’, (H,) @ Ech’ (H,)).  (3)
Démonstration : Grace & la proposition 4, on a les équi-
valences suivantes.
— Un systéme Zmin linéaire dont la réponse impul-
sionnelle est Ech,,(H;) est équivalent au systéme

(H1|~-~|H1)1|m|1~
H_/W—/

m fois m fois

— De méme, un systéme Zy;, linéaire Ech,,(Hz) est équi-
valent au systéme (Ha] ... |H2)1| Bt
——

n fois n fois

Nous pouvons ainsi formuler ’équivalence suivante

(Echy, (H1)|Echy, (H2))pmin =
(Hal .- [Hy | Hol - [ Ho)y ) e
~——

m fois n fois

m+n fois

En d’autres termes, on peut transformer un routage m|n
entre deux sous-systémes en un routage 1| ... |1 avec m+n
sous-systémes. En utilisant la remarque 2,

H, < Ech,,(Ech’ (H,)) et Hy < Ech,(Ech’ (H>)).

En conséquence,

(H1|Hb2)m|n = (Echmb(Ech?n(Hl)ZIEchn(EchZ(Piz)))m\n =
(Echm(H1)| - |Echm(H1) ‘Echn(H2)| - |Echn(H2))1|1| o |1.
. . N——
m fois n fois

m-+n fois

La proposition 6 permet de terminer la démonstration. [J

Définition 5 (Pente asymptotique) Soit H € Ziin une
fonction compteur ultimement périodique telle que ¢ >
to, Hit) = N ® H(t — T). La pente asymptotique de H
est notée o(H) = .

8. d’aprés l'ordre canonique défini sur Zpyiy, ; « plus petit » ici est
a utiliser au sens de « plus grand » selon 'ordre naturel



Dans le cadre de la gestion de production, cette notion
correspond a la cadence.

. . N . .
Propriété 3: Soient Hy,Hy € Z,,;, deux fonctions ulti-
mement périodiques. Alors

J(Hl ® HQ) = U(Hl) + O'(Hg).

Les GET sont toujours caractérisés par des comporte-
ment ultimement périodiques. Il est possible de choisir une
fonction de routage m|n telle que les bornes de l'intervalle
(3) aient la méme pente. La fonction de routage permet
ainsi d’obtenir la meilleure cadence, tout en réduisant 1’in-

certitude liée & la modélisation par intervalles.
o(H)
o(Hz)

En effet, en choisissant r = ™* telle que * = ,on a

o(Echy, (H)) = o(Ech),(Hs)),
mais aussi
o(H1® H2) = o(Echy, 1 »(Ech’ (H;) & Ech’,(H>))).

C. Cas d’application

Considérons un atelier flexible possédant deux lignes de
production paralléles u; — y; et us — y» comme présen-
tées dans la figure 4. Elles peuvent étre décrites selon leurs
réponses impulsionnelles dans Zy,;, [6] comme suit :

Hy(6) = 6%(20%)*  Hy(8) = (6° @ 26%)(46%)*.

Pour les deux sous-systémes considérés, on a les cadences
suivantes :
O’(Hl) = 2/3 et U(HQ) =1.

En appliquant une fonction de routage r» = 2|3, on garantit
une cadence globale de o((H1|Ha2)yj3) = o(H1) + o(H2) =
5/3. Par suite, le comportement de l’atelier est inclus dans
lintervalle [H, H] = [H; @Hg,Ech5(EchZ(H1)@Echg(Hg))].
On en a déja calculé la borne inférieure (cf. 'exemple 1) :
H=H 0H, = (68*®25°®46° @657 @ 8°
®1001°0 @ 14513 @ 18514)(20512)*.

Par ailleurs,
Ech)(H;) = 64(16%)* et
Ech}(Hy) = (5% @ 167 @ 26™ @ 36™)(46'%)*.

Ainsi dans notre cas, Echy(Hs) = Echb(H;), ce qui nous
permet de calculer la borne supérieure de l'intervalle, a
savoir

H = Echs(Ech}(Hy)) = (6° ®50° @ 1063 @ 15614)(20612)*.

VI. CONCLUSION

Grace au dioide des intervalles, tel que défini dans les
travaux de Mehdi Lhommeau [6], certains systémes ne pré-
sentant pas de linéarité dans le dioide Zyax peuvent é&tre
décrits par un intervalle dont les bornes sont Z,ay linéaires.
Cette approche permet d’utiliser les résultats de la théorie
des dioides sur les bornes de tels intervalles, afin d’étudier
les propriétés de ces systémes.

Dans cet article, nous avons montré ’existence de deux
systémes Zmax linéaires permettant d’encadrer le compor-
tement d’un systéme mono-entrée/mono-sortie composé de

plusieurs sous-systémes paralléles en conflit sur la méme
entrée, & condition d’utiliser une fonction de routage pério-
dique en amont de tous les sous-systémes. Ces deux bornes
correspondent 4 un comportement présentant une avance
ou bien un retard par rapport au systéme étudié. Dans le
cadre des systémes de production, il est possible de choisir
un routage tel que les systémes représentés par les deux
bornes de 'intervalle obtenu aient absolument les mémes
cadences.

La modélisation de sections en exclusion mutuelle dans
le dioide des intervalles a déja été traitée dans un travail
précédent [11]. A partir de la contribution de cet article,
sous certaines condition de périodicité, certaines classes
d’ateliers flexibles peuvent désormais étre modélisés for-
mellement dans un dioide. L’étape suivante est de joindre
ces deux résultats dans une approche globale de modéli-
sation et de I’éprouver sur un systéme incluant & la fois
des sections d’exclusion mutuelle (typiquement une zone de
convergence de deux lignes de production ou les palettes ne
peuvent pas se chevaucher) et des sections comportant un
routage périodiquement (par exemple un point de diver-
gence o les palettes sont aiguillées selon leurs contenus).
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