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Résumé—Dans cette communication, nous présentons une technique d’es-
timation des paramètres physiques d’un système multivariable grâce à un
modèle d’ordre réduit. Lors de l’identification des paramètres de ce mo-
dèle, un biais dû à l’erreur de modélisation apparaît. Pour remédier à ce
problème, une méthode de réjection du biais est appliquée enapprochant
l’erreur de modélisation par un ensemble de modèles de type boîte noire.
Cette méthodologie est une extension au cas multivariable de la méthode
proposée dans [1]. Les performances de cette approche sont mises en évi-
dence à l’aide d’un exemple de simulation.
Mots-clés— Identification, système multivariable, erreur de modélisation,
modèle d’ordre réduit, moments temporels et fréquentiels,réjection du
biais.

I. I NTRODUCTION

Dans le domaine de l’automatique, le choix de la structure
et du type de représentation (à temps continu ou à temps dis-
cret ) d’un modèle est fortement lié au système et à l’application
souhaitée par l’utilisateur. On peut décrire un procédé parun
modèle dont les paramètres sont déterminés en les ajustant aux
données mesurées sans chercher à refléter la réalité physique
du système. On parle alors de modèles de type boîte noire. Ce
type de représentation peut être utilisée pour élaborer uneloi de
commande [2], [3]. Lorsque l’on souhaite avoir un modèle dont
les paramètres ont un sens physique, il est préférable d’utiliser
un modèle de type boîte blanche à temps continu. Il est cepen-
dant illusoire de vouloir représenter un phénomène physique à
l’aide d’un modèle exact. On utilise alors un modèle de type
boite grise [4], si possible linéaire, que l’on peut caractériser
de modèle réduit. Ce modèle d’ordre réduit est une représen-
tation simplifiée des phénomènes mis en jeu dans un domaine
fréquentiel restreint. Aussi, dans cette situation, il apparaît une
erreur de modélisation (EM) qui peut être importante et sou-
vent prépondérante devant l’erreur de mesure liée aux perturba-
tions agissant sur le processus. Les paramètres estimés à l’aide
du modèle d’ordre réduit peuvent alors différer notablement des
valeurs exactes. L’erreur de modélisation crée un véritable biais
dépendant de l’excitation [5].
Pour remédier à ce problème, plusieurs travaux de rechercheont
été développés. Une première solution consiste à augmenterla
complexité du modèle. Cette démarche a pour inconvénient de
nécessiter l’emploi de routines d’optimisation plus difficiles à
mettre en œuvre et conduit généralement à des paramètres dont
la variance croit fortement [6][7][8][9]. Une deuxième solution
consiste à introduire de la connaissancea priori [10] afin de ré-

duire le biais d’estimation en utilisant toute connaissance initiale
telles que les valeurs nominales, la précision, ... Des travaux ré-
cents [11] cherchent à reproduire la dynamique du système réel
par un modèle d’ordre réduit (de complexité réduite), tout en
modélisant l’EM, inhérente à cette approximation, à l’aided’un
modèle de type boîte noire non concurrent du modèle d’ordre
réduit, autrement dit un modèle qui explique ce qui n’est pas
pris en compte par le modèle d’ordre réduit.
Dans cet article, nous allons étendre cette méthodologie aucas
multivariable. Plus particulièrement un modèle multivariable va
être considéré pour décrire le modèle d’ordre réduit et des mo-
dèles de type boîte noire pour modéliser l’EM.
Dans le cas général, la plupart des modèles sont des modèles
non linéaires par rapport aux paramètres (NLP). Pour estimer
les paramètres de tels modèles, nous utilisons des algorithmes
d’identification basés sur la minimisation d’un critère quadra-
tique par approche de type erreur de sortie [12].
Le plan de cette communication est le suivant. Dans la Section
II, nous introduisons la problématique et les principales nota-
tions utilisées au sein de cet article. Dans la Section III, nous
analysons le biais dû à l’EM. Par la suite (Section IV), nous nous
intéressons à la réjection de ce biais en caractérisant l’EMpar
un modèle de type boîte noire en lui imposant des contraintes
de non concurrence avec le modèle d’ordre réduit. Dans la Sec-
tion V, nous présentons un algorithme d’identification estimant
les paramètres du modèle d’ordre réduit en tenant compte des
contraintes de non concurrence. La Section VI est consacréeà
la validation, sur des données de simulation, de cette méthode
d’estimation de paramètres physiques.

II. PROBLÉMATIQUE ET NOTATIONS

Considérons un système réel continu multivariable d’ordrein-
connu, modélisable comme suit





ẋ = g(x, θ, u)
y = f(x, θ, u)
x(0) = x0

(1)

oùx est le vecteur d’état,u est le vecteur d’entrée,y est le vec-
teur de sortie,f et g sont des fonctions non linéaires etθ re-
présente le vecteur des paramètres du système. En pratique,la
structure du système réel multivariable étant généralement très
complexe, d’ordre relativement élevé, voire infini, des modèles



d’ordre réduit caractérisés par le vecteur paramètresθr, sont tra-
ditionnellement employés pour modéliser le comportement du
procédé. La relation d’entrée sortie de tels modèles peut s’écrire



Y 1

r (s)
...

Y
ny
r (s)


 =



H11

r (s) · · · H1nu
r (s)

...
...

H
ny1
r (s) · · · H

nynu
r (s)






U1(s)

...
Unu(s)


 (2)

où Hij
r (s), i ∈ [1, ny] et j ∈ [1, nu], est la transmittance du

modèle d’ordre réduit entre la sortiei et l’entréej et s est la
variable de Laplace.
Lors de l’estimation des paramètres des modèles d’ordre réduit,
un biais apparaît. Ce dernier peut être répertorié selon deux ca-
tégories. La première cause de biais sur les estimées est liée à la
présence de bruits sur les mesures d’entrée et/ou sortie. La se-
conde, nommée erreur de modélisation, est inhérente aux erreurs
de structure lors du choix du modèle représentant le comporte-
ment du procédé. Dans la suite de cet article, le problème du
biais dû aux perturbations est omis1 afin de focaliser l’attention
sur l’EM qui est, dans certaines situations, prépondérantedevant
l’erreur de mesure.
On peut écrire, pour touti ∈ [1, ny]

Y i(s) = Y i
r (s) + Y i

m(s)

=

nu∑

j=1

Hij
r (s)U j(s) +

nu∑

j=1

Hij
m(s)U j(s) (3)

où Hij
m(s) est le modèle de l’EM. Dans cette communication,

nous essayons d’estimer les paramètresθr du modèle d’ordre
réduit et d’identifier l’EM en appliquant une technique de réjec-
tion de biais.

III. E STIMATION DES PARAMÈTRES DES MODÈLES

D’ ORDRE RÉDUIT

A. Estimation des modèles d’ordre réduit

On suppose disposer deK couples de données expérimen-
tales

{
uj(k), yi(k)

}
, k ∈ [1,K], j ∈ [1, nu] et i ∈ [1, ny]. On

souhaite dans un premier temps estimerθr. Une approche clas-
sique consiste à minimiser le critère quadratique

J(θr) =

K∑

k=1

ny∑

i=1

(yi(k, θ) − yi
r(k, θr))

2 =

K∑

k=1

ny∑

i=1

(εi(k))2 (4)

où θ représente le vecteur paramètres du système réel etyi
r est

la sortiei du modèle d’ordre réduit.
Deux catégories d’algorithmes d’identification peuvent être uti-
lisés pour minimiser ce critère : les algorithmes d’identification
à erreur d’équation et les algorithmes d’identification à erreur
de sortie. Les algorithmes à erreur d’équation ne sont utilisables
qu’avec des modèles LP. Puisque la plupart des modèles sont
des modèles NLP, nous préférons utiliser un algorithme d’iden-
tification à erreur de sortie [13] malgré le volume de calculs
qu’il nécessite. Pour estimer les paramètres d’un modèle NLP,
une technique d’optimisation non linéaire doit être utilisée [14].
Plusieurs choix sont possibles [15]. Le notre s’est porté sur l’al-
gorithme de Marquardt [13] qui réalise un compromis stabi-
lité/vitesse de convergence entre la technique du gradientet celle

1Des bruits de mesure en sortie de type bruit blanc Gaussien seront néanmoins
ajoutés dans l’exemple de simulation (Section VI).

de Newton. A l’itérationl + 1 nous avons plus particulièrement

θrl+1
= θrl

− [J ′′(θrl) + µId]
−1J ′(θrl) (5)

avec

J ′(θrl) = −2

K∑

k=1

ny∑

i=1

εi(k)σi(k, θrl) le gradient,

J ′′(θrl) ≈ 2
K∑

k=1

ny∑

i=1

σi(k, θrl)σ
i(k, θrl)

T le hessien approché,

σi(k, θrl) =
∂yi(k, θ)

θrl

∀ i ∈ [1, ny]

où Id est la matrice d’identité etµ est un paramètre de ré-
glage. Cet algorithme, grâce au réglage du paramètreµ, permet
d’évoluer entre une technique de Gradient loin de l’optimum
(µ → ∞) et une technique de Newton (µ → 0) qui conduit à
accélérer la convergence de l’algorithme au voisinage de l’opti-
mum [10].

B. Erreur de modélisation

En utilisant l’algorithme de Marquardt, l’équation de l’erreur
d’estimation est donnée par

∆θr =

(
K∑

k=1

ny∑

i=1

σi(k, θrl)σ
i(k, θrl)

T

)−1

K∑

k=1

(
ny∑

i=1

σi(k, θrl)y
i
m(k)

)
. (6)

Cette relation montre que l’erreur d’estimation dépend directe-
ment deyi

m(k). Il est aisé de vérifier qu’asymptotiquement
[

lim
K→∞

1

K

(
K∑

k=1

ny∑

i=1

σi(k, θrl)σ
i(k, θrl)

T

)]
∆θr∞ =

lim
K→∞

1

K

K∑

k=1

(
ny∑

i=1

σi(k, θrl)y
i
m(k)

)
. (7)

Cette erreur est asymptotiquement nulle siσi(k, θr) n’est pas
corrélé avecyi

m(k). Or, σi(k, θr) et yi
m(k) sont tous les deux

corrélés avecui
k. L’estimateur deθr est donc asymptotiquement

biaisé. Pour éliminer ce biais, nous proposons d’approcherl’EM
par un ensemble de modèles de type boîte noire.

IV. RÉJECTION DU BIAIS DÛ À L’ ERREUR DE

MODÉLISATION

Au paragraphe précédent, il a été montré qu’un biais créé par
l’EM apparaît lors de l’estimation des paramètres du modèle
d’ordre réduit. Pour réduire ce biais, il est possible de mettre au
point une technique de réjection de biais basée sur la caractéri-
sation de l’EM à l’aide d’un modèle boîte noire, en imposant des
contraintes pour ne pas concurrencer l’explication du comporte-
ment du modèle d’ordre réduit. Pour des raisons de simplicité,
nous choisissons des modèles LP de type FIR pour décrire cette
EM [9].

A. Modèle étendu prenant en compte l’erreur de modélisation

Pour identifier l’EM, nous imposons àHij
m(s) une structure

particulière de type boîte noire, notée dans la suite de cet article2

2Le changement de notation est utilisé pour insister sur un choix particulier
de structure.



Gij
m(s). Définissons le modèle étendu

Y i
e (s) =

nu∑

j=1

[
Hij

r (s)U j(s) +Gij
m(s)U j(s)

]

= Y i
r (s) +

nu∑

j=1

Y ij
g (s) ∀i ∈ [1, ny] (8)

oùY ij
g (s) = Gij

m(s)U j(s). Pour estimer les paramètres du mo-
dèle étendu, le critère à minimiser s’écrit

Je(θe) =

K∑

k=1

ny∑

i=1

(yi(k, θ) − yi
e(k, θe))

2

=

K∑

k=1

ny∑

i=1

(yi(k, θ) − yi
r(k, θr) −

nu∑

j=1

yij
g (k, θg))

2 (9)

avec

θT
e =

[
θT

r θT
g

]
.

Certains travaux de recherche décrivent le modèle de l’EM à
l’aide de fonctions de Laguerre [16]. Néanmoins, l’utilisation
de ce type de fonction présente un problème si l’EM a un carac-
tère oscillant amorti. La qualité de l’approximation dépend en
effet du choix du pôle de Laguerre. Nous proposons dans cette
communication un modèle FIR, où le coefficient de réglage est
le nombre de paramètres du modèle FIR [9]. Le modèle FIR est
défini comme suit

yij
g (k, θg) = ϕj

g
(k)T θij

g (10)

avec

ϕj

g
(k) =

[
uj(k − 1) · · ·uj(k − Iij)

]T
(11)

θT
g =

[
gij
1 · · · gij

Iij

]
(12)

où Iij représente le nombre de paramètres du modèle FIR pour
une sortiei et une entréej. Pour simplifier les calculs, nous sup-
posons que tous les modèlesHij

r (s) etGij
m ont respectivement

le même nombre de paramètresN et I = Iij .

B. Contrainte de non concurrence par les moments

GénéralementHij
r (s) est une approximation basses fré-

quences du système réel etHij
m(s) représente réciproquement

une contribution hautes fréquences. Dans certains cas, on consi-
dère au contraire queHij

r (s) représente une approximation
hautes fréquences du système réelHij(s) et Hij

m(s) décrit un
comportement basses fréquences.
Afin que le modèle de l’EM ne reproduise pas le comporte-
ment du modèle d’ordre réduit, nous imposons des contraintes
de non concurrence entre ces deux modèles. Pour cela, on va
utiliser un outil mathématique bien adapté à la définition de
ces contraintes : la méthode des moments. Nous utilisons les
moments temporels [17] lorsqueHij

r (s) a un comportement
basses fréquences et les moments fréquentiels [18] dans le cas
contraire.

B.1 Rappel de la méthode des moments

Soit un système de réponse impulsionnelleh(t) et de trans-
mittance

H(s) = L {h(t)} . (13)

Le développement en série de Taylor deH(s) au voisinage de
s0 = jω0 vaut

HTay(jω) =

∞∑

n=0

(−1)n(jω − jωo)
nAn,jωo

(h(t)) (14)

avec

An,ωo
(h(t)) =

∫
∞

0

(t)n

n!
exp−jωot h(t)dt. (15)

Les coefficientsAn,ωo
(h(t)) représentent les moments fréquen-

tiels deh(t) lorsqueω0 6= 0 et les moments temporels dans le
cas oùω0 = 0. HTay(jω) → H(jω) dans le rayon de conver-
gence de la série [5]. Les premiers moments peuvent être uti-
lisés pour caractériser l’approximation fréquentielle outempo-
relle entre deux fonctions de transfert, autour deω = ω0.

B.2 Expression des contraintes en basses fréquences (ωo = 0)

Plaçons-nous dans le cas où le modèleHij
r (jω) est une ap-

proximation basses fréquences deHij(jω) . Alors

{
Hij

r (jω) → Hij(jω)
Gij

m(jω) → 0
lorsqueω → 0. (16)

A l’aide des premiers moments temporels, on peut quantifier
l’approximation (16) par

{
An(hij

r (t)) → An(hij(t))
An(gij

m(t)) → 0
lorsqueω → 0 (17)

pour n = 0 à N − 1. Si la condition (17) est vérifiée,gij
m et

hij
r sont non concurrents dans l’explication du comportement

de hij grâce auxN contraintes sur les paramètres du modèle
boîte boire. D’après l’expression des moments temporels (17) et
en utilisant une intégration approchée du type rectangle, on peut
écrire [18]

An(gij
m) =

K−1∑

k=0

Cnkg
ij
k avec Cn,k =

(Te)
n+1

n!
kn (18)

oùTe est la période d’échantillonnage etgij sont les coefficients
de la réponse impulsionnellegij

m. On détermine les contraintes
en exprimant le fait que les moments temporels degij

m sont nuls.
Cela permet de développer l’expression (18) comme suit

Cn,1g
ij
1 + Cn,2g

ij
2 + ...+ Cn,ig

ij
i + ...+ Cn,Ig

ij
I = 0 (19)

avecn variant de0 àN − 1. θij
g peut être représenté de la façon

suivante

θij
g =

[
gij

c

gij

id

]
(20)



avecgij

c
=
[
gij
1 · · · gij

N

]T
paramètres contraints etgij

id
=

[
gij

N+1
· · · gij

I

]T
paramètres indépendants. Le développe-

ment de l’équation (19) pourn ∈ [0, N − 1] nous donne




C0,1 · · · C0,N

...
...

CN−1,1 · · · CN−1,N




︸ ︷︷ ︸
E



gij
1

...
gij

N




︸ ︷︷ ︸
gij

c

= −




C0,N+1 · · · C0,I

...
...

CN−1,N+1 · · · CN,I




︸ ︷︷ ︸
F



gij

N+1

...
gij

I




︸ ︷︷ ︸
g

ij

id

(21)

ce qui permet d’écrire

[
E F

] [ gij

c

gij

id

]
= 0 ⇔ gij

c
= −E−1Fgij

id
(22)

E étant une matrice carrée inversible∈ R
N×N . Posons

ϕj

c
(k)T =

[
uj(k − 1) · · · uj(k −N)

]
(23)

ϕj

id
(k)T =

[
uj(k −N − 1) · · · uj(k − I)

]
. (24)

Alors, on a

yij
g (k) = ϕj

c
(k)T gij

c
+ ϕj

id
(k)T gij

id

= [ϕj

id
(k)T − ϕj

c
(k)TE−1F ]gij

id
. (25)

La sortie du modèle de type boîte noire s’écrit finalement

yij
g (k) = ψj

id
(k)T gij

id
(26)

ψj

id
(k)T = ϕj

id
(k)T − ϕj

c
(k)TE−1F. (27)

B.3 Expression des contraintes en hautes fréquences (ωo 6= 0)

Grâce aux moments fréquentiels, on peut généraliser la for-
mulation des contraintes au cas où le modèle d’ordre réduit
Hr(jω) coïncide avec le système en hautes fréquences, c’est-à-
dire au voisinage deω = ωo. A l’aide des premiers moments fré-
quentiels, on obtient la quantification de l’approximationhautes
fréquences par

An,ωo
(hij

r (t))
ω=ωo→ An,ωo

(hij(t)) pour n = 0 à N − 1

et réciproquement pour le modèle boîte noire

An,ωo
(gij

m(t))
ω=ωo→ 0 pour n = 0 à N − 1

avec [1]

An,ωo
(gij

m(t)) ≈
K−1∑

k=0

(kTe)
n

n!
cos(ωokTe)g

ij
k Te

− j
K−1∑

k=0

(kTe)
n

n!
sin(ωokTe)g

ij
k Te. (28)

Dans ces conditions d’approximation,gij
m est non concurrent de

hij
r grâce auxNc = 2N contraintes sur les paramètres du mo-

dèle FIR. On impose deux fois plus de contraintes que dans le

cas basses fréquences car on doit annuler les parties réelleet
imaginaire des moments fréquentiels. En nous référant à la dé-
marche de calcul relative aux moments temporels, nous obte-
nons




C0,1 · · · C0,Nc

S0,1 · · · S0,Nc

...
...

CNc−1,1 · · · CNc−1,Nc

SNc−1,1 · · · SNc−1,Nc




︸ ︷︷ ︸
Ẽ




gij
1

...

...
gij

Nc




︸ ︷︷ ︸
g̃ij

c

= −




C0,Nc+1 · · · C0,I

S0,Nc+1 · · · S0,I

...
...

CNc−1,Nc+1 · · · CNc−1,I

SNc−1,Nc+1 · · · SNc−1,I




︸ ︷︷ ︸
F̃




gij
Nc+1

...

...
gij

I




︸ ︷︷ ︸
g̃ij

id

(29)

avec

Cn,k = kn cos(ωokTe) (30)

Sn,k = kn sin(ωokTe) (31)

ce qui permet d’écrire

Ẽg̃ij

c
= −F̃ g̃ij

id
(32)

avecẼ une matrice carrée∈ R
Nc×Nc et g̃ij

c
un vecteur de di-

mensionNc. Alors

g̃ij

c
= −Ẽ−1F̃ g̃ij

id
. (33)

En définissant

ϕj

g
=

[
ϕ̃j

c

ϕ̃j

id

]
(34)

avec

ϕ̃j

c
(k)T =

[
uj(k − 1) · · · uj(k −Nc)

]
(35)

ϕ̃j

id
(k)T =

[
uj(k −Nc − 1) · · · uj(k − I)

]
(36)

on obtient

yij
g (k) = ϕj

g
(k)T θij

g . (37)

Or, on a décomposéϕj

g
(k) et θij

g de l’équation (37), ce qui per-
met d’écrire

yij
g (k) = ϕ̃j

c
(k)T g̃ij

c
+ ϕ̃j

id
(k)T g̃ij

id
. (38)

A partir de l’expression dẽgij
c , on exprimeyij

g (k) en fonction
des paramètres contraints, soit

yij
g (k) = [ϕ̃j

id
(k)T − ϕ̃j

c
(k)T Ẽ−1F̃ ]g̃ij

id
. (39)

On pose

ψ̃
j

id
(k)T = ϕ̃j

id
(k)T − ϕ̃j

c
(k)T Ẽ−1F̃ . (40)

La nouvelle expression de la sortieyij
g (k) s’écrit alors

yij
g (k) = ψ̃

j

id
(k)T g̃ij

id
. (41)

Remarque: Les expressions sont équivalentes à celles obtenues
avec les moments temporels. Toutefois, les matricesẼ, F̃ et les
vecteurs̃gij

c
et g̃ij

id
ont des dimensions différentes.



V. A LGORITHME D’ IDENTIFICATION

Dans la Section IV, nous avons modélisé notre système par
un modèle d’ordre réduit NLP et un modèle boîte noire qui per-
met d’estimer l’EM. En appliquant un algorithme à erreur de
sortie, nous aurons un nombre important de paramètres à iden-
tifier. Nous allons alors récrire l’algorithme d’identification afin
d’estimer les paramètres du modèle d’ordre réduit et d’identifier
implicitement les paramètres du modèle boite noire. Dans cette
partie, nous allons présenter un algorithme d’identification qui
permet d’estimer directement les paramètres du modèle d’ordre
réduit et implicitement les paramètres du modèle FIR. Le critère
quadratique à minimiser s’écrit

Je(θe) =

K∑

k=1

ny∑

i=1

(yi(k) − yi
e(k, θe))

2. (42)

Le modèle étenduyi
e(k, θ) est composé de deux parties : une LP

et une autre NLP

yi
e(k, θe) = yi

r(k, θr)︸ ︷︷ ︸
NLP

+

nu∑

j=1

yij
g (k, gij

id
)

︸ ︷︷ ︸
LP

. (43)

Or
nu∑

j=1

yij
g (k, gij

id
) = ψ1

id
(k)

T
gi1

id
+ · · · + ψnu

id (k)
T
ginu

id

=
[
ψ1

id
(k)

T
· · · ψnu

id
(k)

T
]



gi1

id
...

ginu

id




= Ψ(k)
T
gi

id
. (44)

Définissons̆yi(k) = yi(k) − yi
r(k), alors le critère (42) devient

J̄e(gid) =
K∑

k=1

ny∑

i=1

(y̆i(k) − Ψ(k)
T
gi

id
)2. (45)

Les paramètresgi

id
peuvent être estimés par l’algorithme des

moindres carrés

ĝi

idMC
= R−1

K∑

k=1

Ψ(k)
T
y̆i(k) (46)

où R =
K∑

k=1

Ψ(k)Ψ(k)T . (47)

A partir de l’estimation dêgi

id
, nous pouvons reformuler le cri-

tère (42)

¯̄Je(θ̂r) =
K∑

k=1

ny∑

i=1

(yi(k) − ŷi
r(k, θ̂r) − Ψ(k)

T
R−1

K∑

k=1

Ψ(k)(yi(k) − ŷi
r(k, θ̂r)))

2. (48)

On remarque bien que ce critère dépend seulement deθ̂r. Les
paramètreŝgi

id
sont estimés implicitement.

Posons ŷi
e(k) = ŷi

r(k, θ̂r) + Ψ(k)
T
R−1

K∑

k=1

Ψ(k)(yi(k) − ŷi
r(k, θ̂r)). (49)

Les fonctions de sensibilité du modèle étendu s’écrivent alors

σi
e(k) =

∂ŷi
e(k, θ̂r)

∂θ̂
i

r

= σi
r(k, θ̂r) −

Ψ(k)
T
R−1

K∑

k=1

Ψ(k)σi
r(k, θ̂r). (50)

Ainsi, nous pouvons écrire le gradient et le hessien

¯̄J ′

e(θ̂rl
) = −2

K∑

k=1

ny∑

i=1

(yi(k) − ŷi
e(k))σ

i
e(k, θ̂rl

) (51)

¯̄J ′′

e (θ̂rl
) ≈ 2

K∑

k=1

ny∑

i=1

σi
e(k, θ̂rl

)σi
e(k, θ̂rl

)T . (52)

On minimise ensuitē̄Je par un algorithme de PNL tel que celui
de Marquardt [13]

θ̂rl+1
= θ̂rl

− [ ¯̄J ′′

e (θ̂rl
) + µId]

−1 ¯̄J ′

e(θ̂rl
). (53)

VI. SIMULATION NUMÉRIQUE

Afin d’illustrer les propriétés de la méthodologie décrite pré-
cédemment, nous allons considérer un système multivariable à
deux entrées et une sortie

Y 1(s) =
1

0.001s3 + 0.107s2 + 0.71s+ 1
U1(s) (54)

+
1

0.0012s3 + 0.127s2 + 0.71s+ 1
U2(s)

= H11(s)U1(s) +H12(s)U2(s) (55)

où les pôles deH11(s) sonts111 = −2, s112 = −5 ets113 = −100
et deH12(s) sonts121 = −2.5, s122 = −3.33 ets123 = −100. En
basses fréquences, nous pouvons négliger l’influence des pôles
s113 et s123 sur le comportement du système. On obtient alors le
modèle d’ordre réduit suivant

Y 1
r (s) =

1

0.1s2 + 0.7s+ 1
U1(s)

+
1

0.12s2 + 0.7s+ 1
U2(s) (56)

ainsi que le vecteur paramètres correspondant

θT
r =

[
a0 a1 a2 a3

]
=
[

0.1 0.7 0.12 0.7
]
. (57)

Pour identifier les paramètres du modèle d’ordre réduit, on va
appliquer deux excitations différentes de type S.B.P.A et de pé-
riode d’échantillonnageTe = 5ms. En supposant que la sortie
du système soit perturbée par un bruit blanc de rapport Signal
sur Bruit (variance du signal/variance du bruit) de10 et en ap-
pliquant dans un premier temps l’algorithme d’identification dé-
crit dans la Section III, nous calculons les valeurs moyennes des
paramètres estimés (en faisant 300 tirages de Monte Carlo)

Paramètres Valeurs estimées Ecart type
a0 0.1119 0.0340
a1 0.7278 0.0713
a2 0.1220 0.0322
a3 0.7134 0.0821

TABLE I

ESTIMATION DES PARAMÈTRES DU MODÈLE D’ ORDRE RÉDUIT SEUL



D’après le Tableau I, on remarque bien l’existence d’un biais.
Afin de réduire l’EM, on associe deux modèles FIR, de lon-
gueurI au modèle d’ordre réduit. On introduit deux contraintes
sur chaque paramètreg1 et g2 de FIR (puisqu’on a quatre pa-
ramètres à estimer) afin que les momentsA0(g

1), A1(g
1) et

A0(g
2),A1(g

2) soient nuls.
La Figure 1 représente les différentes estimations deθr et de
l’écart type en fonction de la longueurI du FIR.
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Fig. 1. Estimation des paramètres du modèle étendu

Le biais sur l’estimation des paramètres décroît lorsqueI aug-
mente. Le modèle FIR permet de diminuer le biais dû à l’EM.
D’aprés la Figure 2, nous vérifions que le modèle d’ordre réduit
explique la dynamique du système en basses fréquences, tan-
dis que le modèle étendu permet d’approcher le comportement
fréquentiel du système sur une bande plus large.
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Fig. 2. Signal de sortie du système réel, modèle réduit et modèleétendu

VII. C ONCLUSION

Dans cette communication, nous avons présenté une métho-
dologie d’estimation des paramètres physiques d’un système
multivariable à l’aide de modèles d’ordre réduit. Une technique
de réjection du biais est appliquée afin de minimiser l’EM. Pour
éviter la concurrence entre les modèles d’ordre réduit et les mo-
dèles de l’EM, on a dû exprimer des contraintes de concurrence
entre modèles d’ordre réduit et modèles d’erreur. La minimi-
sation d’un critère quadratique prenant en compte un modèle
étendu du système est obtenu grâce à une technique évitant la

minimisation explicite par rapport au vecteur des paramètres du
modèle étendu.
Pour illustrer les performances de cette technique, nous avons
appliqué cette méthodologie en simulation à un système mul-
tivariable. On constate que la méthodologie proposée permet
d’estimer sans biais les paramètres des modèles d’ordre réduit.
Les paramètres des modèles de l’EM, non estimés explicite-
ment, peuvent l’êtrea posteriorisi on souhaite définir une borne
de cette EM dans un objectif de commande, par exemple.
L’approche par fonction de transfert peut s’avérer limitée
lorsque le nombre d’entrées et de sorties augmente fortement.
La suite de ce travail portera sur la modélisation du système
à l’aide de représentations d’état. La forme d’état permettra
d’adopter une technique minimisant la normeH∞ en lieu et
place de la méthode de moment.
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