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Résumé— Dans cet article nous proposons un observateur
du type Luenberger en dimension infinie appliqué pour une
classe de systémes de vibration. Nous faisons des études nu-
meériques de ’observateur basé sur un modéle de poutre élas-
tique du type Euler-Bernoulli. La méthode des éléments finis
est adoptée comme ’outil principal dans ces études. L’inter-
valle spatial est divisé en N sous-intervalles sur lesquels nous
utilisons comme fonctions de base les fonctions de Hermite
de degré 3, afin d’approximer la fonction inconnue qui est la
solution du systéme étudié. Quelques résultats des simula-
tions numériques sont fournis pour illustrer la convergence
de I’observateur construit.

Mots-clés— Observateurs, stabilité exponentielle, systémes
linéaires réguliers, équation de poutre du type Euler-
Bernoulli, systémes de vibration, fonctions de base hermi-
tiennes, méthode des éléments finis.

I. INTRODUCTION

Un observateur est un systéme dynamique auxiliaire per-
mettant de reconstituer 1’état du systéme original & par-
tir de ses entrées et sorties. Pour un systéme dynamique
donné, il permet de fournir une estimation sur I’état cou-
rant du systéme tout en utilisant les observations précé-
demment enregistrées. La synthése d’un observateur est
une tache particuliérement importante et difficile dans le
contexte de systémes dynamiques en dimension infinie. En
effet la dimension de I'espace des observations physiques a
notre disposition est toujours finie et limitée dans la pra-
tique, alors que ’espace d’état du systéme est de dimension
infinie. Dans certaines applications on aurait besoin de res-
taurer un nombre infini de variables d’état pour pouvoir
appliquer la commande. Par exemple, une loi de feedback
d’état stabilisante a été proposée dans [6] pour la com-
mande d’un systéme de vibration corps-poutre en rotation.
La variable de commande est le couple appliqué sur la par-
tie du corps rigide. Par conséquent la loi de commande
proposée est simple a réaliser en pratique, & condition que
P'on ait accés a toutes les variables d’état. Or ces variables

d’état sont définies dans un espace de dimension infinie, ce
qui nous empéche d’y accéder directement. Afin de pouvoir
appliquer la loi de commande en temps réel nous propo-
sons d’estimer ces variables en utilisant un observateur. On
applique ensuite la loi de feedback basée sur les variables
d’état estimées. Notre objectif de départ est de démontrer
la stabilisation globale du systéme en boucle fermée au tra-
vers d’un observateur exponentiellement convergent. Au-
trement dit on souhaite appliquer le principe de séparation
(voir [7], [20] et [9]) pour un systéme de dimension infinie.
Nous devons souligner qu’un observateur est non seulement
sollicité dans l'implantation de lois de commande par re-
tour d’état. Les observateurs sont également utilisés dans
le contrdle et la supervision des procédés.

Un observateur du type Luenberger en dimension finie
a été proposé dans [3] dans un contexte des systémes non-
linéaires en dimension finie. Il a été démontré que 1’obser-
vateur convergeait pour des systémes bilinéaires dissipatifs
en dimension infinie avec des entrées réguliérement per-
sistantes, voir [26] et [10]. En revanche, seule la stabilité
au sens faible a été obtenue pour l’observateur, qui est le
meilleur résultat que I’on puisse acquérir. En effet, par ’hy-
pothése sur la continuité et la dimension finie de 'opérateur
d’observation, la stabilité exponentielle, souhaitée pour les
applications, n’était pas réalisable.

Dans cet article, sous I’hypothése de 1’observabilité
exacte pour le systéme considéré, nous proposons un obser-
vateur du type Luenberger qui converge exponentiellement,
ce qui est une amélioration des résultats de [7], [3], [26] et
[10] dans la construction d’observateurs. Cette améliora-
tion est obtenue & 'aide des opérateurs d’observation non-
bornés (ils sont typiquement des observations frontiéres).
En ce sens-la, notre article est la continuité et le prolon-
gement de nos travaux sur la construction d’observateurs.
L’idée de la construction d’observateur est basée sur les ré-



sultats de la stabilisation des systémes de vibration avec
controle et observation colocalisés. La convergence expo-
nentielle d’un tel observateur est bien connue en dimension
finie. Par contre, en dimension infinie le méme observateur
ne fonctionne pas toujours. Par exemple, en dimension infi-
nie une grande valeur de gain de correction peut provoquer
I’instabilité exponentielle de I’erreur de ’observateur. Pour
cette raison, nous avons besoin d’effectuer une étude plus
précise sur I'observateur. En méme temps nous menons une
étude sur la robustesse de I'observateur vis & vis de la per-
turbation et de la variation des constantes.

Dans cet article nous présentons d’abord la structure gé-
nérale de 'observateur en dimension infinie pour des sys-
témes de vibration. Nous montrons que le systéme de corps-
poutre en rotation entre dans ce cadre-1a. En appliquant au
systéme les résultats théoriques que nous avons déja déve-
loppés dans [8], nous construisons un observateur sous la
forme explicite d’équations aux dérivées partielles (EDP).
En utilisant la méthode des éléments finis nous entrepre-
nons une étude numérique sur la dynamique du systéme de
vibration et celle de ’observateur. On rencontre certaines
difficultés dans la simulation numérique de ces EDPs. Cela
nous permet de mieux comprendre ’obstacle & la mise en
oeuvre pratique de 1’observateur. En particulier, nous pré-
sentons ici quelques résultats numériques sur la distribution
spectrale et I’évolution dynamique des systémes simulés.
Cette analyse numérique nous permet de vérifier le résultat
théorique obtenu et de choisir un schéma numérique mieux
adapté. Ces démarches sont instructives pour I'application
réelle de l'observateur. La contribution ici consiste & ex-
ploiter le potentiel d’applications de 1’observateur & travers
des études numériques de I'observateur sur ’exemple d’'un
modeéle de poutre élastique. En constatant que ’observa-
teur converge bien avec la vitesse angulaire variant dans le
temps, nous sommes amenés a envisager dans les travaux
futures ’extension de I'observateur & d’autres systémes de
vibration et une démonstration de la stabilité en boucle
fermée observateur-loi de commande.

Cet article est organisé de la maniére suivante : notre
résultat principal est présenté dans la section 2. On prouve
que ’observateur proposé est exponentiellement convergent
si le gain de correction est petit. Afin de montrer 'ap-
plication potentielle de notre observateur, nous travaillons
sur un systéme de poutre élastique en rotation comme un
exemple. Dans cet exemple, nous expliquons comment ob-
tenir une vitesse de convergence arbitraire de I’observateur
en utilisant une construction ultérieure. L’observateur pro-
posé posséde une structure du type capteur-actionneur co-
localisé relativement simple de telle sorte que I’extension a
d’autres systémes de vibration est possible a réaliser, tels
des systémes étudiés dans [12] et [11]. Dans la section 3,
quelques résultats de simulations sont présentés.

II. RESULTAT PRINCIPAL ET APPLICATION A UN
SYSTEME DE VIBRATION

Soient U, X et Y des espaces de Hilbert. Considérons le
systéme linéaire dans I'espace d’état X :

w(t) = Aw(t) + Bu(t),
w(0) = wy,
y(t) = Cw(t),

(IL.1)

L’observateur du type Luenberger pour le systéme dyna-
mique (II.1) proposé dans [8] est gouverné par

{ w(t) = [A—k C*Cw(t)+ Bu(t)+xC*y(t), k>0, (112)

w(0) = 1o,

ou C* désigne l'opérateur adjoint de C.

La contribution principale de [8] est le résultat suivant :

Theorem 1: Soit A le générateur d’'un Cy groupe uni-
taire sur X. Supposons que (A, C* C) et (A, B,C) sont ré-
guliers et (A, C) est exactement observable. Alors il existe
deux constantes K4z > Kinin > 0 telles que 'observateur
(I1.2) sur X est exponentiellement convergent pour 0< k<
1/K a4 €t que Pobservateur correspondant (11.2) est expo-
nentiellement divergent si un certain nombre x> 1/K,in
est un feedback admissible pour le triple (A4, C*, C).

Ce théoréme est lié & la stabilisation exponentielle de
feedback colocalisé qui est étudiée dans [19] et les travaux
de recherche [24]. La preuve du théoréme est inspirée d’un
ancien article [13].

Le modéle hybride corps-poutre en rotation que nous
considérons est constitué d’un disque tournant avec comme
appendice une poutre du type Euler-Bernoulli. Le disque
tourne librement autour de son axe fixé. La poutre est sup-
posée non extensible et se contraint a déplacer dans un plan
qui est perpendiculaire au plan du disque. Ce modéle re-
présente une situation idéalisée du mouvement d’un engin
spatial.

Nombreux auteurs ont élaboré des lois de commande par
retour d’état stabilisantes pour des modéles similaires, voir
[2], [25], [27], [16], [6], [4], [14] et [5]. En particulier, la loi
de commande par retour d’état considérée dans [6] est non
locale. Par conséquent, pour les applications on est obligé
de mesurer toutes les variables d’état qui sont de dimension
infinie et donc physiquement non réalisables. Cependant,
le moment de force et la force latérale sur 'extrémité fixé
de la poutre sont physiquement mesurables tout comme la
vitesse angulaire du disque.

La construction d’un observateur est donc désirable pour
estimer toutes les variables d’état & partir de ces mesures.
Notre objective du futur consiste, en appliquant le principe
de séparation proposé dans [9], & mettre en cascade notre
observateur et la loi de commande par retour d’état dans
[6] afin de réaliser la stabilisation.

En raison de la simplification du modéle, on normalise
des coefficients physiques comme la raideur élastique, la
longueur et la masse volumique de la poutre par 1. Le com-
portement dynamique du systéme est décrit par :

’U)tt(x, t) + wzwmaz(x; t) = w,%w(x, t) dans QF

w(0,t) = w,(0,t) =0,
War(1,1) = Weee(1,t) =0, (I1.3)
w(z,0) = wo(x), w(z,0) =wi(x),

Y(t) = wa (0, 1),

ou Q= (0,1)xR*, la vitesse angulaire w, est une constante
réelle positive (éventuellement zéro). Pour la construction
d’observateur supposons que w, < v/11, oi1 [; désigne la plus
petite valeur propre de opérateur différentiel P = 0,pq0,

avec D(P) = {f € H4(0’1)|f(0) = f:v(o) = O;fx:v(l) =



faozz(1) = 0}. Ainsi le systéme (I1.3) est anti-adjoint et
nous pouvons appliquer le Théoréme 1 avec un observateur
du type Luenberger comme suivant :

(@, t) = wa(x, 1) — KF(2){122(0,) — y(t)},
Wor(7,1) = —Wigaes (2,t) + Wi (z,1),

w1(0,t) = 1(0,2) = 0,

Wigz(1,t) = Wigae(1,1) = 0,

(I1.4)

w(x,0) = wo(x), We(x,0) =w(x),

ou k>0 et F(x) est la solution unique de 1’équation diffé-
rentielle suivante :

(IL5)

Posons H? = {f € H?(0,1)| f(0) = f.(0) = 0}. L’es-
pace d’état du systéme (I1.3) et (II.4) est un espace de
Hilbert X = H? x L?(0,1) muni du produit scalaire

1
<fvg>X:/[f1a:mgla::1:+f2g2_ w? f191] da.
0

L’espace Y =R est muni du produit scalaire L? usuel.
D’aprés le Théoréme 1 nous avons des résultats suivants :
Theorem 2: Supposons que la vitesse angulaire constante

wx < /1. Alors le systéme (11.3) et 'observateur (I1.4) pos-

séde une solution unique dans C(R*; X?) pour les données
initiales (wo, w1, o, 1) € X2. De plus, il existe quelques

constantes positives M et « telles que
I (0 e () ()

wg(',t) wt(~,t) X w1 wq X

On prouve que l'observateur est exponentiellement
convergent.

Theorem 3: L’observateur (II.4) est exponentiellement
stable pour tout gain de correction x > 0. De plus, sa vi-
tesse de convergence exponentielle est déterminée par la
borne spectrale du générateur A®= A —xC*C. Elle peut
étre rendue aussi grande comme on veut, en remplacant
k[F(z) 0]" par k[F(z) 0]"+B(x) avec quelques « et B(z)
appropriés.

III. RESULTATS DES SIMULATIONS

Dans cette section, nous allons appliquer la méthode des
éléments finis pour simuler le systéme d’observateur.

A. Fonctions de base hermitiennes

Nous proposons un schéma de semi-discrétisation en es-
pace. Supposons que Uintervalle F=[0, 1] est uniformément
subdivisé en N éléments E; = [z;,xi41], 1 =0,...,N—1.
Désignons par h la longueur du pas.

Notre systéme original contient des termes de dérivées
partielles d’ordre trés élevé (des dérivées spatiales sont
d’ordre 4 dans ’exemple de la poutre). En outre, la conti-
nuité sur la dérivée spatiale d’ordre 1 de la solution (la
pente de la courbe) entre les intervalles adjacents doit étre
garantie car la solution devrait étre dans H?(0, 1).

Ainsi nous avons besoin d’introduire 'interpolation her-
mitienne avec les fonctions polynomiales (donc C* par
morceaux) définie sur E; (qui admet un prolongement
continu sur E en s’annulant sur E \ E;) comme suivant :

Hi(r) = 1(6(w) ~ 36(x) +2),
Hi(r) = 2 (€}a) ~ () — &) + 1),
Hi(w) = 7(~€3(@) + 36i(2) + 2),

2(E() + (@) — &) — 1),

et Hi |p\g, =0, i=0,...,N=1, j=1,2,3,4, on §(x) =
(21’ —T; — xi+1)/(xi+1 — il'i), Vxe [Z'i, QL'H,l], 1=0,..., N—].,
sont des coordonnées locales permettant de mettre toutes
les opérations sur un élément standardisé [—1,1]. Il est
avantageux d’effectuer ces transformations puisqu’il sim-
plifie le calcul de la matrice du systéme global en conca-
ténant les matrices par bloc obtenues sur chaque élément
standardisé.
Définissons sur E des fonctions suivantes :

¢1(z) = Hy(x),
¢3(z) = Hy(x);
avec le support Ej ;
¢1(z) = Hy~'(x) + Hi (),
¢5(x) = Hy~ ' (x) + Hi();
avec les supports F;,_1UFE;, 1 =1,.. N—1et

| S =

Hj(x) =

1 (z) = Hy' (),
¢ () = Hy ~*(x),
avec le support Ey.

Les vecteurs ¢f, k=0,...,N, [=1,2 forment une base de

I’espace vectoriel V}, engendré par ces vecteurs, qui est de
dimension 2N +2 (inclus dans H?).

B. Approximation numérique

Avec la séparation des variables, la solution approchée
wp, € Vi, que nous cherchons peut s’écrire comme

N
wn(tix) = 3 wh(t) ¢k () + 04 (1) @5 (a).
k=0

Les conditions aux limites w(0,t) = w,(0,t) = 0 dans
(I1.3) impliquent que w® = @° = 0. Ainsi nous pouvons
choisir I'espace Vj, = vect (¢1,0%,...,0Y,¢5) ( qui est
de dimension 2N) comme notre espace de discrétisation
contenu dans H?.

Avec ¢f, k=1,...,N, 1l =1,2 comme les fonctions de
base, calculons le produit scalaire L? usuel 4 deux membres
des deux équations dans le systéme original discrétisé (11.4).
Par 'intégration par parties, ceci donne

1 1
| @t @is = [ wsl@iof w)as,
01 01
[ i@ == [ wieato)sh e @
0 0 X

+dAmw#m,



ol wi = wp, et wy = wpy.
Ainsi le probléme discrétisé revient a résoudre le systéme

dynamique suivant :
d Wi 0 I Wy
dt -7 o0 Wy )’
L wN (), aN ()] et Wa(t) =

Wa

ot Wi (t)=[w!(t), @ (t), ...

[w}(t), @ (t), ..., wN(t), ®) ()] deésignent les inconnus,
est la matrice d’identité de taille 2N et J=S"1R—w?TI avec
S et R, respectivement, la matrice de masse et la matrice

de rigidité données par
1
| ot et @

/¢zm ) G ()

2, pour k, k' =1,...,N,

Spyq =
Ry 4 =

avecp = 2k+1—2et g =2k +1'—
Ll'=1,2.

Il est clair que S et R sont des matrices (creuses) symé-
triques pentadiagonales de taille 2N x 2N et R est inver-
sible.

Un calcul similaire donne les formulations variationnelles
du systéme d’observateur :

[ ot = [t [ Faotws

. n(zi)lm(o, t)

' =— 11b z)oF (z)dx
/O ’U]Qt( )(]Sl( )dx— /0 1x£( )¢l11( )d
+wf/0 wn (2)¢f ().

— Wiz (07 t))a

(I11.2)
En combinant les formulations variationnelles (IIL.1) et
(I11.2) qui correspondent respectivement au systéme origi-
nal et observateur, le probléme discrétisé devient :
Trouver Wy, Wo, W1 et Wg €V, tels que

Wh 0 I 0 0 Wy
d | W2 -J 0 0 0 Wa
L I 2| sy
dt Wy K 0 -K 1T Wi
W, 0 0 —J 0 W,
ot K = S7!P avec P donnée par
1
byl 00 [ F@t@dn,  m=12,
p,m 0
0, m=3,...,N,

avecp=2k+1—-2,k=1,...,N,l=1,2.

Remarquons que P, ,,, = 0, m =3,...
au fait que wlm(O t) = wl(t) 1x(0) +w

Pour determlner Pp7m, m = 1,2, nous avons besoin de
calculer explicitement la solution F'(z) de I’équation diffé-
rentielle (IL.5). Si w, = 0, la solution se donne sous une
forme simple F(z) = . Dans le cas ol w, # 0, nous avons

F(zx) = Bsh(y/wsx)

, N, ceci est da

H(t) ¢34, (0) et

a(ch(y/wez) — cos(y/wez)) +

+(

1 .
N )sin(y/wix),

oll & et 3 sont des constantes qui dépendent de ,/wx.

c2

3+pil2

pir2

Cc1

Fig. 1. Paramétre p verifiant I’équation ch(p)-cos(p)+1=0; courbes
y=cos(x).

C1: y=-1/ch(x); Co :

Fig. 2. Vecteurs des positions du systéme dynamique (en haut) et de
lobservateur (en bas), respectivement, dans le cas ot ws« = 0.

C. Résultats des simulations

Prenons le nombre des points de discrétisation N = 20
et la longueur du pas temporel dt = 0.03. Choisissons le
gain de correction K = 3 et la vitesse angulaire constante
w, = 1.1 dans le cas ol w, # 0. Les conditions initiales
sont posées comme suivant :

w(0,z) = —2v[ch(px) — cos(px)] + 2(sh(pz) — sin(px)),
’lUt(07CL') = 0,

ouy = —(sh(p)+ sin(p))/(ch(p) + cos(p)) avec p ~ 1.8751
(qui vérifie ch(p)cos(p) + 1 = 0). (Voir Fig.1).

Il est clair qu’avec ces conditions initiales le systéme ori-
ginal comporte comme une oscillation harmonique simple.

Pour le systéme d’observateur, prenons (wg 1)’ =
2(wp w1)” comme les conditions initiales.

Nous utilisons la subroutine odel5s de Matlab pour ré-
soudre le systéme dynamique (II1.1) avec les conditions
initiales précédentes. Les profils w(t,z) et w(t,x) repré-
sentent, respectivement, les positions du systéme original
et de l'observateur du type Luenberger construit dans le

position du N—ieme point
10

— — position (sys dyn)
-151 position (obs) B

-20
o

0.5 1 15 2 2.5 3

Fig. 3. Evolution des positions au N-iéme point pour le systéme dy-
namique (en tiret) et de Pobservateur (en solide), respectivement,
dans le cas ol ws = 0.



Fig. 4. Evolution de erreur w — & dans le cas ot wx = 0.

Fig. 5. Vecteurs des positions du systéme dynamique (en haut) et de
l’observateur (en bas), respectivement, dans le cas ou wx # 0.

position du N—ieme point

10

_10}/ 4

— — position (sys dyn)
_1s position (obs) 1

o 0.5 1 15 2 2.5 3

Fig. 6. Evolution des positions au N-iéme point du systéme dyna-
mique (en tiret) et de 'observateur (en solide), respectivement,
dans le cas ou ws # 0.

erreur des positons

Fig. 7. Evolution de l'erreur w — w dans le cas ol wx # 0.

x 10° Distribution des v.p. pr I'obs. ds le cas w*=0

—2.5
18 16 14 12 10 B 6 ) 2 o

Fig. 8. Distribution des valeurs propres du systéme d’erreur dans le
cas oll wx = 0.

Fig. 9. Distribution des valeurs propres du systéme d’erreur dans le
cas ol wx # 0.

cas ol w, = 0 (respectivement w, # 0). Ils sont illustrés
dans Fig.2 (respectivement Fig.4). En particulier, Fig.3 et
Fig.5 illustrent les dynamiques d’erreur de l'observateur au
N-iéme point sur Uintervalle [0, 1], respectivement, pour les
cas ol w, = 0 et w, # 0. Pour les erreurs a chaque point
sur intervalle [0,1], les deux cas sont aussi représenteés,
respectivement, dans Fig.4 et Fig.7. Remarquons ici que
I'observateur a mis plus de temps pour approcher 1’état
réel dans le cas ou w, # 0 que dans le cas ot w, = 0. Nous
pouvons améliorer la vitesse de convergence en choisissant
des meilleurs paramétres de gain, cela fait partie de notre
étude du futur. Les distributions des valeurs propres du
systéme d’erreur pour les deux cas sont aussi présentées
dans Fig.8 et Fig.9.

Etant donné un w, < /1, on a également prouvé qu’il
exisite un certain § > 0 tel que l'observateur est expo-
nentiellement convergent en remplagant w, par une fonc-
tion w(t) vérifiant |w(t) — w«| < §, ¥t > 0. En choisissant
w(t) = wy - sin?(t), les dynamiques du systéme et de I’ob-
servateur sont illustrées dans Fig.10, Fig.11 et Fig.12.

IV. CONCLUSIONS

Nous avons présenté ici un observateur du type Luen-
berger construit pour une classe de systémes de vibration

posiion sys ayn

Fig. 10. Vecteurs des positions du systéme dynamique (en haut) et de
Pobservateur (en bas), respectivement, dans le cas ol w variant.



position du N—-ieme point

— — position (sys dyn)
position (obs)

10

15l

-20
o

0.5 1 15 2 25 3

Fig. 11. Evolution des positions au N-iéme point du systéme dyna-
mique (en tiret) et de lobservateur (en solide), respectivement,
dans le cas ol wx« variant.

erreur des positions

Fig. 12. Evolution de I’erreur w — w dans le cas ouli ws variant.

en dimension infinie et les résultats des simulations nu-
mériques appliquées a une application concréte. Le futur
travail se concentre sur ’extension de la construction de
I’observateur aux autres systémes de vibration étudiés dans
[12] et [11]. Théoriquement nous espérons aussi a étudier
la possibilité de la construction sous un contexte plus gé-
néral comme dans [15]. Comme nous avons indiqué dans la
section 4, pour le systéme de rotation corps-poutre, notre
objective est de mettre en cascade notre observateur et
la loi de commande proposée dans [6] afin d’achever la
stabilisation. La vitesse de convergence de notre observa-
teur peut étre rendue aussi vite que nous voulons par une
construction ultérieure en utilisant la base de Riesz (cf.
[18]). En plus, nous prouvons que l'observateur construit
reste valable pour toutes les vitesses angulaires qui sont
assez proche d’une certaine vitesse constante est petite au
sens de la norme L°° uniforme. L’observateur est exponen-
tiellement convergent pour toutes les vitesses angulaires
w(t) localisées dans une petite L boule centrée sur w,
constant.
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