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Résumé— L’impact des antirétroviraux (ARV) sur les para-
mètres du modèle mathématique de la dynamique de l’in-
fection par le VIH montre que ce modèle est essentielle-
ment un modèle mono-entrée. A partir de données cliniques
réelles, nous montrons qu’un seul des paramètres du modèle
est significativement sensible au traitement antiretroviral.
La modélisation pharmacologique des ARV permet d’affiner
la modélisation de l’entrée de commande et de dériver un
régime thérapeutique « réaliste » qui se base sur la linéari-
sation entrée- sortie du modèle mono-entrée.

Mots-clés—VIH, identification de paramètres, pharmacologie
des antirétroviraux, système non linéaire, commande.

I. Introduction

Depuis une trentaine d’années, l’expansion du VIH de-
vient alarmante à l’échelle mondiale. Ainsi, en 2007, 33.2
millions de personnes dans le monde vivent avec la mala-
die, 2.5 millions sont contaminés par le virus et 2.1 millions
en ont été victimes. Tels sont les chiffres rendus publics
dans le rapport annuel de l’organisation onusienne de lutte
contre le SIDA (Onusida) et de l’organisation mondiale de
la santé (OMS) paru en décembre 2007 [1]. Cependant, le
progrès des thérapies permet aujourd’hui de garantir un ni-
veau de vie meilleur pour les patients ainsi qu’une longévité
plus importante. Ainsi, grâce aux cocktails thérapeutiques
les patients actuels réussissent en majorité à garder une
charge virale indétectable et un niveau de lymphocytes T
acceptable pour plusieurs années.

Les modèles mathématiques de l’infection qui existent
de nos jours décrivent les dynamiques des lymphocytes T-
CD4+ sains (principales cibles du virus), des lymphocytes
T-CD4+ infectés, de la charge virale et parfois des cellules
CD8+. Les premiers travaux en ce sens datent des années
90 [2], [3], [4], [5]. Ils ont permis par exemple d’estimer les
durées de vie in vivo du virus et des cellules infectées [5],
[4]. Des travaux plus récents mettent l’accent sur l’iden-
tification des paramètres des modèles mathématiques [6],
[7], [8] ou encore sur l’application des théories de la com-
mande pour l’optimisation des traitements antirétroviraux
[9], [10], [11], [12].

Les multi-thérapies qui existent actuellement se com-
posent essentiellement des Inhibiteurs de la Protéase (PI)
qui perturbent la maturations des nouveaux virions et
des Inhibiteurs de la Transcriptase Inverse (RTI) qui em-
pêchent la production de nouveaux virions en bloquant la
transcription inverse de l’ARN viral en ADN.
D’un point de vue d’automaticien, les traitements sont les

entrées du système à contrôler. La majorité des études pré-
cédentes considèrent que la dynamique de l’infection par
le VIH est un système à deux entrées de commande indé-
pendantes, une pour chaque voie d’action thérapeutique,
à savoir RTI d’une part et PI d’autre part. Cependant, et
jusqu’à nouvel ordre, cette convention dans la modélisation
de l’action des traitements n’a jamais été confrontée à des
données cliniques réelles. Pourtant, ce genre d’études peut
avoir des conséquences non négligeables dans la conception
des lois de commade.

Dans ce papier, nous présentons deux contributions ma-
jeures :

1. D’abord, nous montrons que le modèle de base de la
dynamique de l’infection par le VIH est un modèle mono-
entrée en ce sens qu’un seul paramètre est essentiellement
affecté par la trithérapie, et ceci en se fondant sur l’analyse
de données cliniques réelles.

2. Ensuite, nous introduisons des concepts de pharmaco-
cinétique (PK) et de pharmacodynamique (PD) des ARV
qui permettent d’affiner la modélisation de l’entrée de com-
mande, aspect jusque là négligé dans les travaux de com-
mande. Nous illustrons enfin ce travail en dérivant un ré-
gime thérapeutique « réaliste » qui se base sur la commande
par linéarisation entrée-sortie du modèle mono-entrée.

L’organisation de ce papier est comme suit : En Section
II, nous reprenons le modèle de base de la dynamique de
l’infection par le VIH et discutons son identifiabilité ainsi
que la technique d’identification utilisée dans ce papier. La
Section III présente la première contribution de ce papier,
qui montre que le modèle utilisé est un modèle mono-entrée
à partir de l’analyse de données cliniques réelles. L’acces-
sibilité du modèle mono-entrée proposé est étudiée en Sec-
tion IV et une loi de commande par linéarisation partielle
y est aussi dérivée. La Section V introduit les principes de
base de la pharmacocinétique et de la pharmacodynamique
utilisés en Section VI. Cette section présente la deuxième
contribution majeure de ce papier, qui consiste à calculer
une posologie optimale en tenant compte de la pharmaco-
logie des ARV. Enfin, la section VII conclut.

II. Modélisation et identification

A. Le modèle 3D de base

Nous présentons dans cette section le modèle de base
décrivant la dynamique de l’infection par le VIH. Ce modèle



à trois dimensions introduit dans [5], fait intervenir trois
grandeurs caractéristiques : la population de cellules CD4+
saines (T ) en (CD4/mm3), la population de cellules CD4+
infectées (T ∗) en (CD4/mm3) et la charge virale (V ) en
(copiesd′ARN/ml).







Ṫ = s − δT − βTV,

Ṫ ∗ = βTV − µT ∗,

V̇ = kT ∗ − cV.

(1)

Ce modèle suppose que les CD4+ sains sont produits à un
taux constant s et meurent à un taux δ. Ils sont infectés à
la « vitesse » βTV proportionnelle à leur nombre et à la
charge virale (V ). Les CD4+ infectés meurent à un taux µ
et les virus à un taux c. Les virions sont produits par les
CD4+ infectés à un taux kT ∗.

Le paramètre β est un indicateur de l’efficacité du pro-
cessus d’infection. Il inclut la probabilité de rencontre d’une
cellule CD4+ saine et d’un virus ainsi que le taux de pé-
nétration du virus dans celle-ci. Le paramètre k est in in-
dicateur de la production de virus. Ces deux paramètres
reflètent le pouvoir « offensif » du virus [13]. Ces deux
paramètres sont donc les « cibles » potentielles des trai-
tements souvent liées aux entrées de commande (Section
III-A).

B. Identifiabilité et identification du modèle 3D

Selon la théorie de l’identifiabilité présentée dans [14],
nous avons montré que le modèle (1) est algébriquement
identifiable [15], [8], [16], c’est à dire qu’on peut calculer les
paramètres de ce modèle à partir de la seule connaissance
des sorties mesurées, à savoir, la population totale de CD4
(y1 = T +T ∗) et la charge virale (y2 = V ). Pour des raisons
d’espace, nous ne reprenons pas les calculs d’identifiabilité
dans ce papier.

L’identification des paramètres des modèles 3D et 4D à
partir des données cliniques standard a été introduite dans
[17]. Cette approche se basait sur l’optimisation par la mé-
thode du simplex visant à minimiser la distance entre les
données réelles et le modèle. Une nouvelle méthode d’iden-
tification basée sur l’approche Monte-Carlo a été proposée
dans [7]. Celle-ci prend naissance de la méthode propo-
sée en [17] mais consiste à initialiser aléatoirement l’algo-
rithme dans l’espace admissible des paramètres et ceci à
différentes reprises (des centaines de fois). Cette technique
permet d’avoir des résultats stables et robustes, même pour
les problèmes mal-conditionnés comme celui du VIH. Cet
algorithme d’identification a été implémenté dans un logi-
ciel disponible sur le web1. Les identifications présentées
dans ce papier ont été faites directement avec ce logiciel.

III. Les entrées de commande

A. Etat de l’art : Modèle à deux entrées

D’une manière succinte et très schématique, nous pou-
vons résumer comme suit l’action des deux voies thérapeu-
tiques telles qu’elles sont présentées en littérature :

– Les RTI agissent sur β [18], [19], [11].
– Les PI agissent sur k [5], [18], [19].

1IRCCyN Web software for the computation HIV infection para-
meters, Available at http://www.irccyn.ec-nantes.fr/hiv

Cette modélisation suppose un découplage total des effets
des RTI et des PI. Il est souvent admis que les paramètres
δ, µ, et c ne sont pas affectés par les traitements, ce qui
est cohérent avec leur signification biologique. En tenant
compte de l’effet des médicaments, le modèle 3D s’écrit :







Ṫ = s − δT − βTV,

Ṫ ∗ = βTV − µT ∗,

V̇ = kT ∗ − cV.

(2)

où β = (1 − ηRTI)β et k = (1 − ηPI)k, ηRTI et ηPI étant
les efficacités respectives des RTI et de PI. k and β sont
donc les deux entrées de commande du système. A notre
connaissance, aucun résulat illustrant cette modélisation
théorique n’est disponible. Le but de la section suivante est
de montrer comment les médicaments affectent le modèle
en analysant un ensemble de données cliniques fournies par
le CHU de Nantes et correspondant à différents patients.

B. Analyse des données cliniques

1. Pour chacun des six premiers patients concernés par
cette étude, nous effectuons deux identifications de para-
mètres. La première permet de déduire les paramètres du
modèle sans traitement calculés à partir des données cli-
niques de ces patients sans traitement. La deuxième permet
d’obtenir les paramètres du modèle sous traitement calcu-
lés à partir des données cliniques de ces mêmes patients
après le début d’une thérapie. Ces identifications montrent
que le paramètre k est plus sensible au traitement que le
paramètre β (Table I).

2. Cas du patient 7
Un septième patient présente un cas particulièrement in-
téressant dans notre étude. En effet, après avoir débuté
une thérapie standard pour 2 semaines, ce patient entre
en phase de non-observance. Les paramètres de ce patient
calculés avant et pendant la phase de non-observance sont
représentés sur la Table II. L’évalution des paramètres pour
ce patient confirme le résultat précédent : Le taux de pro-
duction de virus k est le paramètre le plus sensible aux
traitements.

Traitement régulier phase denon-observance
(J0 à J17) (J17 à J92)

β k β k
1.88E-7 56 1.75E-6 1300

TABLE II

Le cas particulier du patient 7.

C. Résultat : Modèle mono-entrée

L’analyse des données cliniques indique que le traitement
influe plus sur le paramètre k que sur le paramètre β. Nous
pouvons alors négliger l’effet du traitement sur β et dire
que le modèle 3D est un modèle mono-entrée qui s’écrit
sous la forme suivante :







Ṫ = s − δT − βTV,

Ṫ ∗ = βTV − µT ∗,

V̇ = (1 − u(t))kT ∗ − cV.

(3)



ID du patient Sans traitement Avec traitement Ratio

β k β k β/β k/k
P1 1.22E-6 167 5.46E-7 35.1 2.23 4.76
P2 9.05E-7 663 6.66E-7 405 1.36 1.64
P3 8.98E-7 360 2.37E-7 0.037 3.79 9729.7
P4 8.7E-7 79.6 5.94E-7 0.197 1.46 404.6
P5 9.63E-7 633 8.29E-7 64.70 1.16 9.78
P6 1.79E-6 390 1.04E-6 129 1.72 3.02

TABLE I

Valeurs des paramètres β et k avec et sans traitement

où u(t) (0 ≤ u(t) ≤ 1) est l’entrée de commande unique af-
fectant le paramètre k. u(t) représente l’efficacité globale de
la thérapie, i.e la superposition des effets des RTI et des PI.
Ce résultat est cohérent avec la réalité clinique d’aujour-
d’hui puisque les monothérapies ne sont plus autorisées en
milieu clinique.

IV. Commande du modèle mono-entrée

A. Linéarisation entée-sortie

A.1 Préliminaires

La linéarisation entrée-sortie est une technique commune
dans la commande des systèmes non linéaires. Soit le sys-
tème non linéaire :

ẋ = f(x) + g(x).u
y = h(x)

(4)

Selon la théorie de commande non linéaire, l’approche
consiste à trouver un changement de coordonnées (diffeo-
morphisme) z = P (x) et un retour d’état u(t) = a(x) +
b(x)v qui transforme le système non linéaire entrée-sortie
en un système linéaire équivalent. Après cette transforma-
tion, un régulateur est calculé pour le modèle linéaire ob-
tenu.

Definition 1: Degré relatif
Le système (4) a un degré relatif r si

{

LgL
k
fh(x) = 0 pour tout k < r − 1

LgL
r−1
f h(x) 6= 0

Ainsi,le degré relatif du système (4) peut être considéré
comme étant le nombre de fois qu’il faut dériver la sortie y
pour obtenir une dépendance explicite de l’entrée u.

A.2 Application au modèle (3)

Avant tout calcul de loi de commande, nous vérifions de
de manière standard que le système (3) est accessible et
complètement linéarisable. Ces calculs classiques ne sont
pas repris dans ce papier. Le modèle (3) s’écrit :

f(x) =





s − δT − βTV
βTV − µT ∗

kT ∗ − cV



 , g(x) =





0
0

−kT ∗



u(t) (5)

La commande u(t) devrait ramener le système au point
d’équilibre (T0 = s/δ, T ∗

0 = 0, V0 = 0).

En choisissant y = h(x) = (T − T0) + T ∗ comme sortie
linéarisante, le système a un degré relatif égal à 3 et est
complètement linéarisable. Cependant, la simulation de la
linéarisation complète nécessite la manipulation d’expres-
sions assez compliquées. Nous avons alors choisi la linéa-
risation partielle du système avec une dynamique de zéro
stable, commande qui assure la convergence asymptotique
vers le point d’équilibre désiré. Notons que le choix de la li-
néarisation partielle est aussi légitime que tout autre choix,
celui-ci pouvant être aussi une commande linéaire fondée
sur l’approximation linéaire autour d’un point d’équilibre
[8].

Soit y = h(x) = T − T0, alors :

{

Lgh(x) = 0,
LgLfh(x) = βkTT ∗ 6= 0

(6)

Dans ce cas, r = 2 (T, T ∗ 6= 0) et le système est partielle-
ment linéarisable. Considérons le changement de coordon-
nées suivant :

z =

[

z1

z2

]

=

[

h(x)
Lfh(x)

]

, (7)

ainsi que l’entrée de commande linéarisante

u(t) =
v − L2

fh(x)

LgLfh(x)
(8)

où






h(x) = T − T0

Lfh(x) = s − δT − βTV

L2
fh(x) = (−δ − βV )Ṫ − βT (kT ∗ − cV ).

(9)

Complétons le changement de coordonnées par ϕ = T ∗.
Ainsi, le système(3) est équivalent au système linéaire (10)
associé à la dynamique de zéro ϕ̇ (11). Le retour d’état
(c1, c2) est choisi de de manière à assurer la stabilité du
système (10) en z1 = z2 = 0.

[

ż1

ż2

]

=

[

0 1
c1 c2

] [

z1

z2

]

, (10)

(ż2 = v = c1z1 + c2z2)

ϕ̇ = βTV − µϕ

= β(z1 + T0)[
z2−s+δ(z1+T0)

−β(z1+T0)
] − µϕ

(11)



En z1 = z2 = 0, nous avons :

ϕ̇|z1=z2=0 = −µϕ,

et la dynamique de zéro est asymptotiquement stable.

La figure 1 est une simulation de la linéarisation partielle
après un placement de pôles convenable. La commande u(t)
est représentée sur la figure 2. Le traitement est administré
entre les jours 50 et 375 (u(t) 6= 0 for 50 ≤ t ≤ 375
). Les paramètres et les conditions initiales de simulation
sont les suivants : s = 9 mm−3d−1, δ = 0.009d−1, β =
4.1 × 10−6 mld−1, µ = 0.3d−1, k = 75mm3ml−1d−1, c =
0.6d−1, c1 = −0.0013, c2 = −0.17, T (0) = 1000CD4/mm3,
T ∗(0) = 1CD4/mm3, V (0) = 50copies/ml.
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L’évolution de l’infection
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L’entrée de commande

Un avantage majeur de cette loi de commande est sa ca-
pacité à conduire le système vers le point d’équilibre désiré
par le biais d’une efficacité de traitement variable au cours
du temps. En d’autres termes, si l’efficacité du traitement

est liée à la dose administrée, on peut dire qu’une dose
complète n’est pas nécessaire tout le temps (voir Section
VI).

V. Notions de pharmacologie

La pharmacocinétique (PK) d’un médicament est définie
comme étant la relation qui existe entre la posologie de ce
médicament et sa concentration dans le plasma alors que
la pharmacodynamique (PD) représente la relation entre la
concentration plasmique du médicament et son effet final
comme le montre la figure 3.

Fig. 3

De la posologie à l’effet

A. Modèle pharmacocinétique

Souvent, les médicaments sont administrés à doses
constantes et à intervalle de temps constant. En négligeant
le phénomène d’absorption (absorption complète et instan-
tanée), la quantité X(t) de médicament dans le corps est
régie par l’équation différentielle du 1er ordre suivante :

Ẋ = −KX pour nτ < t < (n + 1)τ (n ∈ N) (12)

où K est la constante de temps d’élimination du médica-
ment du 1er ordre, liée à la durée de demi-vie du médi-
cament par la relation : t1/2 = ln2

K . Au début de chaque
intervalle de dosage, la condition initiale s’écrit :

X(nτ+) = X(nτ−) + X0(nτ) (13)

où X0(nτ) est la dose administrée au temps nτ . Ce modèle
à un compartiment est le modèle pharmacocinétique le plus
simple présenté dans [20], [21].

B. Modèle pharmacodynamique

La relation entre la réponse thérapeutique ou l’efficacité
du médicament (η(t)) et la concentration plasmique C(t)
est empiriquement approximée par (14) ([21], [22]) :

η(t) = ηmax
C(t)s

C(t)s + 1/Q
(14)

Souvent, s = 1, ηmax = 1 et 1/Q = C50, concentration
plasmique pour laquelle le médicament est efficace à 50%.
Ainsi, en termes de quantité de médicament dans le corps,
nous pouvons écrire :

η(t) =
X(t)

X(t) + X50
(15)



avec X(t) = C(t)×V et X50 = C50×V , V étant le volume
de distribution du médicament dans le corps.

VI. Calcul de posologie

A. Le principe de la méthode

Cette méthode consiste en deux étapes :

1. Calcul de la commande nominale continue du modèle
(3) selon les diverses techniques de commande non linéaire
tel que la linéarisation entrée-sortie,

2. Calcul de la posologie échantillonnée équivalente à la
posologie continue. Cette équivalence est fondée sur la mo-
délisation pharmacologique et est détaillée ci-dessous.

Reprenons la commande de la section IV-A.2 Figure 2,
et supposons que le patient est sous monothérapie. Alors,
u(t) = ηdésiré(t). D’après l’équation (15), on peut calculer
la quantité désirée de médicament dans le corps à chaque
instant t.

Xdésiré(t) = X50
ηdésiré(t)

1 − ηdésiré(t)
(16)

Sur une période interdose de longueur τ donnée, la
quantité de médicament dans le corps qu’il faut est
∫ (n+1)τ

nτ
Xdésirédt. Nous calculons alors la dose X0(nτ) qu’il

faut administrer au patient au début de chaque intervalle
de dosage de sorte à garantir la quantité totale de médi-
cament dans le corps calculée précédemment sur cet inter-
valle. Selon le modèle pharmacocinétique (12), nous devons
avoir :

∫ (n+1)τ

nτ

X0(nτ)e−K(t−nτ)dt =

∫ (n+1)τ

nτ

Xdésirédt (17)

X0(nτ) =
K

1 − e−Kτ

∫ (n+1)τ

nτ

Xdésirédt (18)

Ainsi, la quantité X(t) de médicament réellement présente
dans le corps est la réponse du système du premier ordre
(12) au train d’impulsions X0(nτ). L’équation (15) nous
permet de calculer l’efficacité réelle du traitement appliqué
η(t). Nous discutons dans la section VII que ce principe
reste valable pour les multithérapies.

B. Le cas de la monothérapie

Considérons le cas de la monothérapie à la zidovudine
(ZDV). Les paramètres in vivo de ce médicament sont
donnés dans [22] : K = 0.35h−1 et C50 = 0.8 mg/L.
D’après [23], le volume de distribution de la zidovudine
est Vd = 1.6L/kg. Pour une personne de masse corporelle
moyenne M = 70kg, on a X50 = C50 × Vd ×M = 89, 6mg.
La figure 4 montre la posologie de ZDV calculée selon la
méthode décrite à la Section VI-A pour τ = 0, 5 jour. On
remarque sur cette figure que les dosages calculés sont com-
pris entre 61.9 mg et 434.5 mg pour une moyenne de 190.3
mg. Ces valeurs sont en cohérence avec la dose administée
en trithérapie standard, soit 300 mg b.i.d.
D’autre part, la figure 5 illustre l’évolution de l’infection
(charge virale, figure 5(a) et CD4 sains, figure 5(b)) pour
une monothérapie à la ZDV une fois par jour (τ = 1jour),
deux fois par jour (τ = 0, 5jour) et trois fois par jour
(τ = 0.3jour). Nous rappelons qu’à chaque fois, la poso-
logie (X0(nτ)) est calculée selon le principe de la Section

VI-A. Sur cette figure, nous pouvons voir que plus τ dimi-
nue, plus la réponse à la thérapie s’approche de la réponse
optimale et du point d’équilibre désiré. Ceci justifie l’échec
de la prise de médicament une fois par jour face à des ad-
ministrations quotidiennes multiples. Nous signalons aussi
qu’il s’agit là d’une monothérapie et que le résultat peut
être plus prometteur lorsqu’on considère la multithérapie.
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Posologie calculée pour τ = 0, 5jour

VII. Conclusion et perspectives

Ce papier a deux contributions majeures.
– D’abord, il montre que le modèle de base à 3 di-

mensions de l’infection par VIH est un modèle mono-
entrée, et ceci en se basant sur des données cliniques
réelles. Pour le modèle mono-entrée proposé, une loi
de commande de linéarisation par bouclage est calcu-
lée. Cette loi ramène le système vers l’état d’équilibre
désiré, à savoir, un taux de CD4 sains voisin de 1000
copies/ml et une charge virale indétectable.

– Par ailleurs, l’incorporation des modèles PK et PD
des ARV ainsi que la « discrétisation » de la loi de
commande selon le principe décrit à la Section VI-A
ont permis de déduire pour une première fois un régime
thérapeutique pragmatique en termes de posologie.

La suite de ce travail consiste à traiter le cas de la multi-
thérapie. Pour cela, si p médicaments sont administés nous
prenons

u(t) = ηdésiré(t) = 1 −

p
∏

i=1

(1 − ηi désiré).

Il suffit alors de poser (p − 1) autres équations indépen-
dantes de la forme

f(η1 désiré, η2 désiré, . . . , ηi désiré, . . .) = 0

pour calculer les ηi désiré. Nous revenons ensuite au cas de
p monothérapies. Le système des (p− 1) équations dépend
de l’interaction entre les différents médicaments administés
et de leurs modes d’action respectifs.
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