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Résumé— Cet article traite de la S-régularité d’un faisceau matriciel li-
néaire (A, E) = Eλ − A et des applications possibles à l’analyse des mo-
dèles implicites incertains de la formeEẋ = Ax (pour le cas continu) ou
Exk+1 = Axk (pour le cas discret). Des conditions LMI deS-régularité
robuste vis-à-vis d’incertitudes LFT entachantA mais aussiE sont propo-
sées. Ces conditions sont suffisantes, mais s’avèrent très peu conservatives
De plus, la pertinence de ces conditions pour l’analyse de laD-admissibilité
des modèles implicites (D-stabilité, régularité, absence de modes impulsifs)
est aussi discutée.

Mots-clés—S-régularité, analyse robuste, systèmes singuliers, LMI.

I. I NTRODUCTION

Il est aujourd’hui bien reconnu que les modèles de la forme
Eẋ = Ax (ou Exk+1 = Axk pour le cas discret), qui sont
appeléssystèmes singuliers[6], « descriptor systems, systèmes
généralisés[16], systèmes implicites[20] ou systèmes algébro-
différentiels, etc., sont d’un grand intérêt pour modéliser de
nombreux procédés pratiques.
À l’instar des modèles conventionnels pour lesquelsE = I, la
D-stabilité, c.-à-d. le cloisonnement du spectrefini de(A,E) =
Eλ − A dans une régionD du plan complexe, peut se révé-
ler importante pour comprendre le comportement transitoire du
système, en particulier pour attester de la stabilité asymptotique.
Mais cela reste insuffisant dans le cas implicite. Deux autres
propriétés doivent être vérifiées. La première est larégularité
(c.-à-d. l’existence d’une solution unique à l’équation d’état gé-
néralisée) [18]. La seconde est lal’absence d’impulsions(c.-à-
d. que les valeurs propres infinies du faisceau n’induisent pas
de modes impulsifs dans la réponse du modèle implicite asso-
cié [6]). Quand ces deux propriétés s’ajoutent à laD-stabilité, le
modèle est ditD-admissible.
Il importe de déterminer des outils simples qui permettent
de tester si un modèle implicite précisément connu estD-
admissible. Pour établir ce genre de tests, de nombreux ef-
forts ont porté sur leséquations de Lyapunov généralisées[7].
Quoiqu’intéressantes à bien des égards (voir [19]), ces ap-
proches requièrent bien souvent des systèmes qu’ils soienttran-
formés en des formes équivalentes telle la forme de Kronecker-
Weierstrass [18], ce qui n’est pas souhaitable dans un contexte
incertain. En présence d’incertitudes, de telles transformations
ne conservent pas l’équivalence des modèles sur tout le domaine
incertain. Pour cette raison, l’utilisation de LMIstrictesest pré-
férée à celle des équations de Lyapunov étendues. En ce sens,

un des premiers pas est celui de [5].
En réalité, de nombreuses contributions traitent de l’analyse et
de la commande robuste des modèles implicites [21], particu-
lièrement par une approche LMI (malheureusement, pas néces-
sairement strictes) : voir [17], [22], [23] et le travail très fourni
de Masubuchi [25], [12], [13]. Mais très peu considèrent une
incertitude surE. Citons néanmoins [11] oùA est cependant
connue avec précision, ou encore [10] pour le cas des matrices
intervalles. Les meilleurs pistes sont peut-être à trouverdans [9],
[14].

Dans cet article, nous faisons une utilisation « intensive »de
la S-régularité (initialement plutôt désignée∂D-régularité
(voir [3], [27]) et de plusieurs versions de la S-procédure [8],
[15]. LaS-régularité et la S-procédure peuvent permettre d’éta-
blir des conditions (suffisantes) en termes de LMI strictes pour
qu’un modèle implicite soumis à deux incertitudes LFT bornées
en norme (l’une sur la matriceA et l’autre sur la matriceE)
soitD-admissible. Notre but est de proposer un outil analytique
aussi simple que possible qui puisse être une base pour d’autres
investigations à venir.
L’article est ainsi organisé. La prochaine partie est consacrée aux
définitions fondamentales, à la description du faisceau matriciel
linéaire incertain ainsi que de ses incertitudes LFT. Elle inclut
aussi la formulation des régions de cloisonnement considérées
et la propriété à vérifier (laS-régularité). La partie III présente
la condition LMI suffisante qui est largement commentée. Dans
la partie IV, l’on trouve une discussion sur les autres proprié-
tés cruciales des modèles implicites (régularité, absenced’im-
pulsions). Notre condition est confrontée à ces propriétés. Son
utilité est alors mise en évidence. La technique est numérique-
ment illustrée sur un exemple dans la partie V avant de conclure.

Notations spécifiques à cet article :Hn est l’ensemble des ma-
trices hermitiennes de dimensionn et H+

n ⊂ Hn le sous en-
semble des matrices définies positives. Le produit matriciel sui-
vant est défini (une sorte de produit de Redheffer) :

∆ ⋆

2

4

A B
C D
E F

3

5 = D + C(E − ∆A)
−1

(∆B − F ),

avec des dimensions compatibles deA, B, C, D, E etF . (A)⊥
est le noyau à droite deA.



II. ÉTABLISSEMENT DU PROBLÈME MATHÉMATIQUE

A. Définitions préliminaires

Dans ce paragraphe, nous proposons plusieurs définitions et
propriétés des faisceaux matriciels. Les raisonnements decet ar-
ticle sont principalement tenus sur des faisceaux matriciels alors
que les modèles implicites ne sont vraiment considérés que dans
la partie IV.

Définition 1: SoitA(λ) = (A,E) = Eλ−A un faisceau ma-
triciel linéaire pour lequel{A;E} ∈ { lC n×n}2 et Rang(E) =
r ≤ n. Le spectre généralisé du faisceauA(λ), désigné par
λ(A,E), est défini par

λ(A, E) = {λ ∈ lC : det(A(λ)) = 0}, (1)

et les éléments deλ(A,E) sont appelées valeurs propres gé-
néralisées deA(λ). De plus,r est appelé l’ordre généralisé de
A(λ).

Il importe vraiment de comprendre queλ(A,E) contientp ≤
r éléments finis et donc que les éléments restants sont infinis.
Bien entendu,n = r lorsqueE est de rang plein.

Définition 2: Soit A(λ) = (A,E) = Eλ − A, où{A;E} ∈
{ lC n×n}2, un faisceau matriciel linéaire et d’ordre généralisér.
L’on suppose que son spectre généraliséλ(A,E) contientp va-
leurs propres finiesλj de multiplicités géométriques respectives
mj , j = 1, . . . , p. Le degré géométrique deA(λ) est défini par

f = deg(det(A(λ))) =

pX

j=1

mj ≤ r. (2)

Définition 3: (inspirée de la notion de∂D-régularité d’une
matrice introduite dans [27])Soit A(λ) = (A,E) = Eλ −
A, un faisceau matriciel linéaire tel que{A;E} ∈ { lC n×n}2.
Soit aussiS un sous ensemble quelconque du plan complexe.
Le faisceauA(λ) est dit

– S-régulier siλ(A,E) ∩ S = ∅,
– S-singulier sinon.

B. Formulation du faisceau incertain

Dans nos raisonnements, les matricesE etA impliquées dans
l’expression du faisceauA(λ) sont considérées complexes et vé-
rifient

8
>>>>><

>>>>>:

A = ∆A ⋆ A, A =

2

4

AA BA

CA DA

EA FA

3

5 ∈ lC (qA+rA+n)×(qA+n),

E = ∆E ⋆ E, E =

2

4

AE BE

CE DE

EE FE

3

5 ∈ lC (qE+rE+n)×(qE+n)

(3)

avec

8
>><

>>:

∆A ∈ ∆A =



∆A ∈ lC qA×rA :

»
∆A

I

–
′

ΨA

»
∆A

I

–

≥ 0

ff

∆E ∈ ∆E =



∆E ∈ lC qE×rE :

»
∆E

I

–
′

ΨE

»
∆E

I

–

≥ 0

ff

,

(4)

oùΨA ∈ HqA+rA
etΨE ∈ HqE+rE

. La structure des matrices
incertainesA et E peut être dénommée incertitude LFTgéné-
ralisée basse(LFT pourLinear Fractional Transform). Il s’agit
d’une légère extension de la représentation généralisée propo-
sée dans [28] qui est assez similaire à la représentation proposée
dans [14], cette dernière pouvant plutôt correspondre à la LFT
généralisée haute. Toutefois, les incertitudes surA etE sont ici
complètement indépendantes l’une de l’autre.
Enfin, l’incertitude globale∆ sur le faisceau est définie par

∆ = {∆A; ∆E} ∈ (∆ = ∆A × ∆E). (5)

La LFT conventionnelle (c.-à-d. non généralisée) basse devient
un cas particulier pour lequel

EA = I; FA = 0; EE = I; FE = 0. (6)

La formulation (3)-(4) est donc très générale. Néanmoins, nous
réduisons cette généralité en introduisant une contrainte:

∃∆
•

= {∆
•

A; ∆
•

E} ∈ ∆|A(λ, ∆
•
) = E(∆

•

E)λ−A(∆
•

A) = DEλ−DA. (7)

Ceci peut paraître une contrainte drastique sur l’ensembledes
faisceaux incertains mais il est évident que la LFT basse clas-
sique induite par le choix (6) vérifie toujours cette condition
puisque, dans ce cas, l’on a∆•

A = 0 et ∆•
E = 0. Ainsi, même

sous la contrainte (7), la structure considérée reste plus géné-
rale qu’une LFT classique. Le faisceau(DA,DE) peut être vu
comme un faisceau nominal. Donc, la description LFT classique
s’inscrit dans la structure plus générale donnée par (3)-(4) mais
la seconde peut se révéler très utile pour réduire la taille de la
LFT obtenue. À titre d’illustration, si l’on considère une expres-
sion aussi simple que

A(δ) = 1 −
3δ − 2

4δ
, (8)

où, bien sûr,δ 6= 0. L’approche LFT classique conduit à, par
exmple, la LFT suivante,

A(θ) =

»
θ 0
0 θ

–

⋆

2

4

0 −1 1
4

0 −1 1
4

1 −3 3
4

3

5 , (9)

avecδ = θ + 1, alors qu’une LFT généralisée basse est donnée
par

A(δ) = δ ⋆

2

4

4 3
1 1
0 2

3

5 , (10)

qui est clairement de moindre dimension et évite d’introduire
une structure pour l’incertitude proprement dite. Par ailleurs,
elle s’exprime directement en fonction deδ.
Comme instance particulière très utile de (4), le cas où

ΨA =

»
−γAI 0

0 I

–

, ΨE =

»
−γEI 0

0 I

–

, (11)

γA > 0 et γE > 0 étant des scalaires, mérite d’être cité car
il signifie que les matrices incertainesA et E sont toutes deux

bornées en norme (||∆A||2 ≤
√

γ−1
A et ||∆E ||2 ≤

√

γ−1
E ).

Hypothèses 1:Le domaine d’incertitude∆ est supposéim-
plicitement bien posé:

(i) det(I − ∆AAA) 6= 0 et det(I − ∆EAE) 6= 0 sur∆ ;
(ii) Rang(E) = r ≤ n ∀∆E ∈ ∆E .

L’hypothèse (i) correspond au classiquebien posédes formes
LFT et le vocableimplicitecorrespond à l’hypothèse (ii) qui est
le seul concept original introduit ici.

Remarque 1:L’on peut noter que∆A et ∆E peuvent aussi
se définir ainsi :
8
>><

>>:

∆A =



∆A ∈ lC qA×rA :

»
∆A

I

–
′

τAΨA

»
∆A

I

–

≥ 0, ∀τA > 0

ff

∆E =



∆E ∈ lC qE×rE :

»
∆E

I

–
′

τEΨE

»
∆E

I

–

≥ 0, ∀τE > 0

ff

,

(12)

Cette définition est certes plus compliquée mais ce n’est pas
arbitraire puisque les scalaires positifsτA et τE permettent de
paramétrer l’ensemble desmultiplieursqui interviendront dans
la partie suivante lors des applications de la S-procédure.



C. Formulation deS

Dans cet article, l’ensembleS est défini par

S =



s ∈ lC :

»
s
1

–
′

R

»
s
1

–

= 0 &

»
s
1

–
′

Φh

»
s
1

–

≥ 0, ∀h ∈ {1, . . . , h̄}

ff

, (13)

où R ∈ H2 et Φh ∈ H2, h = 1, . . . , h̄. Ce type de description
est emprunté à [3] reprenant quelques notions de [8]. En réa-
lité, S est l’intersection d’une région définie par l’égalité (une
droite, un cercle ou même le plan complexe(R = 0)) avec
h̄ demi-plans fermés, disques ou extérieurs de disques fermés.
Des ensembles particuliers peuvent être mis en exergue :
• Axe imaginaireI :h̄ = 0 ; R =

»
0 1
1 0

–

;

• Cercle unitaireC : h̄ = 0 ; R =

»
1 0
0 −1

–

;

• Demi-plan droit fermé̄lC
+

:h̄ = 1 ;R = 0 ; Φ1 =

»
0 1
1 0

–

;

• Extérieur du disque unitairēD+ : h̄ = 1 ;R = 0 ; Φ1 =
»

1 0
0 −1

–

;

Il est possible d’étendre la classe des ensemblesS en considé-
rant des matricesR et Φh appartenant à lC2d×2d avecd ≥ 1.
Pour plus de concision et de clarté,d est pris égal1. Néan-
moins, nous rappelons qu’une telle formulation permet de dé-
crire les frontières de régions EEMI (Extended EllipsoidalMa-
trix inequality voir [29]), ou même certaines de ces régions(fer-
mées) elles-mêmes, voire leurs régions complémentaires.
L’on note que laS-régularité peut être exploitée pour tester la
D-stabilité (appartenance des pôles à la régionD) en définissant
S = lC /D (s ∈ lC ets /∈ D). Par exemple, la stabilité au sens de
Hurwitz, n’est autre que lālC

+
-régularité. De la même façon, la

stabilité au sens de Schur, n’est autre que laD̄
+-régularité.

Dans la suite de cet article, l’ensembleS sera supposéborné.

D. Problème à résoudre

L’on considère le faisceau matriciel linéaireA(λ) = (A,E)
soumis à l’incertitude définie au paragraphe II-B et obéissant à
l’hypothèse 1. Soit aussi l’ensembleS décrit au paragraphe II-C
que l’on supposeborné. Ce travail a pour objectif d’établir une
condition LMI stricte garantissant queA(λ) estS-régulier de
manière robuste vis-à-vis de∆.

III. S-RÉGULARITÉ ROBUSTE

Dans cette partie, un raisonnement mathématique est suivi.Il
vise à proposer une solution au problème établi ci-avant. Cerai-
sonnement est ensuite résumé en un théorème qui est la contri-
bution essentielle de cet article. Une discussion fait suite au
théorème.
Selon la définition 3, le faisceau matriciel incertainA(λ) estS-
régulier de manière robuste si et seulement si

det(A(λ)) 6= 0 ∀{λ; ∆} ∈ S × ∆ (14)

⇔ det(Eλ − A) 6= 0 ∀{λ; ∆} ∈ S × ∆ (15)

⇔ det(G + λCEVE) 6= 0 ∀{λ; ∆} ∈ S × ∆ (16)

avec 8
<

:

G = DEλ − ∆A ⋆ A,

VE = (EE − ∆EAE)−1(∆EBE − FE).
(17)

La différence (16) est vérifiée si et seulement si∀{λ;∆} ∈ S × ∆

»
VE

I

–
′ ˆ

λCE G
˜
′
(−I)

ˆ
λCE G

˜

| {z }

ΘE

»
VE

I

–

| {z }

NE

< 0. (18)

Si l’on définit les matrices suivantes,

ΓE(∆E) =
ˆ

I −∆E

˜
, XE =

»
EE FE

AE BE

–

, (19)

l’on peut noter que

NE = (ΓE(∆E)XE)⊥ ∀∆E ∈ ∆E. (20)

Ainsi, en vertu de la S-procédure de bloc plein (par exemple
telle que formulée dans [15, théorème 8]), l’inegalité (18)est
vérifiée si (et seulement si quand∆E est compact) il existe un
scalaire positifτE = τE(λ,∆A) tel que

τEX
′

EΨEXE
| {z }

ΥE

+ΘE < 0 ∀{λ; ∆A} ∈ S × ∆A. (21)

(Il faut ici noter queτE est implicitement une fonction de∆A

etλ ce qui signifie que l’équivalence avecτE constant ne tient a
priori que pour un couple{∆A;λ}).
En outre, l’on peut écrire la matrice

[

λCE G
]

comme suit :
ˆ

λCE G
˜

=
ˆ

λCE λDE − ∆A ⋆ A
˜

=
ˆ

λCE λDE − DA

˜

| {z }

D̂

+
ˆ

0 −CA(EA − ∆AAA)−1(∆ABA − FA)
˜

= D̂ + (−CA)
| {z }

Ĉ

(EA
|{z}

Ê

−∆A AA
|{z}

Â

)
−1

(∆A

ˆ
0 BA

˜

| {z }

B̂

−
ˆ

0 FA

˜

| {z }

F̂

)

= D̂ + Ĉ (Ê − ∆AÂ)
−1

(∆AB̂ − F̂ )
| {z }

V̂

= ∆A ⋆ Â ∀{λ; ∆A} ∈ S × ∆A, (22)

où

Â = Â(λ) =

2

4

Â B̂

Ĉ D̂

Ê F̂

3

5 , λ ∈ S. (23)

Ainsi, l’inégalité (21) peut être écrite

ΥE + (∆A ⋆ Â)
′
(−I)(∆A ⋆ Â) < 0 ∀{λ; ∆A} ∈ S × ∆A (24)

⇔ ΥE + (D̂ + ĈV̂ )
′
(−I)(D̂ + ĈV̂ ) < 0 ∀{λ; ∆A} ∈ S × ∆A (25)

⇔

»
V̂
I

–
′

Θ̂

»
V̂
I

–

| {z }

N̂

< 0 ∀{λ; ∆A} ∈ S × ∆A. (26)

avec
Θ̂ =

»
Ĉ′

D̂′

–

(−I)

»
Ĉ′

D̂′

–′

+

»
0 0
0 ΥE

–

| {z }

ΩE

. (27)

De nouveau, les matrices suivantes peuvent être définies :

ΓA(∆A) =
ˆ

I −∆A

˜
; X̂A =

»
Ê F̂

Â B̂

–

. (28)

De ces définitions, il peut être facilement déduit que

N̂ = (ΓA(∆A)X̂A)⊥ ∀∆A ∈ ∆A. (29)

Ainsi, une autre application de la S-procédure de bloc plein
permet de voir que (24) est vérifiée si (et seulement si quand∆A

est compact) il existe un scalaire positifτA = τA(λ, τE(λ,∆A))
tel que

Θ̂ + τAX̂
′

AΨAX̂A
| {z }

ΩA

< 0 ∀λ ∈ S. (30)

(Une fois encore, il faut noter que la nécessité éventuelle de
(30) ne concerne que le passage ci-avant puisqueτA dépend en
réalité implicitement deλ et deτE).
De plus, la matrice

[

Ĉ D̂
]

peut être écrite
ˆ

Ĉ D̂
˜

=
ˆ

−CA λCE λDE − DA

˜



=

"
−

ˆ
CA 0

˜

| {z }

B̃

+λ
ˆ

0 CE

˜

| {z }

F̃

λ DE
|{z}

Ẽ

− DA
|{z}

Ã

#

=
ˆ

−B̃ + λF̃ λẼ − Ã
˜

∀λ ∈ S. (31)

Par conséquent, l’inegalité (30) peut se récrire,∀λ ∈ S :

ΩA + ΩE
| {z }

Θ̃

+
ˆ

−B̃ + λF̃ λẼ − Ã
˜
′
(−I)

ˆ
−B̃ + λF̃ λẼ − Ã

˜
< 0.

(32)

En notant que le faisceau(Ã, Ẽ) = (DA,DE) estS-régulier
par hypothèse puisque (7) est satisfaite, l’on peut déduireque
(λẼ − Ã) est inversible surS. Cette non-singularité assure de
l’existence de

Ñλ =

»
I

(λẼ − Ã)−1(B̃ − λF̃ )

–

∀λ ∈ S. (33)

Il est évident que

Ñλ =
ˆ

−B̃ + λF̃ λẼ − Ã
˜

⊥
∀λ ∈ S. (34)

S étant borné, d’après le lemme de Finsler [30, théo-
rème 2.3.10], l’inégalité (32) est vraie si et seulement si

Ñ
′

λΘ̃Ñλ < 0 ∀λ ∈ S. (35)

Si l’on définit les matrices suivantes,

Γλ =
ˆ

I −λI
˜
; X̃λ =

»
B̃ Ã

F̃ Ẽ

–

, (36)

alors, une fois encore, il devient clair que

Ñλ = (ΓλX̃λ)⊥ ∀λ ∈ S. (37)

PuisqueS est borné, le lemme de Kalman-Yakubovich-Popov
(KYP) généralisé dans sa version implicite avec des inéguali-
tés strictes [8, théorème 3] (avec une légère adaptation comme
dans [3] pourh̄ > 1), qui est lui aussi un cas particulier de
la S-procédure généralisée [8, théorème 1], peut-être appliqué.
L’inégalité (35) est satisfaite si et seulement s’il existeune ma-
trice P ∈ Hn et des matricesQh ∈ H+

n , h = 1, . . . , h̄, telles
que

Θ̃ + X̃
′

λ

0

@R ⊗ P +

h̄X

h=1

(Φh ⊗ Qh)

1

A

| {z }

Ψλ

X̃λ < 0. (38)

(De nouveau, l’équivalence ne concerne que les deux dernières
inégalités exploitées puisqueP et Qh dépendent implicitement
deτE et τA).

Le raisonnement précédent est résumé par le théorème suivant.
Théorème 1:Soit un faisceau matriciel linéaire incertain

A(λ) = (A,E) = Eλ − A tel que{A;E} ∈ { lC n×n}2 vé-
rifie (3)-(4) et l’hypothèse 1.i). Soit aussi un ensemble borné
S ⊂ lC décrit par (13). L’on suppose que(DA,DE) est S-
régulier. Alors le faisceauA(λ) estS-régulier vis-à-vis de∆
si (et seulement si lorsque∆A et ∆E sont compacts) il existe
une matriceP ∈ Hn, des matricesQh ∈ H+

n , h = 1, . . . , h̄,
ainsi que deux scalairesτA > 0 et τE > 0 tels que

ΩA + ΩE + Ωλ < 0 (39)

avec
8
>>>>>>>>>>><

>>>>>>>>>>>:

ΩA = τAX̂′

AΨAX̂A, X̂A =

»
EA 0 FA

AA 0 BA

–

,

ΩE = τEX̂′

EΨEX̂E , X̂E =

»
0 EE FE

0 AE BE

–

,

Ωλ = X̃′

λ

0

@R ⊗ P +

h̄X

h=1

(Φh ⊗ Qh)

1

A X̃
′

λ, X̃λ =

»
CA 0 DA

0 CE DE

–

.

(40)

Un point mérite l’attention du lecteur. LorsqueS n’est pas sup-
posé borné, il faut s’assurer que l’équation (34) ou (37) reste
vraie pourλ = ∞. C’est le cas quandE est de rang plein mais
pas quandE est singulière. C’est pourquoiS est supposé borné
dans le théorème 1. Ce problème est exactement celui rencontré
dans [8, paragraphe V.B], dans l’étude du lemme KYP géné-
ralisé dans sa versionimplicite-inégalités strictes. En pratique,
c.-à-d. lorsque l’on travaille avec des systèmes implicites, un
moyen de contourner le problème est de bornerS en considé-
rant un choix deS dans lequel

Φh =

»
−1 0

0 ω̄2

–

, (41)

pour une instance deh ∈ {1, . . . , h̄} et pour une valeur dēω
éventuellement très grande mais pas infinie. Par un tel choix, S
devient un sous-ensemble du disqueC̄(ω̄) centré sur l’origine de
lC et de rayon̄ω. Par conséquent, il est de toute évidence borné.
Ainsi, les valeurs propres généralisées finies sont localisées à
l’intérieur deC̄(ω̄) et les valeurs propres infinies à l’extérieur
deC̄(ω̄).

IV. A NALYSE ROBUSTE DES MODÈLES IMPLICITES

L’on s’intéresse ici à l’analyse robuste des modèles implicites
de la forme

Eẋ = Ax (42)

ou
Exk+1 = Axk (43)

pour le cas discret) où les matricesE et A vérifient (3), (4) et
(7). Il est bien connu [6] que les pôles d’un tel modèle sont les
valeurs propres généralisées du faisceau associéA(λ), incluant
aussi bien les valeurs infinies que les valeurs finies. Comme pour
les modèles conventionnels (E = I), la réponse de ce type de
modèle contient un terme lié aux pôles finis (ce terme corres-
pond aux dynamiques décrites par une équation différentielle ou
récurrente) mais aussi un autre terme « inhabituel » lié aux pôles
infinis (correspondant aux équations algébriques). Il est ànoter
que de tels modèles peuvent avoir des variations internes (struc-
ture interne variable) lorsque les matricesA etE sont rectangu-
laires [1]. Comme pour les modèles d’état classiques, le com-
portement transitoire du premier terme est fortement dépendant
de la localisation des pôles finis dans le plan complexe. C’est
pourquoi laD-stabilité (cloisonnement des racines dans une ré-
gionD ⊂ lC ) est intéressante. Mais contrairement aux systèmes
usuels, deux autres aspects doivent être étudiés. Un modèleim-
plicite doit êtrerégulier [18] (une seule solution à l’équation
d’état et il doit êtrelibre d’impulsions[16], [6] (le « terme in-
fini » de la réponse ne doit pas présenter d’impulsions).
Une définition classique est maintenant rappelée.

Définition 4: Le modèle (42) ou (43) est dit stable par rapport
à la régionD ⊂ lC ouD-stable si les valeurs propres générali-
sées finies du faisceau associé(A,E) appartiennent toutes àD.
Clairement, (42) est asymptotiquement stable s’il estD-stable
pourD = lC − (le demi-plan gauche ouvert) et (43) est asymp-
totiquement stable s’il estD-stable pourD = D

− (le disque
unitaire ouvert).
L’on peut continuer avec quelques autres définitions.

Définition 5: SoitS un sous-ensemble de lC . Le modèle im-
plicite (42) ou (43) est ditS-régulier si et seulement si le fais-
ceau associé(A,E) estS-régulier.
Cela signifie que le modèle implicite est non seulement régulier
mais, de plus, aucun de ses pôles n’appartient àS.



Définition 6: Le modèle (42) ou (43) est ditD-admissible s’il
estD-stable, régulier et libre d’impulsions.

À partir de ces propriétés, il est possible d’établir une condition
deD-admissibilité robuste du modèle implicite (42) ou (43) vis-
à-vis de (3)-(4) et de l’hypothèse 1 dès lors que le modèle no-
minal associé au faisceau(DA,DE) estD-admissible et que la
région de cloisonnementD est un sous-ensemble deC(ω̄) ⊂ lC ,
le grand disque évoqué dans la partie précédente. Plus rigoureu-
sement, le théorème suivant peut être établi.

Théorème 2:Soit le modèle implicite incertain (42) ou (43)
avec (3), (4) et (7). L’hypothèse 1 est retenue. Soient aussiC̄(ω̄)
un disque fermé centré sur l’origine et de rayonω̄, et∂C̄(ω̄) le
cercle frontière. Enfin, soitD un sous-ensemble ouvert de lC
ayant pour frontière∂D telle que l’ensembleS = (∂D∩ C̄(ω̄))
vérifie (13). Le modèle implicite estS-régulier et libre d’impul-
sions de manière robuste vis-à-vis de∆ si les conditions sui-
vantes sont vérifiées :

a.1) le modèle associé à(DA,DE), l’instance nominale du
faisceau(A,E), estS-régulier et libre d’impulsions ;

a.2) il existe une matriceP ∈ Hn, des matricesQh ∈ H+
n ,

h = 1, . . . , h̄, ansi queτA > 0 et τE > 0 tels que (39) est
vérifiée pour (41) ;

a.3) il existe une matriceY ∈ Hn, µA > 0, µE > 0 et
ω̄ < ∞ aussi grand que possible tels que la LMI suivante

Ω̆A + Ω̆E + Ω̆λ(ω̄) < 0 (44)

est vérifiée, avec
8
>>>>>>>>><

>>>>>>>>>:

Ω̆A = µAX̂′

AΨAX̂A, X̂A =

»
EA 0 FA

AA 0 BA

–

,

Ω̆E = µEX̂′

EΨEX̂E , X̂E =

»
0 EE FE

0 AE BE

–

,

Ω̆λ(ω̄) = X̃′

λ

„»
1 0
0 −ω̄2

–

⊗ Y

«

X̃
′

λ, X̃λ =

»
CA 0 DA

0 CE DE

–

.

(45)

De plus, il estD-admissible de manière robuste vis-à-vis de∆

s’il existe ω̄ < ∞, suffisamment grand, tel que les deux condi-
tions suivantes sont satisfaites :

b.1) le modèle associé à(DA,DE) estD-admissible ;
b.2) les conditionsa.2)eta.3)sont vérifiées.

Démonstration : omise par souci de concision.
Notons toutefois que la non-impulsivité est assurée par le fait
que, d’une part,(DA,DE) est non impulsif et, d’autre part, par
le fait que le degré géométrique est préservé soit par (39) soit
par (44).

V. I LLUSTRATION NUMÉRIQUE

Dans cette partie, l’approche présentée est illustrée par deux
exemples numériques. Puisque la partie précédente était consa-
crée au potentiel d’application du théorème 1 à l’analyse robuste
des systèmes implicites, les illustrations ne concernent que l’ad-
missibilité c.-à-d. le théorème 2.

A. Premier exemple

Le modèle incertain est le suivant :

2

4

AA BA

CA DA

EA FA

3

5 =

2

6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
4

0, 2140 0, 3200 0, 7266
0, 6435 0, 9601 0, 4120
0, 2259 0, 2091 0, 5678
0, 5798 0, 3798 0, 7942
0, 7604 0, 7833 0, 0592
0, 5298 0, 6808 0, 6029
0, 6405 0, 4611 0, 0503
1, 0000 0 0

0 1, 0000 0
0 0 1, 0000

. . .

0, 4154 0, 8744 0, 7680 0, 9901 0, 4387
0, 3050 0, 0150 0, 9708 0, 7889 0, 4983
5, 8413 13, 4301 30, 1742 27, 2534 17, 8494
5, 0562 −0, 2859 15, 8285 12, 2772 7, 0206

−6, 5957 −6, 863 −24, 2345 −15, 9162 −9, 7204
10, 3767 11, 4091 30, 2249 20, 4394 15, 8384

−16, 0828 −18, 9503 −47, 4443 −40, 9319 −30, 7603
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0

3

7
7
7
7
7
7
7
7
7
7
7
7
7
5

(46)

2

4

AE BE

CE DE

EE FE

3

5 =

2

6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
4

0, 3295 0, 6649 0, 3830 0, 6992
0, 3090 0, 6973 0, 9834 0, 3874
0, 7329 0, 5721 0, 7906 0, 0419
0, 3944 0, 5467 0, 3867 0, 2193
0, 3878 0, 4480 0, 4513 0, 2346
0, 7009 0, 4883 0, 92354.7 0, 2231
0, 0214 0, 1904 0, 7002 0, 5491
0, 7556 0, 0708 0, 1335 0, 9363

0 0 0 0
1, 0000 0 0 0

0 1, 0000 0 0
0 0 1, 0000 0
0 0 0 1, 0000

. . .

0, 7847 0, 1604 0, 8695 0, 3693 0
0, 0862 0, 7363 0, 9474 0, 5299 0
0, 3433 0, 0798 0, 1366 0, 2513 0
0, 2559 0, 4901 0, 0385 0, 2309 0
1, 0000 0 0 0 0

0 1, 0000 0 0 0
0 0 1, 0000 0 0
0 0 0 1, 0000 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0

3

7
7
7
7
7
7
7
7
7
7
7
7
7
7
7
7
7
7
5

. (47)

Ce modèle est tel quen = 5 et r = 4. L’on suppose que

l’incertitude satisfait la contrainte (11) avec
√

γ−1
E = 0, 001.

Il s’agit d’une LFT bornée en norme classique. Le modèle no-
minal (DA,DE) est asymptotiquement stable, régulier et libre
d’impulsions donc Hurwitz-admissible. En effet, ses pôlesfinis
sont

{−7, 0657;−5, 0683;−4, 7079;−1, 1385} (48)

et le dernier pôle nominal est à l’infini. Puisque le nombre de
pôles finis est égal àr, cela signifie que le modèle nominal est
libre d’impulsions. L’idée est d’appliquer le théorème 2 avec
ω̄ = 105 pour analyser la Hurwitz-admissibilité robuste vis-à-

vis de∆A et ∆E . Il faut noter que le rayon
√

γ−1
A n’a pas été

spécifié. En effet, il est possible de résoudre la LMI (39) tout en
minimisantγA (il est aussi possible de minimiserγE en fixant
γA ou de minimiser un critère linéaire pondéré). L’on se place
donc ici dans le cadre d’une analyse robuste. En réalisant cette
minimisation, l’on obtient

‖|∆A||2 ≤

q

γ−1
A

= ρA = 0, 3246. (49)

La valeur obtenue peut être vue comme une borne de Hurwitz-
admissibilité robuste. En traçant les spectres finis de nombreux
modèles incertains aléatoires respectant les bornesρA et ρE

(voir figure 1), l’on peut apprécier le faible conservatismedu
théorème 2.

B. Second exemple

Il s’agit en fait du même exemple que dans le paragraphe pré-
cédent maisDA est remplacée parDA/8 de sorte que le faisceau
(DA,DE) devient stable au sens de Schur. L’incertitude reste
la même. De nouveau, l’idée est de calculer lerayon complexe
de Schur-admissibilité par rapport à un domaine∆E donnéen
utilisant le théorème 2. La valeur suivante est calculée parmini-
misation sous contrainte LMI, à l’instar de ce qui a été calculé
dans l’exemple précédent :



−8 −7 −6 −5 −4 −3 −2 −1 0
−0.2

−0.15

−0.1

−0.05

0

0.05

0.1

0.15

0.2

Fig. 1. Migration des pôles pour‖|∆A||2 ≤ 0.3246 et‖|∆E ||2 ≤ 0.001

‖|∆A||2 ≤
√

γ−1
A = ρA = 0.0116. (50)

Grâce à cette valeur, il est possible d’obtenir la figure 2 où les
spectres finis de nombreux modèles incertains sont tracés, res-
pectant les bornesρA et ρE . Cette figure permet d’appécier le
non-conservatisme de l’analyse effectuée.

−1 −0.5 0 0.5 1
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−0.6

−0.4

−0.2

0

0.2

0.4

0.6

0.8

Fig. 2. Migration des pôles pour‖|∆A||2 ≤ 0.0116 et‖|∆E ||2 ≤ 0.001

VI. CONCLUSION

Dans cet article, une condition LMI stricte simple deS-
régularité robuste d’un faisceau(A,E) où les matricesA et
E sont soumises chacune à une incertitude LFT généralisée
basse a été proposée. La classe des ensemblesS qu’il est pos-
sible de prendre en compte est très large. Il a été mis en évi-
dence que la condition peut être utilisée pour étudier laD-
admissibilité robuste d’un modèle implicite continu ou discret.
De plus, la condition obtenue est complètement cohérente avec
de nombreux résultats de type « KYP » utilisés pour les mo-
dèles conventionels. À titre de perspectives, les problèmes de
commande sont bien sûr en point de mire. En effet, la condition
analytique proposée n’est pas directement exploitable pour la
synthèse. Une raison fondamentale d’une telle limite est que la
D-admissibilité est requise. Par conséquent, ce travail doit être
analysé au regard de conditions LMI strictes de synthèse telles
que, par exemple, celle proposée dans [5]. Nous aimerions enfin
comparer nos résultats aux résultats connus concernant la régu-
larisabilité des systèmes implicites [2].
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