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Résumé— Ce papier présente une démarche méthodologique

pour la surveillance et la détection d’anomalies, au sein de

systèmes non linéaires à temps continu, dans un contexte en-

sembliste. L’approche présentée est basée sur l’élaboration

de tests de cohérence utilisant des observateurs intervalles.

Ces observateurs, basés sur une structure de Luenberger,

sont construits en effectuant une approximation qLPV du

système non linéaire, ainsi qu’en s’appuyant sur des pro-

priétés de coopérativité. L’expression de la taille du plus

petit défaut détectable, par un test de cohérence sur la ième

composante du vecteur de mesure, est ensuite déterminée en

fonction de la valeur du gain de l’observateur. La procédure

proposée est appliquée à un procédé hydraulique de labora-

toire.

Mots-clés— Résidu intervalle ; tests de cohérence ; systèmes

non linéaires à temps continu ; approximation qLPV garan-

tie ; estimation ensembliste ; coopérativité.

I. Introduction

Les méthodes et techniques de détection et localisation
de défauts fondées sur l’étude de modèles dynamiques ont
fait l’objet de nombreux travaux de la part de la commu-
nauté scientifique depuis quelques années (voir par exemple
[1]). Une étape essentielle de la garantie d’un fonction-
nement sûr des systèmes est la mise en œuvre des fonc-
tions de surveillance et de diagnostic fiables. Le résultat
de ces tâches doit être en quelque sorte ”garanti”, ce qui
tranche parfois avec la notion classique de risque, défini
habituellement en termes de probabilité d’occurrence et
de fausse détection. Les méthodes auxquelles nous nous
intéressons sont celles à base de modèles. En effet, de nom-
breux systèmes physiques sont caractérisables par un en-
semble d’équations différentielles non linéaires. L’avantage
principal de ces modèles est que leurs états/paramètres ont
généralement une interprétation physique claire. Nous cher-
cherons également à assurer un haut niveau de robustesse
vis-à-vis des imprécisions de connaissance. L’idée est donc
de poser des tests de cohérences basés sur l’estimation inter-
valle de l’état de systèmes non linéaires, afin de construire
une procédure garantie de détection de défauts. Pour cela
nous considérons un système à surveiller représenté par le
modèle d’état non linéaire à temps continu, décrit par les
équations suivantes :















ẋ(t) = f(x(t),u(t))
y(t) = g(x(t),u(t))
y(tk) = ym

k + εk

x(t0) ∈ X0

(1)

où les fonctions f : D × U → R
nx et g : D × U → R

ny

peuvent être non linéaires, D ⊂ R
nx , U ⊂ R

nu , X0 est

le domaine initial du vecteur d’état et y, ym
y et εk sont

respectivement les vecteurs de sortie, de mesure à l’instant
tk et de bruit de mesure au même instant.

La contribution de ce papier repose sur la caractérisation
analytique de l’amplitude du plus petit défaut détectable,
par des tests de cohérence basés sur l’utilisation d’observa-
teurs intervalles. Pour cela, nous nous appuyions sur une de
nos contributions [2] qui permet de construire des observa-
teurs intervalles pour des systèmes non linéaires à temps
continu. Ces derniers sont basés sur une approximation
qLPV garantie du modèle original et sur les principes de
coopérativité, et permettent d’estimer un encadrement ga-
ranti (x(t), x(t)) du vecteur d’état x(t). L’observateur in-
tervalle est donc composé de deux observateurs inférieur
et supérieur, ayant une structure de Luenberger et satisfai-
sant des conditions de convergence (i.e. x(t)− x(t) → cte)
et de garantie (i.e. x(t) ≤ x(t) ≤ x(t), ∀t ≥ 0).

Le papier est organisé de la façon suivante : dans la
section II, les outils de l’analyse par intervalles utilisés
sont présentés. Nous présentons ensuite, dans la partie III,
une méthode d’approximation qLPV garantie de systèmes
non linéaires. Celle-ci est exploitée dans la partie IV pour
construire des observateurs intervalles basés sur la théorie
des systèmes coopératifs. Dans la partie V, des tests de
cohérence basés sur l’estimation intervalle sont proposés.
Enfin, l’étude de l’influence d’un gain agissant sur le retour
de sortie de l’observateur, permet de donner une expression
analytique de l’amplitude du plus petit défaut détectable
de façon garantie. Pour conclure, la méthode proposée est
illustrée sur un système de laboratoire dans la section VI.

II. Analyse par intervalles

Initialement développée pour quantifier les erreurs numé-
riques dues à la représentation finie des nombres réels sur
un calculateur [3], [4], l’analyse par intervalles est devenue
un outil de résolution numérique, globale et garantie de
problèmes d’estimation.

On appelle un intervalle, noté [a], un ensemble connexe,
borné, de bornes a et a, et fermé, de nombres réels [a] =
[a, a] = {a ∈ R | a ≤ a ≤ a} , avec a, a ∈ R. L’ensemble des
intervalles de R est noté IR.

Comme pour les réels, les opérations mathématiques
élémentaires sont étendues aux intervalles. Le résultat
d’une opération entre deux intervalles de bornes finies est
obtenu en travaillant uniquement sur leurs bornes.

[a] ◦ [b] = {a ◦ b | a ∈ [a], b ∈ [b]}. (2)



Le milieu d’un intervalle [a] est défini par mid([a]) =
(a + a)/2 et son rayon par rad([a]) = (a − a)/2 ≥ 0.

A. Fonctions d’inclusion

Soit une fonction f : D ⊂ R
nx → R

ny . L’évaluation de f

sur un pavé [x] est donnée par l’ensemble :

f([x]) = {f(x) | x ∈ [x]}. (3)

Une extension de f aux intervalles, généralement appelée
fonction d’inclusion, notée [f ], est définie comme une fonc-
tion de IR

nx dans IR
ny , vérifiant f([x]) ⊂ [f ]([x]).

En général, la fonction d’inclusion n’est pas unique et
dépend de la manière dont f est écrite. L’intervalle ob-
tenu peut donc être pessimiste et l’évaluation de f , sur
[x], est dite conservatrice. Ce problème majeur de l’algèbre
des intervalles est dû principalement au phénomène de
dépendance, qui peut être illustré en considérant l’opération
x − x = 0, valable pour tout x ∈ [x] = [−1, 1],
mais pour [x] − [x], on obtient [−2, 2] et au phénomène
d’enveloppement qui caractérise le pessimisme dû à la
représentation d’un ensemble quelconque par un pavé.

L’objectif de l’analyse par intervalles est donc de pouvoir
utiliser des fonctions d’inclusion peu pessimistes dans le
sens où la taille de ([f ]([x]) − f([x])) est assez petite. Une
fonction d’inclusion est minimale si pour tout [x], [f ]([x])
est le plus petit pavé qui contient f([x]).

Une fonction d’inclusion de f peut être obtenue en rem-
plaçant chaque variable réelle par son domaine et chaque
opération arithmétique par son extension aux intervalles.
Une telle fonction, appelée fonction d’inclusion naturelle,
est minimale si ny = 1, f est composée de fonctions conti-
nues et si toutes les variables sont mono-occurentes.

B. Fonction d’inclusion ”pente”

Dans un cadre plus général, on trouve dans la littérature
(voir par exemple [5]), différentes fonctions d’inclusion dont
la forme générale est donnée par :

f([x]) , f(xo) + [g]
(

[x] − xo]
)

, (4)

où [g] est une fonction d’inclusion d’une fonction ”pente”
non nécessairement identique à la jacobienne de f et le
point xo n’appartient par forcément à [x].

Dans la suite, nous utiliserons une forme centrée de (4)
pour effectuer une approximation qLPV d’une large classe
de systèmes non linéaires à temps continu.

III. Approximation garantie d’un modèle non

linéaire par un modèle qLPV

Les modèles LPV constituent une classe de modèles
linéaires permettant de décrire des procédés dont les ca-
ractéristiques dynamiques évoluent en fonction des condi-
tions de fonctionnement [6], [7]. Plus précisément, l’ap-
proche LPV désigne des modèles dont la représentation
d’état dépend d’un vecteur de paramètres ρ(t) borné et sus-
ceptible de varier dans le temps. Ces systèmes ont fait l’ob-
jet de nombreux travaux depuis ces dernières années, aussi
bien en commande [8], [9] qu’en observation (voir [10]).

Les modèles LPV sont des modèles linéaires dont les pa-
ramètres varient dans le temps. Ils sont décrits par des
équations de la forme suivante :

{

ẋ(t) = A(ρ(t))x(t) + B(ρ(t))u(t)
y(t) = C(ρ(t))x(t) + D(ρ(t))u(t)

(5)

où ρ(t) : [0, tN ] → P est une fonction dont on connâıt le
support et P ∈ R

nρ est un ensemble compact de R
nρ .

Lorsque la fonction ρ dépend explicitement du vecteur
d’état x, le modèle (5) est appelé représentation quasi-
LPV (qLPV). Les modèles qLPV sont par conséquent des
modèles non linéaires écrits sous une forme linéaire avec
une matrice dynamique dépendant de l’état. Ainsi, le terme
((quasi)) est plus approprié pour définir cette catégorie de
modèles. Cette classe est souvent utilisée pour des trans-
formations de modèles non linéaires.

Pour de plus amples détails sur la représentation LPV
et ses propriétés, le lecteur intéressé pourra se référer par
exemple à [11], [12].

Soit un système non linéaire, non autonome incertain
décrit par (1). Si on note (sans perte de généralité) ρ(t) =
(x(t),u(t))T , la linéarisation garantie de l’équation d’état
de (1) peut être obtenue en utilisant la fonction d’inclusion
moyenne de f ; on a alors :

f(ρ(t)) ∈ f(xc,uc) +[Jfx]([x], [u])(x(t) − xc)
+[Jfu]([x], [u])(u(t) − uc)

(6)

où [Jfx] et [Jfu] sont les fonctions d’inclusion des jaco-
biennes de f par rapport à x et u.

Ainsi, pour le domaine de variation [ρ] = [x]× [u], connu
a priori, il existe des matrices :

A(ρ(t))∈
[

∂f(ρ(t))

∂x(t)

]

?

?

?

?

x(t)∈[x]
u(t)∈[u]

, B(ρ(t))∈
[

∂f(ρ(t))

∂u(t)

]

?

?

?

?

x(t)∈[x]
u(t)∈[u]

En posant les changements de variables χ(t) = x(t)−xc

et µ(t) = u(t) − uc, on obtient alors :

χ̇(t) = A(ρ(t),p)χ(t) + B(ρ(t),p)µ(t), ρ(t) ∈ [ρ] (7)

Une démarche similaire peut être entreprise afin d’ob-
tenir l’approximation qLPV de l’équation de mesure du
modèle (1) pour un domaine de variation [x] × [u].

IV. Observateurs intervalles

Dans cette section, nous allons présenter une méthodo-
logie de conception d’observateurs intervalles pour une
classe de systèmes non linéaires. Étant donné que la tra-
jectoire du système original (non linéaire) est à l’intérieur
des trajectoires de l’approximation qLPV développée dans
la section précédente, nous utilisons cette approximation
pour développer un couple d’observateurs (O, O), four-
nissant une estimation inférieure x(t) et supérieure x(t)
de l’ensemble des trajectoires admises par l’approximation
qLPV pour ρ(t) ∈ [ρ].

Nous proposons de construire ces observateurs en utili-
sant la propriété de coopérativité [13], [14], [15], qui permet
d’assurer que pour tout couple d’états initiaux ordonnés,
les états générés resteront ordonnés quel que soit t.

Définition 1 : Un système dynamique décrit par (1) est
coopératif (voir par exemple [13], [16]) si :

∂fi

∂xj

(x,u)i6=j≥0,
∂fi

∂uj

(x,u) ≥ 0, ∀x ∈ D, ∀u ∈ U (8)

Notons que dans le cas des systèmes linéaires décrits par
ẋ = Ax avec A = (aij)nx×nx

, l’étude de la coopérativité
revient à vérifier les signes des éléments hors-diagonaux de



A. Ainsi, un système linéaire est coopératif si aij ≥ 0 pour
i 6= j.

Propriété 2 : [17] Soit un système linéaire décrit par :

ẋ(t) = Ax(t) + λ(t); x(0) = x0 (9)

où A est une matrice coopérative et λ(t) > 0. Si x0 > 0,
alors x(t) > 0 pour tout t > 0.

A. Structure de l’observateur

En admettant que les perturbations sur les mesures sont
bornées et de bornes ε et ε connues a priori, le domaine
admissible de la sortie est Y(t) = [ym(t) + ε,ym(t) + ε] ,
où ym(t) est le vecteur de mesure.

Pour estimer un encadrement de l’état du système qLPV
et prendre en compte les perturbations, nous proposons
deux observateurs inférieur et supérieur basés sur une
structure de Luenberger. Ils sont donnés par :

O :

{

ẋ(t)=(A − LC)x(t)+(B− LD)u(t)+L(ym(t) + ε)
y(t)=Cx(t)+Du(t)

(10)

O :

{

ẋ(t)=(A − LC)x(t)+(B− LD)u(t)+L(ym(t) + ε)
y(t)=Cx(t)+Du(t)

(11)
Les gains L et L ne sont pas forcément les mêmes et sont

choisis en fonction des bornes des matrices [A], [B], [C] et [D].
Les observateurs O et O fournissent des bornes inférieure

et supérieure du vecteur d’état x du système qLPV si
l’inégalité :

x(t) ≤ x(t) ≤ x(t), ∀t ≥ 0, ∀x(t) ∈ [x], (12)

est toujours vraie.
Par souci de clarté, nous allons prendre le même gain,

L = L = L, pour les deux observateurs O et O. Néanmoins,
la généralisation peut se faire sans difficulté.

B. Erreurs d’estimation

Les observateurs donnés par (10) et (11) sont garantis
si les estimées x et x calculées par O et O vérifient la
condition (12) à chaque instant. Dans la suite, nous allons
présenter une méthodologie pour déterminer un ensemble
de valeurs du gain L permettant d’assurer la garantie de
l’encadrement calculé par O, O.

En utilisant (11), la dynamique de l’erreur supérieure
e(t) = x(t) − x(t) est donnée par :

ė(t)=ẋ(t)−ẋ(t)
=(A−LC)x(t)+(B−LD)u(t)+L(ym(t)+ε)
−A(ρ(t))x(t)−B(ρ(t))u(t).

(13)

Par définition, les matrices A, B, C et D sont bornées ;
elles peuvent donc se réécrire sous la forme M = M(ρ(t))+
∆M(t), où M est l’une des matrices A, B, C ou D avec
l’inégalité terme à terme 0 ≤

(

∆M(t)
)

ij
≤ (w ([M]ij)).

Ainsi, en se basant sur cette relation, on a :

Mx(t)−M(ρ(t))x(t)=Mx(t)−(M−∆M(t))x(t)

=Me(t)+∆M(t)x(t).
(14)

En injectant la relation (14) dans (13), l’équation dyna-
mique de l’erreur supérieure peut se réécrire sous la forme :

ė(t) = (A − LC)e(t) + λe(t), (15)

avec :
λe(t)=(∆A(t)−L∆C(t))x(t)+(∆B(t)−L∆D(t))u(t)+Lε

Ainsi, si le gain L est choisi tel que (A − LC) soit
coopérative et λe(t) positif, alors la condition initiale
e(0) ≥ 0 implique que l’erreur e(t) reste positive à chaque
instant. Par conséquent, l’observateur (11) donne une esti-
mation majorante de la trajectoire d’état du modèle qLPV.

L’ensemble L1 des valeurs du gain L, satisfaisant la
condition (12), est défini par la relation :

L1 ={L ∈ R
nx×ny |(A − LC)ij,i6=j ≥ 0, (λe(t))i ≥ 0} (16)

Une démarche similaire peut être entreprise pour l’ob-
servateur minorant en utilisant la relation (10).

L’ensemble L2 des valeurs du gain L satisfaisant la condi-
tion (12) pour (10) est alors donné par :

L2 ={L ∈ R
nx×ny |(A − LC)ij,i6=j ≥ 0, (λe(t))i ≤ 0} (17)

Ainsi, l’ensemble L des valeurs du gain L, permet-
tant d’assurer la garantie de l’estimation donnée par le
couple d’observateurs (O, O), est défini par la relation
L = L1

⋂

L2.
L’utilisation d’un gain L vérifiant (16) et (17) permet de

construire deux observateurs coopératifs même si le modèle
qLPV du système ne l’est pas. De plus, le gain introduit
un paramètre de réglage pouvant agir sur la dynamique des
observateurs (O, O), i.e. la convergence de l’estimation, et
ainsi réduire le pessimisme de l’encadrement des valeurs
admissibles X(t) du vecteur d’état.

C. Convergence de l’estimation

La stabilité asymptotique de l’observateur intervalle est
assurée si les trajectoires inférieure et supérieure des obser-
vateurs (10) et (11) convergent l’une vers l’autre. L’étude
de la stabilité de l’observateur est donc équivalente à
l’étude de la stabilité de l’erreur totale :

e(t) = e(t) − e(t) = x(t) − x(t). (18)

On note respectivement par x̂(t) et Re(t) le centre et le
rayon de l’estimée intervalle à l’instant t, ils sont donnés
par :

x̂(t) =(x(t) + x(t))/2,
Re(t)= (x(t) − x(t))/2=(e(t) − e(t))/2.

(19)

En utilisant (10), (11) et (19), les dynamiques du centre
x̂(t) et du rayon Re(t) sont données par :

˙̂x(t)=
1

2

“

(A−LC)x(t)+(B−LD)u(t)+L(ym(t)+ε)

+(A−LC)x(t)+(B−LD)u(t)+L(ym(t)+ε)
” (20)

Ṙe(t)=
1

2

“

(A−LC)x(t)+(B − LD)u(t)+L(ym(t)+ε)

−(A − LC)x(t)−(B − LD)u(t)−L(ym(t)+ε)
” (21)

Or, par définition les bornes inférieure et supérieure des
matrices A, B, C et D peuvent s’écrire sous la forme :

M=

(

mid([M])−w[M]

2

)

, M=

(

mid([M])+
w[M]

2

)

(22)

avec M ∈ {A,B,C,D}.
En injectant la relation (22) dans (20) et (21), l’équation

dynamique de l’observateur intervalle, représenté par son
centre et son rayon, s’écrit sous la forme :

(

˙̂x(t)

Ṙe(t)

)

=Ae

(

x̂(t)
Re(t)

)

+λe(t) (23)



avec :

Ae =

(

2(mid[A]−Lmid[C]) (w[A]−Lw[C])
(w[A]−Lw[C]) 2(mid[A]−Lmid[C])

)

λe(t)=

(

(mid[B]−Lmid[D])
(w[B]−Lw[D])

)

u(t)+

(

L(mid[ε]+y(t))
Lw[ε]

)

Si le gain L est choisi tel que la matrice Ae soit stable
et que λe(t) soit borné par un vecteur positif Λe, alors
l’estimation converge asymptotiquement vers une boule de
centre x̂max et de rayon Remax

. Si Ae est inversible, cette

boule est définie par la relation :
(

x̂max Remax

)T
=

−A−1
e Λe.

Ainsi, l’ensemble L3 des valeurs du gain L, garantis-
sant la convergence asymptotique de l’observateur inter-
valle vers une boule de centre x̂max et de rayon Remax

, est
défini par la relation :

L3 =

{

L ∈ R
nx×ny











Ae stable
max
∀t>0

(w(λe(t))) ≤ Λe

}

. (24)

On peut noter que si la largeur de [B], [D] est nulle
(i.e. les matrices ne dépendent pas de ρ) et si w[ε] = 0
(i.e. le bruit de mesure est nul) alors l’erreur totale e(t) =
e(t) − e(t) = 2 ∗ Re(t), tend vers zéro. C’est à dire que
les trajectoires des observateurs (O, O) convergent vers la
”vraie” trajectoire d’état du système. Par conséquent, si la
coopérativité est respectée, le centre x̂(t) de l’observateur
intervalle converge vers l’état du système.

L’utilisation d’un gain L appartenant à l’intersection des
ensembles définis par les relations (16), (17) et (24) :

L = L1

⋂

L2

⋂

L3, (25)

permet de construire un observateur intervalle fournissant
un encadrement garanti de l’état du système observé et qui
converge vers une boule dont le rayon est inférieur à Remax

.
L’expression (25) revient à caractériser un ensemble

L de valeurs admissibles du gain L sous les contraintes
de coopérativité et de stabilité de l’observateur intervalle
composé de (10) et (11) pour un domaine [ρ] ⊂ R

nρ

d’évolution du méta-paramètre ρ(t). Le problème (25) peut
être formulé sous la forme d’un problème de satisfaction de
contraintes (CSP).

Notons que le conservatisme de l’approximation qLPV
dû aux phénomènes de dépendance et d’enveloppement
peut engendrer une solution vide pour L. Dans un tel cas,
un observateur intervalle basé sur l’approximation qLPV et
dont la dynamique de l’erreur est coopérative, ne peut être
construit. Pour surmonter cet inconvénient, deux stratégies
peuvent être adoptées :

– deux gains distincts L et L pourraient être utilisés
pour les observateurs minorant et majorant ;

– En ajoutant un second retour, permettant d’agir sur
l’erreur entre les bornes inférieure et supérieure.

V. Tests de cohérence basés sur l’utilisation

d’observateurs intervalles

Dans cette section, nous exploitons les observateurs
basés sur l’approximation qLPV garantie, développés
précédemment, afin de déterminer une expression analy-
tique de l’amplitude du plus petit défaut détectable par un
test de cohérence entre l’estimation intervalle d’une sortie
et la mesure correspondante.

Les défauts considérés dans la suite sont supposés de type
additif. L’approximation qLPV d’un modèle non linéaire en
présence d’un vecteur de défauts additifs est donnée par :
{

ẋ(t)=A(x(t),u(t))x(t)+B(x(t),u(t))u(t)+Fφ(t)
y(t)=C(x(t),u(t))x(t)+D(x(t),u(t))u(t)+Hφ(t)

(26)

où A(x(t),u(t)), B(x(t),u(t)), C(x(t),u(t)) et D(x(t),u(t))
sont des matrices variantes dans le temps, données dans la
section III et dont on connâıt les bornes. F et H sont des
matrices constantes de dimensions appropriées et φ(t) ∈
R

nφ est le vecteur de défauts, pour lequel aucune hypothèse
a priori n’est faite. Le terme Fφ(t) est censé modéliser l’im-
pact de défauts de type ”actionneur” ou ”composant” alors
que Hφ(t) modélise plutôt les défauts des châınes d’instru-
mentation et de capteurs.

A. Tests de cohérence basés sur la génération de résidus

intervalles

Dans le cas linéaire, la génération de résidus, quelque soit
la méthode utilisée, revient à filtrer les signaux entrée-sortie
par deux filtres linéaires Hu et Hy, tel que r = Huu+Hyy.

La construction des filtres Hu et Hy dépend du modèle
utilisé et de la technique de génération employée (voir par
exemple [18]). Dans une seconde phase, les résidus sont
structurés et évalués par des tests de décision.

Dans un contexte à erreurs bornées, l’observateur four-
nit des valeurs minorante y et majorante y de de la sor-
tie. Dans ce cas, la détection d’incohérence est effectuée
par un test d’appartenance. En effet, l’estimation est in-
compatible avec les mesures si, à un instant tk, on a
y(tk) 6∈ [y(tk),y(tk)], où y est le vecteur de sortie. Ce test
peut également se réécrire sous la forme suivante :

0 /∈ [y(t),y(t)] − y(t) ⇒ 0 /∈ [r(t)], (27)

où r est le vecteur de résidu. Notons que dans ce cas le
résidu n’est pas un vecteur ponctuel mais un intervalle
[r(t)].

B. Dynamique du résidu intervalle

La borne supérieure du résidu r(t) est donnée par r(t) =
y(t) − y(t) où y(t) est calculée à l’aide de l’observateur
(11). La dynamique de la borne supérieure du résidu est
décrite par la représentation d’état suivante :

{

ė(t) = (A − LC)e + λe(t) − (F − LH)φ(t)

r(t) = Ce + λr(t) − Hφ(t)
(28)

avec les termes
λe(t)=(∆A(t)−L∆C(t))x(t)+(∆B(t)−L∆D(t))u(t)+Lε,

λr(t)=∆C(t)x(t)+∆D(t)u(s),
caractérisent les effets des incertitudes dues à l’approxima-
tion qLPV et

(

(F−LH)φ(t), Hφ(t)
)

représentent les effets
des défauts sur la borne supérieure du résidu.

Afin de distinguer les effets des erreurs de modélisation
et des défauts, la représentation (28) peut se réécrire sous
la forme suivante :

{

ė
o
(t) = (A − LC)eo + λe(t)

ro(t) = Ceo + λr(t)
{

ė
d
(t) = (A − LC)ed − (F − LH)φ(t)

rd(t) = Ced − Hφ(t)

(29)



où l’on note eo le vecteur d’erreur tenant compte des in-
certitudes λe et λr, et ed le vecteur d’erreur généré par
une défaut φ. Ainsi, rd(t) et ro(t) représentent respec-
tivement les effets du défaut et des incertitudes sur la
borne supérieure du résidu. Notons que le résidu n’est
généralement pas nul même en l’absence de défaut.

Par ailleurs, ro(t) peut être interprété comme un
”seuillage adaptatif”. En effet, un défaut est détecté via
la borne supérieure de r(t) si : r(t) ≤ 0 ⇔ rd(t) ≤ −ro(t).

La même démarche est appliquée à la borne inférieure
r(t) = y(t) − y(t) de [r(t)]. Ainsi le résidu intervalle peut
se réécrire sous la forme suivante :

[r(t)] =

{

[ro(t), ro(t)] t < td
[

ro(t) + rd(t), ro(t) + rd(t)
]

t ≥ td
(30)

où td est l’instant d’apparition du défaut.
En d’autres termes, pour un fonctionnement non

défaillant, la taille de [r(t)] est non nulle et dépend du
conservatisme dû à l’approximation qLPV ainsi qu’aux
bornes de l’erreur de mesure. Dans le cas d’un fonction-
nement non défaillant, le test d’appartenance 0 ∈ [r(t)]
est toujours vrai. Cependant, il n’est pas possible de ga-
rantir l’absence de défauts dans ce cas. L’effet d’un défaut
de faible amplitude peut être masqué par les erreurs de
modélisation, ceci est également corrélé à un problème de
détectabilité. Par contre, si à un instant td, le test n’est plus
vrai (i.e. 0 6∈ [r(t)]), alors on conclura à la présence d’un
défaut. La principale caractéristique de cette approche est
qu’aucune fausse alarme ne peut être signalée, sous l’hy-
pothèse que les bornes des perturbations sur les mesures
soient valides.

Dans la suite, nous allons quantifier la ”taille” du plus
petit défaut détectable pour la méthode présentée. En par-
ticulier, l’effet du gain de l’observateur sera analysé.

C. Étude analytique du “plus petit” défaut détectable

Comme nous l’avons vu dans la section précédente le
résidu généré est souvent non nul. En effet, les termes ro(t)
et ro(t), qui représentent l’effet des erreurs de modélisation
sont non nuls. Il apparâıt donc important de déterminer
quel est le plus petit défaut détectable en fonction des er-
reurs d’approximation et du gain L.

Dans la suite, on appelle le plus petit défaut détectable
par la borne supérieure (respectivement par la borne
inférieure), le plus petit défaut dont l’effet sur le résidu
r (resp. r) entrâıne ro(t) + rd(t) ≤ 0 ( ro(t) + rd(t) ≥ 0).
Nous allons établir la relation entre la taille de ce plus
petit défaut détectable, le gain L et les erreurs d’approxi-
mation. Pour cela, considérons un défaut dont l’effet peut
être représenté par une variation du j ème élément de φ(t),

tel que φ(t) = (0, . . . , 0, ϕj(t), 0, . . . , 0)
T
. L’effet de ϕj(t)

sur la ième composante de la borne supérieure du résidu
est donné par la relation dynamique suivante :

{

ė(t) = (A − LC)e− (F − LH)jϕj(t)
rd

i (t, ϕj) = Cie − Hijϕj(t)
(31)

où (F−LH)j est la j ème colonne de (F−LH) et Ci est la
ième ligne de C.

Considérons un défaut apparaissant sous la forme d’un
échelon d’amplitude ϕji. En régime permanent, on a :

limt→∞rd
i (t, ϕj|step

)=
(

Ci(A − LC)−1(F−LH)j−Hij

)

ϕji.

Par ailleurs, nous avons montré précédemment qu’un

défaut est détecté par la borne supérieure de la ième com-
posante du résidu si ro

i (t) − rd
i (t) ≤ 0.

Ainsi, en utilisant les deux relations précédentes, la
taille du plus petit défaut ϕj(t) détectable par la borne
supérieure de la ième composante du résidu, est donnée
par :

ϕij =
(

Ci(A− LC)−1(F − LH)j − Hij

)−1
ro

i , (32)

où ro
i est la valeur maximale du “seuillage adaptatif”

donnée par ro
i = −Ci(A − LC)−1Λe + Λri, avec Λe et

Λr les valeurs maximales de λe(t) et λr(t).
Une démarche similaire est effectuée pour la borne

inférieure de la ième composante du résidu. En considérant
un défaut se manifestant par une variation de type échelon
sur le j ème élément de φ(t), la plus petite amplitude du
défaut détectable par la ième composante de la borne
inférieure du résidu [r(t)] est donnée par :

ϕ
ij

=
(

Ci(A− LC)−1(F − LH)j − Hij

)−1
ro

i . (33)

Enfin, l’amplitude du plus petit défaut détectable par la
ième composante du résidu intervalle, tel que 0 6∈ [ri(t)],
peut être définie par ϕijmin

= max(| ϕ
ij
|, | ϕij |).

Notons que dans l’hypothèse où le plus petit défaut
détectable est spécifié dans le cahier des charges, il est pos-
sible d’ajouter une contrainte supplémentaire au problème
de synthèse d’un observateur intervalle (O,O) donné dans
la section IV. Ainsi, l’ensemble L des valeurs admissibles
du gain L peut être déterminé tel que les conditions de
garantie (16, 17), de convergence (24) et pour une ampli-
tude du plus petit défaut détectable ϕijmin

soient assurées.

L’ensemble L peut être réécrit tel que : L ∈ L =
⋂4

i=1 Li,
où L4 est donné par :

L4 ={L∈R
nx×ny | max(|ϕ

ij
(L) |, |ϕij(L) |) ≤ ϕijmin

} (34)

avec (ϕ
ij

(L), ϕij(L)) représentant l’expression du plus

petit défaut détectable donnée par (33) pour la borne
inférieure ri(t) et par (32) pour la borne supérieure ri(t).

Remarque 1 : Lors de la résolution du CSP permettant
de caractériser L, un ensemble solution vide peut être causé
par :

– une amplitude du plus petit défaut détectable trop
faible ;

– une incertitude sur l’erreur de sortie [ε] trop élevée ;
– une approximation qLPV trop conservatrice.

VI. Application

Afin d’illustrer la procédure proposée, une application à
un procédé hydraulique de laboratoire, appelé maquette 3
cuves, est présentée dans cette partie.

Le système se compose de trois cuves cylindriques T1,
T2 et T3 de sections identiques. Les cuves sont connectées
entre elles à l’aide de deux tubes cylindriques. Le liquide
s’écoulant dans ces cuves est recueilli dans le réservoir T0,
qui approvisionne les deux pompes P1 et P2. Ces deux
pompes alimentent les cuves 1 et 2 avec des débits Q1 et
Q2. Les trois niveaux d’eau dans les trois cuves, sont notés
par h1, h2 et h3. Seuls les niveaux h1, h2 sont mesurés.
Les tubes d’interconnexion entre les différentes cuves sont
dotés de trois vannes de sections ajustables permettant de
simuler diverses défaillances telles que des fuites plus ou
moins importantes sur chaque cuve.



Sous l’hypothèse h1 > h3 > h2, ce système peut être
modélisé par la représentation d’état non linéaire suivante :



















ẋ1(t)=−a13

Sc

√

x1(t) − x3(t) + 1
Sc

u1(t)

ẋ2(t)=
a32

Sc

√

x3(t) − x2(t) − a20

Sc

√

x2(t) + 1
Sc

u2(t)

ẋ3(t)=
a13

Sc

√

x1(t) − x3(t) − a32

Sc

√

x3(t) − x2(t))

y(t) =(x1(t), x2(t))
T + (v1(t), v2(t))

T

(35)

où x = (x1, x2, x3)
T = (h1, h2, h3)

T représente le vecteur
d’état, u=(u1, u2)

T =(Q1, Q2)
T le vecteur de commande,

y = (y1, y2)
T le vecteur de mesure et w = (w1, w2)

T le
bruit de mesure. Les coefficients d’écoulement normalisés
sont a13 = az13Sn

√
2g/Sc, a32 = az32Sn

√
2g/Sc et a20 =

az20Sn

√
2g/Sc.

Le système fonctionne en boucle fermée, sous l’action
d’un régulateur de type proportionnel intégral. La com-
mande est de type rectangulaire avec une amplitude pou-
vant varier à chaque nouveau créneau. Les éléments du
bruit de mesure w(t) sont supposés appartenir à l’intervalle
[−0.5cm, 0.5cm]. Ce domaine de variation a été déterminé
en effectuant des essais à commande nulle, pour différents
points de fonctionnement.

Le scénario que nous proposons dans la suite concerne
l’apparition d’un défaut de type fuite sur la cuve 1 à
t = 500s (ouverture de la vanne ”a1”). Cette fuite est
modélisable par un terme additif −a10

√

x1(t) sur l’équation
d’état de x1 du modèle (35), avec le coefficient d’écoulement
a10 ayant une valeur proportionnelle à a20 (a10 = 1∗a20 :
la vanne ”a1” est ouverte, a10 =0∗a20 : la vanne ”a1” est
fermée).

L’ensemble L des valeurs admissibles du gain est
déterminé tel que les conditions de garantie L1∩L2 et de
convergence L3 soient respectées. Pour les simulations, le
gain :

L =





0.0463 −0.0003
−0.3287 0.7494
0.0074 0.0074



 (36)

est choisi avec une valeur de l’amplitude du plus petit
défaut détectable par la première composante du résidu
intervalle de : ϕ11min = 0.187 (ouverture de la vanne ”a1”
de 18.7%).

Les résultats de l’estimation des sorties y1 et y2 sont
représentés sur la figures 1 pour la simulation d’un défaut
correspondant à l’ouverture de la vanne ”a1” de 10%. No-
tons qu’une incohérence est détectée par le test sur la sor-
tie y1 ; toutefois il existe un retard à la détection de six
secondes. Il est également important de noter qu’aucune
fausse alarme n’a été détectée (pour t < 500s).
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Fig. 1. Test de cohérence pour une fuite de 10% sur la vanne ”a1”

VII. Conclusion

Dans ce papier, nous nous sommes intéressés à
l’élaboration de tests de cohérence pour des systèmes non
linéaires à temps continu. Pour cela, nous nous sommes
appuyés sur une méthodologie de synthèse d’observateurs
fournissant des bornes minorante et majorante. Celle-ci est
fondée sur l’utilisation d’une approximation qLPV ”garan-
tie” (basée sur l’analyse par intervalles) et sur la théorie
des systèmes coopératifs. Cette approche permet de propa-
ger les incertitudes sur l’estimée intervalle. Dans le cas de
la détection garantie de défauts, la propagation peut être
interprétée comme un ”seuillage adaptatif”. Ainsi, sous cer-
taines hypothèses de modélisation des défauts, la taille du
plus petit défaut détectable peut être caractérisée.
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