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Résumé— Cet article propose une synthése temporelle puis
fréquentielle de filtres Ho d’ordre plein pour les systémes
singuliers sujets a4 des perturbations a4 énergie bornée. La
synthése temporelle est basée sur le non biais du filtre,
la résolution d’une équation de Sylvester, et afin d’éviter
d’avoir a dériver les perturbations, le systéme d’erreur est
transformé en un systéme singulier. Puis la méthode LMI
(Inégalités Matricielles Linéaires) est utilisée pour trouver
le gain du filtre satisfaisant en plus de la stabilité, une
atténuation des perturbations. La synthése fréquentielle est
déduite a partir du filtre obtenu dans le domaine temporel
par l’utilisation de descriptions matricielles fractionnaires
(MFD) et de ’approche factorisation.

Mots-clés— Filtrage Hoo non biaisé, systéme singulier, do-
maine temporel, domaine fréquentiel, Inégalités Matricielles
Linéaires (LMI), Descriptions Matricielles Fractionnaires
(MFD).

I. INTRODUCTION

Le filtrage des systemes singuliers sujets a des pertur-
bations a énergie bornée, trouve son intérét dans le fait,
qu’il permet d’estimer les composantes du vecteur d’état
en minimisant l'influence de ces perturbations sur l’er-
reur d’estimation. De plus, les systemes singuliers, dit
aussi algébro-différentiels peuvent étre considérés comme
une généralisation des systemes dynamiques usuels puis-
qu’ils permettent, a travers les relations algébriques et
différentielles, de conserver aux systémes leurs significa-
tions physiques ( d’ou I'appellation anglo-saxon ”descriptor
system”), ainsi que de modéliser des processus & compor-
tements non causaux.

L’étude des systemes singuliers a motivé de nom-
breuses recherches. Parmi celles-ci, beaucoup concernent
la synthese d’observateurs dans le domaine temporel, [1] ,
[18] [19]... Dans le domaine fréquentiel, il n’y a pas assez
de travaux sur 'estimation d’état [3], [4], [20], [6]; pour-
tant 'approche fréquentielle est souvent la base de nom-
breuses analyses effectuées sur les systemes de commande.
Ainsi il est connu que le retour d’état optimal linéaire et
les problemes de filtrage peuvent étre formulés et résolus
dans le domaine fréquentiel. En plus il a été montré dans
[12] que la loi par retour d’état ainsi que le filtrage optimal
peuvent étre caractérisés par des matrices polynomiales qui
parametrent directement la commande par retour d’état et
I’observateur dans le domaine fréquentiel.

Dans ce contexte, nous proposons, a travers cet article,

deux nouvelles approches, une temporelle et une autre
fréquentielle, pour résoudre le probleme de filtrage pour les
systemes singuliers. La synthese temporelle est basée sur le
non biais du filtre, ce qui conduit a résoudre une équation
de Sylvester. Puis pour éviter d’avoir a dériver la perturba-
tion, le systeme d’erreur est transformé en un systeme sin-
gulier et finalement en utilisant le lemme borné réel pour les
sytemes singuliers, la solution est donnée sous forme LMI.
En effet le gain Z paramétrant toutes les matrices du filtre
Hoo proposé est déduit a partir des solutions des LMI. La
synthese fréquentielle quant a elle, découle de la synthese
temporelle en proposant des descriptions matricielles frac-
tionnaires (MFD) judicieuses des matrices du filtre qui ont
la spécificité d’étre premieres entre elles, et en appliquant
Papproche factorisation [9]. La motivation principale de
formuler les résultats du domaine temporel au domaine
fréquentiel s’explique par les avantages que cela présente
pour la commande basée-observateurs [17]. En effet, dans
ce cas, le correcteur est commandé par les entrées et sorties
du processus. Donc, seul le comportement entrée-sortie du
correcteur (caractérisé par sa fonction de transfert ) affecte
les propriétés de la boucle fermée du systéme. Les degrés
de liberté additionnels donnés par ’approche fréquentielle
peuvent étre utilisés pour d’autres spécifications telles que
la robustesse par exemple (voir [17]).

II. POSITION DU PROBLEME
Considérons le systeme multivariable invariant dans le
temps, régit par la représentation d’état suivante :
Ei(t) =
y(t)

Az(t) + Bu(t) + Dyw(t)
Cx(t) + Daw(t)

ou x(t) € R™ et y(t) € R™ sont respectivement le vecteur
d’état et la mesure, w(t) € R4 représente les perturbations ,
u(t) € RP est Uentrée du processus . E € R™*" A B, Dy, C
et Ds sont des matrices connues de dimensions appropriées.
De plus, on suppose que :

Hypothése 1 : [1]

1) rang E = r, E est donc de rang plein lignes

2) rang {g}:n



Nous donnons alors le probleme qui sera traité dans cet
article :

Probléeme 1 : On se propose dans ce papier, de donner
deux nouvelles méthodes de syntheses de filtres H, d’ordre
plein pour la classe la plus générale des systémes, a sa-
voir les systemes singuliers. La méthode temporelle devra
générer Vestimée Z(t) de x(t) et la méthode fréquentielle
doit donner lestimée Z(s) de x(s), en utilisant les entrées et
sorties disponibles u(t) et y(t). En plus de la stabilité, 'er-
reur d’estimation e(t) doit satisfaire le critére d’atténuation
Hoo suivant

7 [ — 2[|

J = sup e L>[0, o) W = |Fewlloo <7 (2)

olt wlla # 0 et Fry(s) = 22
des perturbations w(t) & lerreur d’estimation e(t) = x(t)—

Z(t), pour un v > 0 donné.

est la matrice de transfert

III. SYNTHESE DANS LE DOMAINE TEMPOREL
Du fait que, rang [ C } = n, il peut toujours exister, en
appliquant la décomposition en valeurs singulieres (SVD),

une matrice inversible { @ bo } telle que
Co do

aoE +b6oC = 1, (3)

COE + dOC = 0(r+mfn)><n (4)

Notre but est de synthétiser le filtre H,, d’ordre n sui-
vant pour le systeme (1) :

No(t) + Liy(t) + Gu(t)
@(t) + boy(t) + Kdoy(t)

o(t) =
Z(t)
ou Z(t) € R™ est 'estimée de x(t).

En utilisant (3), 'erreur d’estimation obéit a I’equation sui-
vante :

e(t) = z(t)—z(t) (6a)
= iBz(t) — (t) — Yaw(t) (6b)
avec
Y1 = a0+ Kc (7)
o = (bo+ Kdo)Ds (8)
Alors, sa dynamique peut étre écrite comme suit :
é(t) P1EE(t) — o(t) — Yau(t) (9a)

= Ne(t) + (1A — L1C — Ny E)x(t)
+ (1B = Gu(t) + (¥1D1 — L1 Dy + Npo)uw(t)
— Pou(t) (9b)
Le probléeme de synthese du filtre est réduit alors & de-
terminer les matrices N, Ly, G et K telles que
1) le filtre (5) soit non biaisé (c’est-a-dire que l'erreur d’ob-

servation e(t) ne dépende pas directement de 1’état x(t))

i1) le filtre (5) est stable c’est-d-dire N est de Hurwitz
(stable).

iii) le critére d’atténuation de perturbation (2) soit vérifié.

Le non biais du filtre est assuré si et seulement si ’equa-
tion de Sylvester suivante est vérifiée

1 A—LiC — Ny E =0 (10)

De plus, nous considérons
v B—G=0 (11)

L’equation de Sylvester (10), s’écrit en tenant compte de
(1a),(7), (8) et (4) comme suit

NCL()E — KCoA + (L1 - NKdo)C = aoA (12)
Avant de continuer, posons
J = (L1 — NKdy) (13)

L’equation (12) peut étre alors réécrite sous la forme ma-
tricielle suivante

G,()E
[N - K J] C()A = CLoA (14)
C
Afin de résoudre (14), posons
IN —K J=X (15)
ClQE
C()A =X (16)
C
apA =0 (17)
donc (14) devient
XX =0 (18)

Cette équation admet une solution X si et seulement si

rang( g ) =rang X

Une solution générale de (18), si elle existe, est donnée par

X=0xt-zZ(I-3xx) (20)

(19)

avec X1 est I'inverse généralisée de la matrice ¥ donnée par
(16) et Z une matrice arbitraire de dimension appropriée
qui sera déterminée dans la suite en utilisant une approche
LMI grace au lemme borné réel pour les systemes singuliers.

Une fois la matrice X connue, on peut facilement extraire
les expressions des matrices N, L1, G et K . En effet,

I,
N = X| 0 | =A4,-2B (21)
0
ol
I,
A, = oext| o (22)
0
I,
Bii = (Irjoxm—35H)| 0 (23)
0



0
J = X 0 = Aoy — Z By (24)
I,
avec
0
Ayy = Ot | 0 (25)
I,
0
Byy = (Lryoxm —X37T) 0 (26)
In,
0
-K = X Irym—n = As3 — ZBs3 (27)
0
avec
0
A33 = ®Z+ Ir+m—n (28)
0
0
333 = (Ir+2><m — EZ+) Ir—Hn—n (29)
0

Une fois que les matrices NV et K sont obtenues, on trouve
L, a partir de I"équation (13).
Et d’aprés (11), la matrice G est donnée par

G =y1B= (ao + KCQ)B (30)
Alors toutes les matrices intervenant dans la synthese du
filtre sont maintenant connues, si et seulement si la matrice
Z est connue .
Sous la condition de non biais, la dynamique de l’erreur
d’estimation (9b) s’écrit

é(t) = Ne(t) + aw(t) — P (t) (31)
avec
a = 1D+ Npg—L1Dy = a1 —Zag  (32)
ol
—bo Do
o = a0D1 — @EJr C()Dl (33)
Dy
bo D4
Qg = (Ir+2m - EZ+) —C()D1 (34)
—Dy
et
o = (Kdo+bp)Ds (35)
= o1 — Zthas (36)
avec
o1 = —AszdoD2 +boDs (37)
Vo2 = —BszdoD: (38)

Notons que la dynamique d’erreur (31) contient la
dérivée de w(t). Ce probléme est généralement résolu en
ajoutant une contrainte supplémentaire sur les matrices du
filtre (voir [2]) ou bien en choisissant un nouveau type de
norme pour le systeme. Dans cet article, nous proposons
une autre méthode qui consiste a réécrire le systeme d’er-
reur sous la forme d’un systéme singulier. A partir de (31),
ce nouveau systeme singulier est donné par :

(5 9)() - (5 2)()
(3

e(t) =

avec e(t) erreur d’estimation et p1(t) = w(t).

Avant de continuer rappelons un résultat important sur
les systemes singuliers ; c’est une sorte de lemme borné réel
pour les systemes singuliers

Lemme 1 : [7]

Considérons le systeme singulier de la forme

Fz =

A =

Ax + Bw
Cx

(40)
(41)

ou x est I’état, w les perturbations a énergie bornée et z est
la sortie ; les matrices F, A, B et C sont connues. La paire
(F, A) est admissible et ||G|loo <7 (G =C(sF - A)"!B)
si et seulement si il existe X € R™*" vérifiant

1)

FIX=XTF>0 (42)

(43)

Le but est d’appliquer ce résultat sur le systéme (39).
Mais avant cela, considérons que le gain Z satisfait la rela-
tion suivante

1
ATX + XTA+C"C+ 5 X"BB"X <0
7

Zpao =0

La relation (44) permet d’éviter d’avoir une matrice de
gain Z inconnue (& determiner) dans la matrice singuliere

(44)

( é 7’%2 ) du systeme (39).(Correspondant & F dans (40))
Donc, il existe une matrice Z; € R**("+27) gatisfaisant
Z = Zi(I — a2h3,) (45)
Soit,
_ I o\ _ (1T Yan
N « A1 — ZB a) — Za
A20:<0 _I>:< 110 11 1_12>(47)
0

o= § ) (45)



et

e(t)

t) = 49
=20 (49
Alors, le systéme singulier (39) peut s’écrire sous la méme
forme que (40) et (41) suivant :

p20 X(t) Azo x(t) + B20 w(t)
e(t) (I 0) x(t)

Dans le théoréme suivant, le lemme 1 est utilisé pour

déterminer la matrice Z paramétrant toutes les matrices

du filtre grace a la résolution de LMI.
Théoréme 1 : La paire (p2o, Azp) est admissible et

[W(s) = (I 0)(spao — A20) " Ba0lloc <

(50a)
(50b)

pour un réel positif v donné s’il existe des matrices X; =
XT'>0e R Xy = XT > 0e RIX9, Y € RU+2m)xn
telles que les LMI suivantes soient satisfaites pour un réel
~ > 0 donné

1)

X1 0\ XlT X1T¢21
(wglxl 0)‘( o o )=0 (51)
2)
Pljl P12 0n>{}q In
Py P X5 Ogxn
<0 52
Ogxn X2 *’72—7qu Ogxn (52)
In 0n><q 0n><q _In
avec Oy = (I — haotviy)T, Y = ZT X1 and
Py = Al X +XTA, - By —YTolBy,
P12 = Xllral — YTang
Py — Xy — XTI
Le gain Z; est alors donné par
7y =X;'y? (53)

et Z est déduit & partir de la relation (45).
Preuve 1 : Appliquons le lemme 1 et le lemme de Schur
[8] sur le systéme singulier (50), on obtient

)

&, =37 >0 with & = plyX (54)
2)
o+ @f 25 (I 0)F
dy 4210 <0 (55)
(I 0) 0 -1
with
oy = AL X (56)
D3 = [, X (57)
En posant X = X0 ) et en utilisant (46), la
0 X5

relation (54) est bien équivalente & (51). Puis, remplacons

Asg et fBa9 de (55), par leurs expressions (47), (48) avec
(45) , 1a LMI (52) est obtenue, avec 8y = (I — ¥a1)55)T et
Y = ZTX,.

Synthése du filtre dans le domaine temporel
Les différentes démarches nécessaires pour le calcul du filtre
Hoo (5) se résument suivant les étapes suivantes :

1) Déterminer les matrices ag,bg, co et dop en faisant une

décomposition en valeurs singuliere de la matrice [ C }

2) Calculer ¥ et © a partir de (16), (17).

3) Toutes les matrices connues qui interviennent dans les
LMI 51 et (52) soient A11, Bn, a1, (g, B337 ’(ﬂzg 3 A33 and
)91 sont calculés respectivement par (22) , (23), (33), (34),
(29), (45), (28), (37). Donc, 6y est bien déterminé.

4) La résolution des LMI (51) et (52) donne le gain 71, et
donc & partir de (45), la matrice Z est déterminée.

5) Calculer la matrice du filtre N & partir de (21).

6) Puis la matrice K est obtenue grace a (27). Donc 1), est
connue (7) et G est donnée par (30)

7) Finalement, la représentation temporelle du filtre Hoo
d’ordre plein (5) est déterminée. En effet apres le calcul
des matrices Ags et Bag & partir de (25), (26), J peut étre
calculée (24) et par conséquent L; qui intervient dans la
synthese temporelle est calculée en utilisant (13).

IV. SYNTHESE DANS LE DOMAINE FREQUENTIEL

Dans cette partie, nous proposons une technique simple a
mettre en oeuvre pour la synthese des observateurs dans le
domaine fréquentiel en appliquant ’approche factorisation
de [9].

A. Notations et préliminaires

La représentation d’état d’une matrice de transfert H(s)
H(s)=C(sI —A)~'B+D (58)
est donnée par

[A B C D] (59)

Une double factorisation copremiére de H (s) ou sa MFD,
s’écrit de la fagon suivante

H(s) = N(s)M~'(s) = M~ (s)N(s) (60)

ol N(s), M(s) sont premiers & droite et M(s), N(s) sont
premiers a gauche.

Selon [9], toutes les matrices intervenant dans les facto-
risations (60) sont données par :

M(s) = [Ax B Kp I] (61)
N(s) = [ A, B C+DK; D] (62)
M) = [A4 —-L C 1] (63)
N(Gs) = [A B-LD C D] (64)

ou K7 et L sont choisies respectivement telles que A, =
A+ BK; et A = A— LC sont stables. Notons que pour
une unique matrice de transfert, il existe une infinité de
MFDs stables, et ceci selon le choix des deux matrices Ky
et L.



B. Synthése fréquentiel

Le théoreme suivant donne la solution du probleme de
synthese de filtre Ho, d’ordre plein (5) dans le domaine
fréquentiel pour le systéme (1).

Théoreme 2 : Considérons les descriptions matricielles
fractionnaires premiéres & gauche suivantes (MFD) obte-
nues a partir de la représentation temporelle du filtre H,
d’ordre n (5)

i)

(sI — N)™'G = M *(s)Ny(s)

i)

(sI — N)"'Ly + (by + Kdo) = My (s)Na(s) (66)
Une description fréquentielle des états a estimer z(t) est
alors donnée par,

B(s) = My '(s)x [ Na(s)y(s) + Ni(s) x u(s) ](67)

Preuve 2 : En appliquant la transformée de Laplace a
(5a), nous avons

o(s) = (sI—N)"Luy(s) + (sI — N)"*Guls) (68)

Remplagons alors (68) dans la transformée de Laplace de
(5b) nous obtenons

#(s) = [(sI —N) 'Ly + (bo + Kdp)] y(s)

+ (sI = N)7'G u(s) (69)
Posons alors les factorisations suivantes :
a)
(sI — N)'G = My (s)Ny(s) (70)
avec
M(s) = [Ny —-L I 1] (71)
Ni(s) = [N G 1 0] (72)

Ny =N-—-L et Gy =G, L est choisie telle que N; est
stable.

b)
(sI — N) 'Ly + (b + Kdo) = My ' () Na(s) (73)
My(s) = [Ny =L I I]=DM(s) (74)
No(s) = [Ny Hy I by+Kdy | (75)

ou Hl = L1 —L(bo +Kd0) .

Il suffit maintenant de remplacer les equations (70), (73)
dans (69), en tenant compte de (74) pour que le théoréme
soit démontré. W

V. EXEMPLE NUMERIQUE

Soit le systéme singulier (1), avec :

11 1 0 1 1 0 0.59
E=|20 -1 0|,A=]|0 -1 0 0.5 |,
01 0 1 1 0 1 0.09
(1 0 1 0 0 1
B=|0|,D=|1|,Cc=|l01 —-05 0
1] 1 00 0 1
0
et D2: 0
1

1 - Synthése dans le domaine temporel

g est de rang plein colonnes et en ap-
pliquant 1’algorithme proposé dans la section III, nous ob-
tenons :

Notons que

1 0 -3 0 2 3
I B B B A
=1 -1 0 T 2 0 —2|
1 1 -1 3 0 5
1o 3], _[-1 2 4
“=lo 1 2 T 2 2 9
et par suite
~3.0907 85030 —6.1584 1.9923
N | 64362 —0.5543 —2.0438 —0.0971
T | 12.3010  2.6952 22864  2.8438 |’
~29510  0.4782 —1.4661 —0.6407
25.6105 45.5703  22.8362
[ _ | 45506 —4.2005 —4.8835
1= 12,6537 23.7190 21.5077 |’
2.0121  1.4333 —1.9229
~2.1113 —0.6766 —0.7322
G | 26054 | | 06170 —2.1857
T 44491 P T | 02028 24273
—0.7465 ~0.3329 —0.7061

La représentation temporelle (5) du filtre Hy, d’ordre
plein est ainsi déterminée. Il est & noter que la LMI (52)
est résolue pour v = 11.

2 - Syntheése dans le domaine fréquentiel

En choisissant L égale a la matrice identité, la descrip-
tion fréquentielle (67) est alors obtenue apres le calcul des
matrices M (s), Ni(s) et Ny(s) selon (71), (72) et (75).

L’erreur d’estimation fréquentielle, qui sera notée e(s),
est alors donnée par

e(s) = x(s) — &(s) = Qu(s) w(s) (76)

avec

1
@u(s) = 1577009357 1 1403352 + 115.195 - 40721
—0.20375% — 26.5953 + 90.31552 + 181.47s + 9.7337
—1.4678s" — 2.45935% — 5.65445% — 284.685 — 20.027
1.1887s% — 13.457s% — 217.3452 — 517.52 — 28.689
—3.66855% — 6.53135% — 413.5552 — 103.89s + 7.8196




On voit bien que cette erreur est stable; en effet, e(s)
possede quatre poles, qui sont (-0.5867 +11.7781i, -0.5867
-11.7781i, -0.4129 + 0.3497i, -0.4129 - 0.3497i).

Finalement, les figures 1, 2 et 3, montrent le compor-
tement du filtre Ho, obtenu aussi bien dans le domaine
temporel que fréquentiel et donc, 'efficacité de notre ap-
proche.

VI. CONCLUSION

Dans cet article, nous avons proposé une nouvelle
méthode temporelle puis fréquentielle de synthese de filtre
Hso d’ordre plein pour les systemes singuliers. La méthode
temporelle est basée sur le non biais du filtre et le lemme
bornée réel pour les systemes singuliers; le gain du filtre
est ainsi obtenu par la résolution de LMI. La deuxieme est
dans le domaine fréquentiel, elle est déduite des résultats
obtenus dans le domaine temporel en proposant des des-
criptions matricielles fractionnaires des matrices du filtre
avec des polynomes premiers entre eux et en appliquant
I’approche factorisation.
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Fig. 1. Les quatres composantes de I'erreur d’estimation e(t)
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Fig. 3. Le comportement de bruit utilisé



