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Résumé- La méthode d’'équilibrage harmonique a été utilisée
pour étudier analytiquement un modéle non linéairede la
dynamique de véhicule dans le but de mettre un lieentre les
grandeurs physiques du véhicule et les caractéristies
dynamiques de ces réponses. Le modele utilisé dendynique de
véhicule a été obtenu en considérant une formulatio
polynomiale de I'expression des efforts des pneumnigties en
fonction des dérives aux roues. Ce modéle permet deprésenter
deux grandeurs d'attitude qui sont: la dérive au entre de
gravité et la vitesse de lacet. L'originalité de I'tude réside dans
le domaine d'application et a permit I'extraction des expressions
des fonctions réponses fréquentielles du premier dre et de
quantifier analytiquement I'impact des non linéarités du modéle
sur les distorsions harmoniques et les parametresadaux de la
réponse du véhicule.

Mots-clés— Modéle bicyclette non linéaire, équilibrage
harmonique, FRF non linéaire, distorsion harmonique fonction
descriptive.

|. INTRODUCTION

Concevoir des systéemes d'aide a la conduite eéderise
active requiere une bonne connaissance du compemtedu
véhicule. La plupart de ces systémes sont basétesumcquis
d’'expertise et/ou de la théorie de la dynamiquevélgcule.
L'acquis théorique peut étre fait par une modélsat
rigoureuse des différents organes afin de constitnenodéle
dont la représentativité soit la plus proche pdesitu
véhicule réel. A ce jour, il existe une multitude chodéles
analytiques généralement issus d'une
individuelle du comportement de chaque composante
véhicule (spécialement par rapport au comportenaunt
pneumatique) autour d'une gamme d’excitation défir®n
peut citer le modeéle bicyclette linéaire ou le nlediéaire 4
roues. La maniabilité et la simplicité des méthodfesalyses
linéaires font que ces modéles soient largemehségi dans
I'industrie automobile. Cependant, ces modelesliisés sont
trés limités en termes de domaine de validité etepeésente

résolution analytique pour extraire les caractiguss des
réponses est quasi-impossible. Une deuxieme appresh
basée sur l'utilisation d’'une approximation polynala de la
formule de Pacejka d’ou nous pouvons extraire tpgtons
du modeéle bicyclette non linéaire [5]. Ce modeélg es
également appelé modéle lacet-dérive non linédiggeamet
de représenter les deux grandeurs d’attitude dicwiéh a
savoir : la dérive au centre de gravj et la vitesse de lacet

¢ . Nous pouvons également représenter les dérivas au

pneus avant et arriere avec des changements dablesri
simples.

L'idée principale du présent travail est l'utilisat de
méthodes non linéaires dédiées a [lanalyse
caractéristiques statiques et dynamiques des répodsi
véhicule.

Il est clair que les informations statiques et dyites d’'un
systeme donné sont codées dans les fonctions m®Epons
fréquentielles (FRF). Le présent travail est fag@bur I'étude
analytique de I'impact des non linéarités causéesdp forts
glissements latéraux des pneumatiques sur les idmisct
réponses fréquentielles. Afin d'obtenir et détudiées
expressions analytique des FRF nous avons utidisééthode
d’équilibrage harmonique [6]. Avant d’aborder la thate
d’équilibrage harmonique, il faut au préalable prder les
équations du modeéle de dynamique latérale du vighicu
L'expression de l'effort du pneumatique sera basée
'approximation polynomiale de la formule de Paeejk

des

linéarisation

d Il. EQUATIONS DU MODELE BICYCLETTE NON LINEAIRE

Dans la littérature [19, 21], il existe un grandmiwe de
modeles mathématiques permettant de décrire le
comportement général du véhicule. Le plus utiliaémp ces
modeles est le modéle bicyclette qui décrit unigeeima
dynamique transversale comme présenté dans [3], $28 la
figure 1, nous montrons un schéma simplifié du edlki avec

pas fidélement le comportement du véhicule & deegor les variables d'attitude et les parametres dimemsits.

accélérations transversales (supérieudsris” ).

Pour surmonter ce probleme, I'approche principale de
considérer la totalit¢ du modéle de pneumatiques dan
modele du véhicule a savoir la formule de Pacdpe cette
procédure résulte un modéle non linéaire complexat ta



a, eta,. A partir de la formule de Pacejka [1] nous pots/on

écrire :
Fyi (ai)z -D, sin[Ci arctar(B| [, (ai ))] (6)
Avec,
gler)= (- o, - - arctartd ) )
» %o Les coefficientsB;, G, D;, E sont appelés les macro-

coefficients, qui peuvent étres liés a une mulgtude
parameétres physiques spécifiques au pneu ou a son
environnement tel que la charge vertic&lg, I'adhérence, la

température, ... etc. L'ensemble des équations eiddtsls

concernant les macro-coefficients peuvent étressudt#s

dans [1] [2]. Il est clair que cette expressiorffdi latéral est

une fonction non linéaire de la dérive. L'utiligatid’'une telle

représentation dans les équations de mouvemenb 116t

entraine une grande complexité lors de la recherthre

Fig. 1. Schéma simplifié du comportement du véleias formulation analytique de la réponse du véhiculel est
dynamique transversale guasiment impossible de s’assurer de l'existencmea'telle
solution. Afin de surmonter ce probléme tout entanets

Cette représentation simplifiée de la dynamiquestrarsale représentatif du comportement non linéaire, nowp@sons

du véhicule est issue de I'hypothése que les rdugsméme d'utiliser une approximation polynomiale de la faie de

essieu sont soumises & la méme charge verticpleésentent Pacejka a travers un développement en série deorTayl

les mémes angles de dérives. Par conséquent, aucl@élre 3. Nous pouvons donc écrire :

différence n’est faite entre les roues gauchesates. Lors

des dynamiques transversales pures, la répartigocharges F, (ai)z -K.a, -Qa’ (8)

entre I'axe avant et arriere reste inchangée. Ggrgn un

transfert de charges apparait entre les rouesrd&me essieu Avec,

lorsque le véhicule est soumis a une accélérasitidle. Le

modele bicyclette non linéaire considéré est bagé les K =—BCD

mémes suppositions décrites dans [1] et [2] oudesfert de I

charges est simplement ignoré. Bien sure ce mpdéle Q :lr (BSC. D. (ZE. +2+C2)) 9

représentera pas exactement le comportement réelade |~ ¢ ' ‘' 'V '

voiture en courbe. Ici, I'objectif principal estektraire une

réponse analytique avec une approximation polynemi® | e narametrer; est introduit et optimisé pour obtenir une

I'expression d'effort latérale du pneumatique lardgest

soumis a de fortes dérives.

Les équations du modéle bicyclette non linéairevpetiétre

obtenues a travers les lois fondamentales de lardigue

comme suit :

erreur quadratique minimale lorsqu'on compare lieggion
d’effort polynomial a la formule compléte de Paeejpour
une gamme d'angles de dérive donnée. Cette métremieect
d’avoir bonne approximation jusqu'®%d’angle de dérive.

En écrivantk, = 2K, et g =2Q et en substituant dans les

ma. :2Fyf(arf)+2|:r(ar) 1) équations 1 et 2, nous pouvons finalement obteeg |
Y Y équations du modeéle bicyclette non linéaire comuite: s

lZ('Z]=2|nyf(af)_2|rFyr(ar) (2)
Avec, m\l(ﬂ+¢)=_kfaf -q,a; -k.a, —q,a, (10)
Izw:_lfkfaf _lqua? +|rkrar -‘-qura,r3

a, =5 +y) ®

[ Avec,
(=B Vw f (4) 0'f=,8+vf¢/_5f

I

a, ==y ) | (11)
! a,=f-2y

Les efforts latéraux sont générés par les défoamstides
pneumatiques exprimées généralement a traverséleges Les réponses du systéme peuvent étre la vitesdacde et
'angle de dérive au centre de gravitg (8), ou les dérives



aux pneumatiques avant et arriére, (a,). L'entrée du Cette derniere fonction est appelée la fonctiorcrietive de

systéme est l'angle de braquage au voldntqui est lié & la fonction non linéairek,, et c,, sont appelés coefficients

langle de braquage des roues paf=4, (d., ol d, de rigidité et d’amortissement équivalent. En sttt y(t)

représente la démultiplication du systéme de damdtans la 9ans I'équation 14 nous obtenons :

suited, =17). - .

Ce type de modéle bicyclette non linéaire a dégausiise T Y)=Fo+ kY sin(8) + ¢, codB) (15)

dans la simulation en dynamique de véhicule. Cegpend

n'a jamais été étudié analytiguement. Généralemerdgue En utilisant une décomposition en série de Foueeren
nous sommes confrontés a des équations non linkre, considérant uniqguement la partie fondamentale, les
systétme ne peut étre décrit par de simples forstide coefficients équivalents s’obtiennent comme suif [1

transfert et il est souvent préférable d'utilisesdnéthodes de

résolution numérique [19, 20]. 1 %~ ]
Fo=a=o- j F (wY cos(B),Y sin(B)) dB (16)
0
I1l. METHODE D EQUILIBRAGE HARMONIQUE b _ 1 2 . .
Keq = % :W j F(wY cos(B),Ysin(B))sin(B)dB (17)
A. Théorie de la méthode d’'équilibrage harmonique 0 ,
_a _ 1 7= .
La méthode d'équilibrage harmonique est une techniq Ceq = o Mﬂ!F(aXcos(H),Ysm(,B))cos(B) dg (18)

qui permet d’investiguer en régime permanent lggomées
d'un systéme non linéaire lorsqu’il est soumis & arcitation
sinusoidale. Cette méthode trouve ses bases thésripans la
méthode de Van der Pol [9] et celle de Krylov-Bagobv

[10] qui sont utilisées pour résoudre certains [inoies de
mécanismes non linéaires.

L’équilibrage harmonique est une linéarisation hamigue de
la fonction non linéaire présente dans les équstitnmodele
[16]. La théorie compléte de la méthode peut étesaltée
dans [7] [8]. Dans [13], une généralisation deecetiéthode
est présentée pour l'analyse des FRF des harmandjaedire

n (n=2) appelée méthode d'équilibrage multi-harmoniques. it
Il existe également des applications industrigliééressantes X=Xe (19)
qui peuvent étres consultées dans [12] [15] [144nD ce
papier nous nous contentons d’introduire le priacggnéral

de la méthode. ~ ~ ‘
y=Ye“ avec,Y =Ye’ (20)

Avec cette derniére approximation, les harmonicliesdres
supérieurs sont simplement négligées mais la répahs
systeme reste relativement représentative. A cgesilaest
important d’observer la dépendance explicite deffiments
équivalents a l'amplitude de la répon&e. Une fois la
linéarisation équivalente effectuée et substitu@msdles
équations du modéle, nous pouvons facilement egtriais
fonctions réponses fréquentielles en utilisant we@rée
harmonique analytique [8] :

Dans ce cas la réponse du systéme s’écrit :

Considérant maintenant la fonction non Iinéail?e(y,y)
présente dans un systéme non linéaire donpé ekt la

réponse du systéme). Soit I'excitation sinusoidaift)
donnée par : est appelé module complexe). Dans ce cas, la foncti
réponse fréquentielle est donnée par :

Y =lY| et ¢ sont respectivement 'amplitude et la pha¥e
q p p p

X(t) = X sin(at) (12)

. . o H@)= (21)
X et a sont respectivement I'amplitude d’excitation et la X

pulsation @ =27 , f est la fréquence d’excitation). La

méthode d'équilibrage harmonique est basée supéthgse B- Calcul de la FRF d'ordre 1

q’ue la .repon"sw(t)’ pour,unia teIIeAexcnaPon est tre§ proche Dans le but dappliquer la méthode d'équilibrage
d'une sinusoide deéphasee a la méme fréquenc€eci nous parmonique au modele bicyclette non linéaire etr pdes

permet d'écrire : commodités de calcul, il est préférable d'exprimes
) équations du modele en utilisant les angles deverdes
y(t) =Y sin(at + ) (13) pneumatiques comme réponses du systéme. Ceci donne

(22)

réponse. L'objectif de la méthode est de réalisee u *| 4
~ r
linéarisation harmonique de la fonction non linéak(y,y)

pour obtenir la forme équivalente suivante : A, B, Cet D sont des matrices qui dépendent des paramétres

- physiques présents dans les équations 10 et 1foricion
F(V W) =F, +k,y+c,y (14) non linéaire est facilement identifiée :

Y et ¢ sont respectivement I'amplitude et la phase de li{df}B[af}C[a?}— D6, +ES
3| f f

a, a;



-~ L et = La FRF est donnée sous la forme :
Fny)=y"=| =Fla,.a,.a,.a,) (23)
; -

Halw)=20 (35)

Lorsque I'angle volant est une entrée sinusoidale : ¢

3, = &sinfat) (24) La substitution des équations 32 a 34 dans 28 eingeim
systeme d’équations dans le domaine complexe:

Les réponses du systeme sont proches de sinusoides

déphasées et s'écrivent : [iaA+ B'] [Hm } —iaD+E (36)

a;(t)=4, Sin(@t + ¢1) =4, Sin(ﬁl) (25)

a,(t)=A, sin(wt +¢2)= AzSin(ﬁz) (26) L'obtention des FRF requiere la résolution du systé

d’équation 36 pour chaque paif {« ). Cependant, il n’existe
Aprés évaluation des intégrales 16 et 18, la lisation pas des meéthodes de résolution capable de troueer d
harmonique de la fonction non linéaire s'obtientaee suit 1 solutions complexes), (cf. équation. 35). Dans [13], une
3 procédure consiste a séparér en deux parties (réelle et

~ 2 2 a ) L o , . L
F(df,dr,af,ar)z_{Azlaf}:é{Al 02}[ ‘} 27) imaginaire) pour aboutir &2n équations a résoudre (cf.
4 N, | 40 A4,ja équation 37).

La substitution de ce dernier résultat dans I'éiqua22 donne mv 3, mv 3, ~
la linéarisation équivalente du systéme : otkergAa otk A {RjAl }_
Lk +S&Lg -k -S&lq  |LREA.
a; | A : 4 4
a +B a ZDJf +E5f (28) _mvl mvl_ "
_ — ~ m
| | @y {Imé}:[_lﬂ
N _ 1V imla, 37
Avec, - -] 0 (37)
(mv mvi]
s [® o T Rjﬂ
B'=B+-Cx| ' 29 « ol
4 {0 Azj (29) Ilzv _Ilzv | Reh,
La forme des équations est similaire a celle du éted ml—\;+k, +%Aiq, —ml—\;+K +:31A22q Imla, —wml—vjf
bicyclette linéaire [23]. En considéral®' comme matrice 3, 3, ma Lv
constante nous pouvons extraire les paramétres urodd| 'K *t7ALA —lk-oAlq Sl It

(coefficient d’amortissement et pulsation natuielle

mlk', 1,2+k" 1,2)+1, (K, +Kk, ) ou, &7 =Relp, ) +Im(a, )

7(B8,,8,)= Y (30)
z n Pour résoudre I'équation 37 nous avons opté patiligation
de la méthode itérative de quasi-Newton sécantepgrmet
melk' | =k | J+ k' K 12 ’ i i :
wB,.0,)= (k- 1, | fm\;) r Ky 31) d’obtenir des solutions sous la forme :
: ~ ~ ~ ~ 7
e Ky =k, +247a, x={Re@,),Re@,),Im(3,),Im(3.,)} (38)

Sur les figures 2 a 4, une comparaison des résultat
La FRF du systétme équivalent peut étre calculée dfestimation des FRF est réalisée entre cellesnokt par la
considérant une entrée harmonique comme exprimé paéthode d'équilibrage harmonique et celles obtepagsine

I'équation 19. Alors : résolution numérigue du modele non linaire pour une
fréquence située dans un interva[l[thzAHz] et pour trois

o, =&“ (32) amplitudes d’entrée 10°, 50° et 70°. La vitessevéhicule est
v=110km/h. Les simulations ont été réalisées en utilisant

Les sorties du systéme sont données comme suit : Matlab. Les paramétres de simulation sont donnés da
tableau 1.

a,(t)=0,€e“ avec,A, =A€* (33)

a.(t)=0,6“ avec,A, =A,€? (34)



TABLE |

V ALEURS DES PARAMETRES UTILISES POUR LA SIMULATION
Parameter Value
m 2122.8 kg
l, 3721.3 kg m2
I 1.1m
I, 1.7958 m
T 0.6934
Ki 228524x10? Nrad™
o] -125368x10" Nrad*
I, 0.5861
K, 167818x10° Nrad™
q -108590x10* Nrad*®
d, 17

En plus de I'aptitude de la méthode d’équilibragentonique

a donner une bonne estimation des fonctions régonse:°:

fréquentielles, la méthode permet également de neogtie la
présence des paramétres non linéaigescombinée a une

forte excitation tend a introduire d’importantesstdrsions
dans la forme des FRF. Cette distorsion intervéent basses
fréquences aux niveaux des gains statiques. Elfe te
également a augmenter la fréquence de résonance.

L'influence des distorsions harmoniques sur les E&pend

en grande partie de la nature des non linéariiseptes dans
le systeme. Le modéle bicyclette non linéaire @ontti
uniqguement des termes cubiquas négatifs. Donc, la

distorsion a tendance a augmenter la fréquencésidamnance.
Si g; était positifs, la distorsion aurait tendance miduer la

fréquence de résonance.

L'effet des non linéarités devient plus importardup les
grandes amplitudes d’excitation. Pour les petiteplaudes,
la fonction réponse fréquentielle est identiqua &RF de la
partie linéaire du systeme. Il est important de amer que
lorsque Il'amplitude augmente, la méthode d'équalge
harmonique devient limitée a cause des contribstides
harmoniques négligées d'ordres supérieurs. Afinmélgorer
ces résultats il faut utiliser la méthode d'équdipe multi-
harmoniques.

Egalement, les paramétres modaux indiquent unendépee
explicite aux amplitudes des réponses et indireetgnma
amplitude d'excitation d’entrée a travers les FRE, (w) et

Hm(w).

Une fois les FRF des dérives avant et arriere sy les
FRF de la vitesse de lacet et de la dérive au Col@isnnent
en fonction deH , (a)) et Hm(a)) comme suit :

HA@=¥utx@—Hﬂa®+n (39)

[
H (@) = Hou (@) 4 (@) +D)

(40)
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af

gain H

——FRF - simulated
-=-FRF - HBM

ar

gain H

2
Frequency (Hz)

Fig. 2. FRFH, etH

ar

pour & =10°/dr.

®
=)

ar

gain H

af

gain H

Fig. 4. FRFH et H_ pour&=70°/dr.

V=50 Km/h

V=50 Km/h

Fig. 5. paramétres modaux pour 50 km/h.



(7]

V=130 Km/h V=130 Km/h

(8]

9]

[10]

Fig. 6. paramétres modaux pour130km/h.
[11]
IV. CONCLUSION [12]

La méthode d'équilibrage harmonique appliquée au3]
modele bicyclette non linéaire a permit d'extraire
analytiquement les fonctions réponses fréquensielket
d’'investiguer les distorsions harmoniques en famctide
lamplitude de l'entrée. Cette méthode nous a égald
permit d'étudier I'évolution des parametres modaer
fonction de I'amplitude d’entrée. En dynamique rimaire (15]
de véhicule, les résultats obtenus par I'équilibragrmonique |1
constituent une innovation majeure et c'est la ppéeen
application dans ce domaine. Les résultats présgraavent
étre étendus pour analyser les harmoniques d’ordres
supérieurs en utilisant la méthode d’équilibrage Itimu
harmoniques.

[14]

V. GLOSSAIRE

FRF : Fonction réponse fréquentielle

a, : Accélération latérale (m%

F, . Effort latéral sur I'axe i (N)

m : Masse du véhicule (kg)

I, : Moment d'inertie sur I'axe vertical (kg m?)

W : Vitesse de lacet (rad's

a,.a, : Dérives des pneumatiques avant et arriére (rad)
B : Dérive au centre de gravité (rad)

o,,0, : Braguage des roues avant et braquage volant (rad
[0 : Empattement avant, arriére et total (m)

A : Vitesse du véhicule et vitesse du point de ainta

pneu/sol (m3)
H,.H, : FRF des dérives avant et arriére.
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