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6, avenue du Ponceau, 95014 Cergy-Pontoise Cedex, France.

aggoune@ensea.fr

Résumé—Dans cet article nous nous intéressons au problème
de la stabilisation de systèmes non linéaires à retards. Les
systèmes considérés sont non affines en la commande mais
la méthodologie présentée peut s’appliquer à ce type de
systèmes. La méthode développée est une généralisation de
la méthode dite de Jurjevic et Quinn aux systèmes à re-
tards. En utilisant une approche de type Lyapunov Razu-
mikhin, nous développons des conditions générales pour ga-
rantir la stabilité du système en boucle fermée. Une classe
particulière de lois de commande stabilisantes est également
proposée.

Mots-clés— Stabilisation ; Retour d’état ; Retard ; Systèmes
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I. Introduction

Durant les dernières décennies, le problème de la stabi-
lisabilité de systèmes non linéaires et la synthèse de lois de
commande stabilisantes a été le sujet de nombreuses études
(voir par exemple [3],[4],[5],[8],[9],[12],[15]).

Le problème de la stabilisation et de la synthèse de lois de
commande pour des systèmes linéaires avec retards ont été
largement étudiés et demeurent toujours des sujets d’inves-
tigations (voir les ouvrages [7],[10], [13]), cette liste n’étant
pas exhaustive.

Dans le cas de systèmes non linéaires avec retards,
ces problèmes sont assez complexes et restent ouverts.
La difficulté provient en effet de la dimension infinie de
l’état combinée avec la structure non linéaire des équations
diférentielles considérées.

Dans cet article, nous considérons le problème de la sta-
bilisation de systèmes non linéaires avec retards par le biais
d’une loi de commande par retour d’état. Plus précisément,
nous développons de conditions suffisantes de stabilisabilité
et proposons des lois de commandes stabilisantes pour ces
systèmes. L’approche proposée est une généralisation de la
méthode dite de Jurjevic et Quinn [8], dédiée au problème
de la stabilisation de systèmes non linéaires affines en la
commande.L’une des caractéristiques de la méthode que
nous développons est de faire appel à un extension de la
dérivée de Lie usuelle aux cas des systèmes à états retardés.
Une telle extension a été considérée par exemple dans [14]
ou encore dans [6] (avec des formalismes mathématiques
différents) afin de traiter des problèmes de linéarisation
entrée-sortie pour des systèmes non linéaires à retards.

Dans [1] et [2], nous avons commencé à apporter des
réponses à ce problème de stabilisation pour des systèmes
non linéaires. Les résulats élaborés dans [1] ne s’appli-
quaient qu’à des systèmes affines en la commande. De plus
la partie non commandé du système ne faisait pas appa-
raitre de retards. Par la suite d’autres résultats ont été

obtenus [2] pour une classe de systèmes non affines en la
commande.

Dans cet article, nous proposons des conditions suf-
fisantes de stabilisabilité ainsi qu’une classe de lois de
commande pouvant s’appliquer à une classe plus large de
systèmes non linéaires à retards. Afin de simplifier cette
présentation, nous commençons par le cas où il n’y a qu’un
seul retard avant de traiter le cas de retards multiples et
commensurables.

Dans la Section 2, nous présentons les systèmes
considérés et rappelons quelques notions de base sur la sta-
bilité utilisées dans la suite de l’article. Dans la Section 3,
nous présentons et démontrons nos résultats principaux.
Enfin, nous apportons nos conclusions dans la Section 4.

II. Position du problème et préliminaires

Considérons la classe de systèmes définie par :{
ẋ(t) = f(x(t), x(t− τ), u)

x(t) = φ(t), t ∈ [−τ, 0]
(1)

où f est un champ de vecteurs régulier tel que f(0, 0, 0) = 0.
Dans la suite, x(t) ∈ IRn représente l’état instantané du
système et u ∈ IR est l’entrée. τ est un scalaire posi-
tif représentant le retard que nous supposons connu. La
fonction φ(t) ∈ C = C([−τ, 0], IRn) est la condition ini-
tiale. C([−τ, 0], IRn) est l’espace de Banach des fonctions
continues de l’intervalle [−τ, 0] dans IRn, muni de la norme
‖φ‖ = sup

t∈[−τ,0]

|φ(t)|. La norme euclidienne de φ(t) ∈ IRn est

notée |φ(t)|. Nous noterons Cn l’ensemble des fonctions φ
telles que ‖φ‖ = |φ(0)|.

Soit f0 un champ de vecteurs régulier défini par :

f0(x(t), x(t− τ)) = f(x(t), x(t− τ), 0).

Nous supposons qu’il existe une fonction de Lyapunov V
telle que :

〈f0(φ(0), φ(−τ)),∇V (φ(0))〉 ≤ 0

si |φ(θ)| ≤ |φ(0)|, ∀θ ∈ [−τ, 0].
(2)

où ∇ représente le gradient et 〈., .〉 désigne le produit sca-
laire.
Cela revient d’après la méthode de Lyapunov Razumikin
(voir [16] [17], que nous rappelons par la suite),à poser
que le système sans commande (u = 0) est stable. Il est



à noter que cette hypothèse se retrouve dans la méthode
de Jurdjevic et Quinn qui a motivé cette étude.

Nous noterons V , la fonctionnelle de Lyapunov définie par :

V (φ) = V (φ(0)).

Nous introduisons à présent l’opérateur de retard δ, défini
pour toute fonction a(.) par :

δa(t) = a(t− h). (3)

Nous définissons par récurrence :

δ0a(t) = a(t)

et
δka(t) = δ(δk−1a(t)), ∀k ≥ 1.

Pour toute fonction F : IRn × IRn → IRn, nous posons :

Fδ(x(t)) = F (x(t), δx(t)) = F (x(t), x(t− h)). (4)

Pour une fonction G : IRn × IRn → IRn, nous définissons la
dérivée de Lie de Gδ le long du champ de vecteurs Fδ par :

LFδ
Gδ(x(t)) =

∂Gδ(x(t))
∂x(t)

F (x(t), x(t− h))

+
∂Gδ(x(t))
∂δx(t)

δF (x(t), x(t− h)).

Nous définissons par récurrence :

Lk
Fδ
Gδ(x(t)) = LFδ

(Lk−1
Fδ

Gδ(x(t))), ∀k ≥ 1.

Notons que s’il n’y a pas de retard, nous retrouvons la
définition usuelle de la dérivée de Lie. Nous pouvons aussi
remarquer qu’avec cette notation, la condition (2) peut se
réécrire sous la forme :

Lf0,δ
V (φ(0)) ≤ 0, si φ ∈ Cn.

Avant de présenter nos résultats, nous rappelons
quelques notions de base sur la stabilité des systèmes à
retards qui sont utilisées par la suite.

Considérons pour cela, les systèmes non linéaires à retards
de la forme générale :

ẋ(t) = f̃(t, xt) (5)

où f̃ : IR × C([−h, 0], IRn) 7→ IRn est continue, lipschit-
zienne par rapport à la deuxième composante et satisfai-
sant f̃(t, 0) = 0 pour tout t ∈ IR.

Pour t ≥ σ − h, nous noterons x(σ, φ)(t), sa solution au
temps t, de condition initiale φ au temps σ, c’est à dire,

x(σ, φ)(σ + θ) = φ(θ), ∀θ ∈ [−h, 0].

Pour θ ∈ [−h, 0],

xt(θ) = x(t+ θ)

représente l’état du système à retard. Pour tout δ > 0, nous
notons par B(0, δ), la boule :

B(0, δ) = {φ ∈ C([−h, 0], IRn) : ‖φ‖ < δ}.

Définition 1:
La solution d’équilibre x = 0 de l’équation différentielle à
retards (5) est dite :

1. stable, si pour tout σ ∈ IR, ε > 0, il existe δ = δ(ε, σ) tel
que φ ∈ B(0, δ) implique que xt(σ, φ) ∈ B(0, ε) pour t ≥ σ.

2. uniformément stable, si le nombre δ est indépendant de
σ.

3. asymptotiquement stable, si elle est stable et s’il existe
b0 = b0(σ) > 0 tel que φ ∈ B(0, b0) implique que xt(σ, φ)→ 0
quand t→∞.

En pratique, pour analyser la stabilité d’un système à re-
tards, nous pouvons utiliser le Théorème de Lyapunov-
Razumikhin suivant :

Théorème 1 (voir [16])
Soient u, v, w : IR+ → IR+ des fonctions continues, crois-

santes où u(s) et v(s) sont définies positives et v est stricte-
ment croissante. S’il existe une fonction V : IR× IRn → IR
telle que

u(|x|) ≤ V (t, x) ≤ v(|x|), ∀t ∈ IR, x ∈ IRn (6)

et V̇ (t, φ(0)) ≤ −w(|φ(0)|),

si V (t+ θ, φ(θ)) < V (t, φ(0)) pour θ ∈ [−h, 0],
(7)

alors la solution x = 0 de l’équation (5) est uniformément
stable.

Remarque 1: Dans [17] les auteurs ont établi une ver-
sion améliorée du Théorème de Razumikhin rappelé ci-
dessus. La classe de fonctions pour laquelle V̇ doit satis-
faire l’inégalité (7) est remplacée par la classe de fonctions
φ satisfaisant la condition :

|φ(θ)| ≤ |φ(0)|, ∀θ ∈ [−h, 0]. (8)
Il s’agit de l’ensemble Cn introduit au début de cette sec-
tion.

Notons que la condition (2) revient à poser que la solution
du système sans dérive obtenu à partir de (1) est stable.



III. Résultats principaux

A. Cas de systèmes avec un seul retard

Nous commençons par aborder le cas de système avec un
seul retard en considérant le système (1). Nous supposons
que f peut se développer sous la forme :

f(x(t), x(t− τ), u)= f0(x(t), x(t− τ))

+uα g(x(t), x(t− τ)) + uα+1 h(x(t), x(t− τ), u).

1 ≤ α ∈ IN, g et h sont des fonctions régulières et

f0(x(t), x(t− τ)) = f(x(t), x(t− τ), 0).

Nous supposons que l’entier α defini par :

α = inf {k ∈ IN/
∂kf

∂uk
(x, δx, 0) 6= 0} (9)

est impair. Notons que dans la mesure où f est un champ de

vecteurs régulier, un tel développement est possible avec :

g(x(t), x(t− τ)) =
1
α!
∂αf

∂uα
(x(t), x(t− τ), 0)

et h(x(t), x(t−τ), u) correspond au reste du développement
de Taylor.
Nous avons alors le résultat suivant .

Théorème 2: Si l’ensemble

W = {φ ∈ C /Lk+1
f0,δ

V (φ(0)) = Lk
f0,δ

Lgδ
V (φ(0)) = 0;

k ∈ IN}
(10)

est réduit à l’origine, alors le système (1) est globallement
asymptotiquement stabilisable à l’origine.

Preuve :

Soit ψ une fonction C∞(IRn × IRn; ]0,∞)) telle que :

ψ(φ(0), φ(−τ))≤ 1
sup
|u|≤1

|Lh̃δ
V (φ(0))|2+|Lgδ

V (φ(0))|2+2
.

(11)

Nous introduisons la loi de commande u définie par :

u = −ψ(φ(0), φ(−τ))Lgδ
V (φ(0)) . (12)

Nous posons

h̃δ(φ(0)) = h
(
φ(0), φ(−τ), u

)
= h

(
φ(0), δφ(0), u

)
,

où u est donnée par (12) .

Nous pouvons alors montrer que la loi de commande u et
la fonction ψ vérifient les trois inégalités qui suivent :

uα(φ(0), φ(−τ))Lgδ
V (φ(0)) ≤ 0,

|u(φ(0), φ(−τ))| ≤ 1
2

et |ψ(φ(0), φ(−τ))Lh̃δ
V (φ(0))| ≤ 1

2
, ∀φ ∈ C.

(13)

Le système en boucle fermé (1) avec la loi de commande
(12) est de la forme :

ẋ(t) = z(x(t), x(t− τ)) (14)

où z est le champ de vecteur associé au système en boucle
fermée :

z(x(t), x(t− τ)) = f0(x(t), x(t− τ))

−
[
ψ(x(t), x(t− τ)) Lgδ

V (x(t))
]α

g(x(t), x(t− τ))

+
[
ψ(x(t), x(t− τ)) Lgδ

V (x(t))
]α+1

. h
(
x(t), x(t− τ), −ψ(x(t), x(t− τ))Lgδ

V (x(t))
)
.

Le long des trajectoires du système (1), nous avons :

V̇ (φ) = V̇ (φ(0))

= Lf0,δ
V (φ(0)) + uαLgδ

V (φ(0))

+uα+1Lh̃δ
V (φ(0)).

(15)

Avec la loi de commande (12) et en utilisant (2) et (13), il
s’en suit que :

V̇ (φ(0))=Lf0,δ
V (φ(0))

−ψ(φ(0), φ(−τ))αLgδ
V (φ(0))α+1

.
[

1− ψ(φ(0), φ(−τ))Lh̃δ
V (φ(0))

]
≤ 0 si φ ∈ Cn.

(16)

En effet, par définition de ψ qui vérifie (11) et d’après les
inégalités obtenues dans (13),[

1− ψ(φ(0), φ(−τ))Lh̃δ
V (φ(0))

]
≥ 1

2
> 0

et

−ψ(φ(0), φ(−τ))αLgδ
V (φ(0))α+1 ≤ 0.

Ceci implique que

V̇ (φ(0)) ≤ 0 si φ ∈ Cn.

Le système (1) (12) est alors stable.

Notons zt(φ), le flot associé au système en boucle fermée
(1) (12).



D’après le principe d’invariance de LaSalle pour les
systèmes différentiels à retards (voir [11]), zt(φ) converge
vers le plus grand ensemble invariant I contenu dans l’en-
semble

Ω = {φ ∈ C /V̇ (φ) = 0}.

Soit φ un élément de cet ensemble I. En utilisant (16) ,
nous obtenons :

Lf0,δ
V (φ(0)) = Lgδ

V (φ(0)) = 0.

En effet, dans l’expression (16), V̇ (φ(0)) est majoré par
deux termes négatifs. Ainsi, si

V̇ (φ(0)) = 0

alors ces deux termes sont également nuls.
Avec [

1− ψ(φ(0), φ(−τ))Lh̃δ
V (φ(0))

]
> 0,

il en résulte que

Lf0,δ
V (φ(0) = 0 et Lgδ

V (φ(0)) = 0.

Pour tout t, pour lequel zt(φ) est défini, nous avons :

zt(φ) = xt(φ), ∀t ≥ 0
où xt(φ) est le flot associé au champ de vecteurs f0.

Par invariance de l’ensemble I :

Lf0,δ
V (xt(φ)(0)) = Lgδ

V (xt(φ)(0)) = 0, ∀t ≥ 0.

Nous avons alors :

L2
f0,δ

V (φ(0))=
d

dt
Lf0,δ

V (xt(φ)(0))
∣∣∣∣
t=0

= 0

et

Lf0,δ
Lgδ

V (φ(0))=
d

dt
Lgδ

V (xt(φ)(0))
∣∣∣∣
t=0

= 0.

Nous pouvons montrer par récurrence que :

Lk+1
f0,δ

V (φ(0)) =
d

dt
Lk

f0,δ
V (xt(φ)(0))

∣∣∣∣
t=0

= 0

et

Lk
f0,δ

Lgδ
V (φ(0)) =

d

dt
Lk−1

f0,δ
Lgδ

V (xt(φ)(0))
∣∣∣∣
t=0

= 0

pour tout k ≥ 1 .
Nous obtenons finalement :

Lk+1
f0,δ

V (φ(0)) = 0

et
Lk

f0,δ
Lgδ

V (φ(0)) = 0, ∀ k ∈ IN.

Ainsi φ est un élément de W . Comme W = {0} par hy-
pothèse du Théorème 2, l’attractivité de l’origine est alors
établie.
Ceci termine la preuve du théorème .

B. Cas de systèmes à retards multiples

Considérons à présent, le système à retards multiples com-
mensurables suivant :

{
ẋ(t) = f(x(t), x(t− τ), . . . , x(t−mτ), u(t))

x(t) = φ(t), t ∈ [−mτ, 0]
(17)

pour lequel f est un champ de vecteurs régulier tel que
f(0, . . . , 0) = 0.

Nous définissons les opérateurs retards δi, (i ∈ IN) en po-
sant :

δix(t) = x(t− iτ)

et le vecteur d’opérateurs retards τp par :

τp = (δ1, .., δp).

Soit F une fonction allant de IRn×(p+1) vers IRn et Fτp
(x(t))

la fonction définie par :

Fτp(x(t)) = F (x(t), x(t− τ), . . . , x(t− pτ))

= F (x(t), τp(x(t))

qui fait alors intervenir le vecteur d’operateurs retards τp.
De la même manière, pour une fonction G allant de
IRn×(q+1) dans IRn, posons :

Gτq
(x(t)) = G(x(t), x(t− τ), . . . , x(t− qτ))

= G(x(t), τq(x(t))).

Pour ce type de fonction G : IRn×(q+1) → IRn, nous
définissons la dérivée de Lie de Gτq

le long des trajectoires
de Fτp

par :

LFτp
Gτq

(x(t)) =
∂Gτq

(x(t))
∂x(t)

Fτp(x(t))

+
∑q

i=1

∂Gτq (x(t))
∂δix(t)

δiFτp
(x(t)),

et par récurrence :

Lk
Fτp

Gτq
(x(t)) = LFτp

(Lk−1
Fτp

Gτq
(x(t))), ∀k ≥ 1.

Nous supposons que f que peut être développée sous la
forme :

f(x(t), x(t− τ), . . . , x(t−mτ), u(t))

= f0(x(t), x(t− τ), . . . , x(t−mτ))

+uγ g(x(t), x(t− τ), . . . , x(t−mτ))

+uγ+1 h(x(t), x(t− τ), . . . , x(t−mτ), u)



où h est une fonction de classe C∞.

Nous supposons que l’entier γ ≥ 1, défini par :

γ = inf {k ∈ IN/
∂kf

∂uk
(x, δx, . . . , δmx, 0) 6= 0} (18)

est impair. Nous avons alors le résultat suivant.

Théorème 3: Si l’ensemble

W̃ = {φ ∈ C /Lk+1
f V (φ(0)) = Lk

fLgτ
V (φ(0)) = 0;

k ∈ IN}
(19)

avec τ = (δ1, .., δm), est réduit à l’origine alors le système
(17) est globallement asymptotiquement stabilisable à l’ori-
gine.

Preuve :

La démonstration de ce résultat est analogue à celle du
Théorème 2. Nous remplaçons alors l’opérateur retard δ
défini par (3) par le vecteur d’opérateurs retards τ =
(δ1, .., δm).

IV. Conclusions

Dans cet article, nous avons considéré le problème de
la stabilisation de systèmes non linéaires avec retards en
utilisant une classe particulière de lois de commande par
retour d’état. La méthode présentée est inspirée de la
Méthode dite de Jurdjevic et Quinn. Tout comme dans
cette méthode, le système sans dérive (u = 0) est supposé
stable. Afin d’étendre cette méthode au cas des systèmes
à états retardés, nous avons utilisé une extension de la
dérivée de Lie. Cela a alors nécessité l’utilisation de fonc-
tion de Lyapunov Razumikhin. Nous avons ainsi obtenu
des conditions suffisantes pour garantir la stabilité asymp-
totique de l’origine du système en boucle fermée.
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