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Résumé— Dans ce travail nous proposons un observa-
teur pour une classe de systémes non-linéaires triangu-
laires & retard variable simple et multiple. La principale
caractéristique de 1’observateur proposé est sa simplicité
d’implémentation car il est basé sur un gain constant. La
synthése de ’observateur sera présenté pour les systémes
a retard variable et ensuite le résultat sera étendu aux
systémes soumis & des retards multiples. Les performances
de ’observateur proposé sont illustrées en simulation a tra-
vers un exemple.

Mots-clés— Systémes non-linéaires triangulaires, Systémes a
retard, Observateur non-linéaire.

I. INTRODUCTION

Ces dernieres années les systemes a retard ont fait 1’ob-
jet de nombreux travaux car le phénomene du retard est
présent dans de nombreux systemes physiques tels que les
systemes mécaniques, les circuits électriques, les réseaux de
communication, etc. La source du retard dans un systeme
peut-étre due a la physique méme du systeme ou induit
dans le systeme sous forme de retard de transmission du
aux canaux de communication. La présence d’un retard
dans un systeme peut-étre source d’oscillation et d’insta-
bilité. L’étude de la stabilité de la commande et de l'es-
timation d’état pour les systemes a retard ont fait 'objet
d’une vaste littérature. L’article [1] offre une présentation
des différentes approches de commande des systemes a re-
tard.

D’un autre coté l'estimation d’état pour les systéemes
non-linéaires par le moyen d’observateur a fait l'objet
de nombreux travaux. Le synthese d’observateur pour les
systemes non linéaires est liée a la notion d’observabi-
lité. En effet, 'uniforme observabilité des systémes non-
linéaires mono-sortie se traduit par la structure triangu-
laire du systeme sur lequel le synthese d’observateur sera
basée[4][5][6][9][10] et une généralisation au cas multi-sortie
a été proposée dans [7]. Le syntheses des observateurs &
grand gain est, directement, liée a la structure triangulaire
du systéme qui est liée & la notion d’uniforme observabilité
[4][5]. Dans [6][9][10] un observateur & gain constant pour
des structures triangulaires a été proposé. Le syntheses
d’observateur pour les systemes a retard a fait 'objet de
nombreux travaux [2] [11]{12]. Dans [3] une approche basée
sur un cascade d’observateurs pour estimer ’état lorsque
le retard est présent sur la sortie mesurée a été présentée
et une approche basée sur un observateur adaptatif a été
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proposée récemment [10] pour une classe de systémes non-
linéaires triangulaires avec une partie linéaire.

Cet article est organisé de la fagon suivante : la premiere
partie est consacrée au formulation du probleme et a la
présentation de quelques préliminaires. Dans la seconde
partie nous présentons un observateur pour une classe de
systemes non-linéaires avec un retard variable. Dans la
troisiéme partie nous présentons une extension du résultat
de la deuxieme partie a la classe considérée mais avec des
retards variables multiples. La derniere partie illustre les
performances de ’approche proposée & travers un exemple.

II. FORMULATION DU PROBLEME ET PRELIMINAIRES

Considérons la classe de systémes non-linéaires a retard
suivante :

&1 = f1(u, ur, 1,717, 72)
"tZ = fQ(ua UT,"El,.’ElT,fEQ,‘T27—7£B3)

&y = fi(u,Ur, 1, T17, T2, Tor, . ., Ty Tir, Tiy1) (1)
j:n—l = f’rL—l(ua Ury L1y Llry---y xn—laxn—h')xn)

(tn = fn(ua ’LL-,—,CL',(ET)

Yy=1o

Ou u(t) € R™ représente l'entrée et y € R est la sor-

l‘l(t)
. (1)
tie du systeme. Avec z(t) = ) € R™. On note
zn,(2)
le(t)
A l‘g-,—(t) A
z(t) Szt —7()) = : e R u, £ ut —7(t)),
Tr (t)

7(t) est un retard variable supposé connu et x(t) = ¢(t)
pour t < 7. Ou ¢(t) représente la condition initiale ap-
partenant & un espace de Banach et ||.|| définit la norme
euclidienne.

Le systeme (1) peut s’écrire sous la forme suivante :



fl(uu ’lL-,—,.’L'h.T]T,{EQ)
fZ(UaU’Taxlvgjl‘r’ Ian2T7I’3)
Avec f = :
fnfl(uvu‘rvmlvl'lra ooy Tn—1, xnfl‘raxn)

fn(ua U, T, xT)
et C' est une matrice de dimension (1 x n) donnée par :

0] (3)

Considérons les hypotheses suivantes :

C=11,0,...

Hypotheése 1 (H1). L’état z(t) € X C R™ et lentrée
u(t) € U C R™ sont bornés.

Hypotheése 2 (H2). Les fonctions f;; ¢ = 1,...,n sont
globalement Lipschitzienne par rapport a = et x., alors 3
c>0et V), yt), x(t —7), y(t —7) € R™ nous avons :

1 (s s 2, 7) = fuur, g, y2)|] < el =yl + |2 = yrl])

Hypothése 3 (H3). Il existe des constantes 0 < a < 3 <
+00, telle que V(z,u) € X x U, nous avons :

0<a<az(t) = ai(u7u77x15‘rl’r7x27x2‘r’"'7xi7xi77xi+1)
af;

= — <G i=1,...,n—1 4

axl_,’_l —/37 K K ( )

Hypothése 4 (H4). Le retard variable 7(¢) est borné c-a-d
0 < 7(t) < Tinaz et il est dérivable et satisfait 7(t) < p < 1.

Nous adoptons les notations suivantes :

Soit la matrice A(t) de dimension (n x n) de la forme sui-
vante,

0 aq (t) 0 . 0
0 0 G,Q(t)
A(t) = . 5
) o )
0 0 an,l(t)
0 0 0
Avec les fonctions a;(t); ¢ = 1,...,n — 1 sont définies

comme dans (4) et satisfont (H3).
Considérons S une matrice constante Symetrique Définie
Positive (S.D.P) de dimension (nxn) de la forme suivante :

S11 S1 0 0
S1 S99 0
s=| " (6)
0
0 . Sn—1
0 ... 0 sp_1 Spn
Ou les éléménts s;; > 0 et s; < 0;4 =1,...,n;j =

1,...,n—1.

Considérons la matrice A, de dimension (n x n) diagonale
donnée comme suivant :
A, =diag [ p,p*, ..., p" | (7)
ol p est un réel strictement positif.
Afin de pouvoir présenter ce résultat, nous avons besoin du
résultat préliminaire suivant :
Lemme :[6][7][8] 1l existe une matrice constante S de di-

mension n x n Symétrique Définie Positive(S.D.P) de la
forme (6); 3n > 0 tel que

AT(1)S 4+ SA(t) —20TC < —nI; Vt>0 (8)

Ou A(t) est donnée par (5) et I est la matrice iden-
tité de dimension (n x n). Finalement les éléments s;;, s;,
i=1,...,n;j=1,...,n—1 de S sont donnés en fonction
de « et [ définis par (4).

III. SYNTHESE D’OBSERVATEUR

L’observateur proposé pour (1) est donné par le systéme
dynamique suivant :

&= fu(t), ur(t), (1), 2,(1)) — 4,571 CT(Ca(t) — y(t)()g)

Ou S est de la forme (6) et satisfait le Lemme précédent,

Iy (t)
; . (1)
et C est donnée par (3). Avec &(t) = ) et on note
()
‘%IT
A~ A A~ '%27- ~ ~ .
I 23(t—1) = . Z(t) et Z-(t) sont, respectivement,
‘%nr

les vecteurs estimés d’état sans et avec retard, u et y sont
respectivement 'entrée et la sortie du systeme (1), et la
matrice A, est donnée par (7).

Nous annoncons le théoreme suivant :

Théoréme 1 : Supposons que le systeme (1) satisfait les
hypotheéses (H1)-(H4) alors pour p > p* avec p* =
—3u
n(l—p)
convergence asymptotique pour systéme (1). L’erreur d’ob-
servation & = &(t) —x(t) est asymptotiquement stable pour
%(0),x(0) € R™.

Amaz(S), le systeme (9) est un observateur a

Démonstration. Considérons l'erreur d’observation Z(t) =

1
To
Z(t) —x(t) = . avec T; = Z;(t) — x4(t)
Tp
1=1,....n
T Tir
. T2 ) Zor
Posons z* = , Th = ;o1 =1,...,n—1,

i Tir



Afy

Afs
et Af = .
Afy
Avec,
fl(u U.,-,(E ) ‘raxl+1) fl(ua Ur, T axraxi+1)
Afl = Z = 1 ,n— 1
fn(uﬂuTﬂxa‘rT) fn(u7u77x,xT);i =n
(10)
Pour i =1,...,n — 1 nous avons :
fi(ua u‘rv‘ia‘%‘r) - fl(ua u‘raxax‘r) =
fiu, u'rvi"vi'frai'ﬂrl) - fi(U,Ur,ﬁi,ii,xiH) +Af;
(11)

En utilisant le théoreme de la valeur moyenne nous avons :

filwyur,z,zr) = ai(t)Tip1(t) + D
Coi=1,...,n—1(12)

fi(u7u7'7i'7537') -

Ou les fonctions a;(t); i = 1,...,
(4) est verifient (H3).

n — 1 sont données par

D’apres (2) et (9), la dynamique de Z est donnée par :

&= f(u,ur, @, @) — flu,ur,2,2,) — A,STICTCE  (13)
Combinons (10), (12) et (13) nous obtenons
(t) = (A(t)—A,S71CT0)i(t)
+ Af(ult), ur(t), 2(2), 2(t), 8- (t), z- (1))
(14)

Ou A(t) est une matrice de dimension (n x n) de la forme

(5).

Posons z = Ap_li. Notons que nous pouvons facilement ve-
rifier que A" A(t)A, = pA(t) et par conséquent on obtient

p(A(t) —

Considérons, maintenant la fonctionnelle de Lyapunov-

Krasovskii suivante :
t
[ llats)pas
t—7(t)

Ou c est la constante de Lipschitz provenant de 'hypothese
(H2), Anaz(S) est la plus grande valeur propre de S et la
constante p vient de 'hypothese (H4).

Nous obtenons,

I(t) = STCTCOVE(t) + A Af (uyur, &y 3, 2 r 1)

C/\maw (S)

V(z)=zTSz + -

Vo= 2027 (SA(t) - CTC)z(t)
Amaz(S)

ot a2 - Lo 1 - sepjate - )P
250 S50, 50), () 20, 0)

P07 (SA() + AW)TS — 207 C)a(r)

>\maz ( ) 2 C)\ma:v (S) . _
e - e s oo -

( )TSAp1Af(uvi'(t)7x(t)vi"r(t)v‘r‘r(t))

- -

olls

+ o+

Par I'utilisation du lemme nous obtenons,

Vo< —pnllz@®)?

CAmaz(S) |, _ CAmaz (S
s PmanlB)p 2 - AmanlS)

1—7 z(t —7)|2
et mart) () ra) (-l
+ 20|z S|A, AS (u, 2(8), 2 (t), 24 (8), 24 (1))
De la condition Lipschitz de ’hypothése (H2) nous avons,
AT A (u, (1), 2(8), &+ (1), 2 ()] < el |[2(@)]|+cllz(t—7)]]
Nous obtenons donc :

vV o< I5

—pn|[z(t)
+ Do gy - Does g gepjage - )P
o 2O + 2l )

Comume [|Z(t)|[[|z(t—7))I| < 3 (|[Z(t)|*+[|Z(t—7))||*) nous
avons alors,

Vo< —pnllz(t)]®
C/\maar(S) _ 2
+ Dol
_ T(t) — _
+ 3ellsllelP + =L siliste - P

L(F) —
De D’hypothese (H4) résulte T(l) B < 0, ce qui nous
conduit a,
4—3u _
Vs (et o= m CAmaa (9))]|2(1)][?
(15)
4-3
Posons p* = a ,u) Amaz(S). Pour p > p* nous avons :
n(l—

V< —af
4—3u
. 1 -
alors V' < 0 c-a-d V(1) <
—V nous avons :

Pz
CAmaz (S) et a(p) > 0, nous avons

V(0) et comme a(p)||z(t)||* <

(16)

Avec a(p) = pn—

lim V(t)

t—-+oo

a(p) lim (17)

t—+oco

[ eeas < vio) -

Il en résulte que . hI_El Z(t) — 0, nous avons par ailleurs
——+00

[lz(t)|] < p™||Z|| et par conséquent t_l}gloox(t) — 0.

L’erreur d’observation & = Z(t) — x(t) est asymptotique-
ment stable pour £(0),z(0) € R™ et donc le systeme (9)
est un observateur asymptotique pour (1) ce qui termine
la démonstration du théoreme 10.

Remarque 1 : 11 a été montré dans [6] que le systéme
(9) est un observateur a convergence exponentielle pour le
systéme (1) sans retard.

Remarque 2 : Lorsque le retard dans le systéme (1) est
constant cela correspond a p = 0 et du théoreme 1 nous
pouvons facilement déduire le théoréme suivant.

Théoréme 2 : Supposons que le systéme (1) satisfait les
hypothéses (H1)-(H4) alors pour p > p* avec p* =



4
—CAmaz(S), le systeme (9) est un observateur a conver-
n

gence asymptotique pour systéme (1). L’erreur d’observa-
tion & = &(t) — x(t) est asymptotiquement stable pour
%(0),2(0) € R™.

IV. EXTENSION AUX SYSTEMES TRIANGULAIRES A
RETARD MULTIPLE

Considérons le systeme triangulaire a plusieurs retards de
la forme suivante :

= f1(1'1,$1T7x27’U,7UT)
T2 = fg(l‘l,l'lT,,IQ,SCZT,mg,'LL, uT)
€T = fi(xlvxh—a x?a‘r2‘r> e 7xi7xi7—7xi+1aua UT)
itnfl = fn,1($1,$1T, s 7$n717x(n71)‘r7mn,uvu‘r)
n = f"(l',.’,UT,U,’U,T)
Y=
(18)
xi(t—ﬁ)
. zi(t — 7o) )
Avec 27 = . ;o= 1,...n, 27(t) =
ZL’i(t*Tl)
27 u(t — 1)
22" u(t — 12)
et u™(t) = et les [ retards va-
" u(t — 1)

riables 71(t), 72(t),...,7(t), ou chaque retard 7;(t); ¢ =
1,...,1 est connu borné et satisfait ’hypothese suivante :

Hypothése 5 (H5). Le retard variable 7;(¢); i = 1,...,1
est borné c-a-d 0 < 7;(t) < 78 .30 = 1,...,0 et il est

dérivable est satisfait 7;(t) < p; <1l;i=1,...,1
Le systeme (18) peut se mettre sous la forme suivante :

(19)

fl(xhx

f2($17.’1517—,.’172,x

Ta €2, U, UT)
2Ta T3, u, uT)
Avec f = :
fn—l (xla mlTa sy Tp—1, x(n_l)Ta Ty, U, U’T)
fo(z, 27 u,u™)
et C est donnée par (3).
Soit le systeme dynamique :

&= f(ult),u” (), 2(t),27(1)) = A, S CT(Ca(t) — (1))

(20)
Ou S est de la forme (6) et elle satisfait le Lemme, C' est
L1(t)
R Zo(t) L
donnée par (3), Z(t) = et on note £"=Z(t—7) =
B (t)

, sont les vecteurs estimés d’état sans et avec re-
gnr
tard, u et y sont, respectivement, I’entrée et la sortie du
systeme (18), et la matrice A, est donnée par (7) avec
p>0.
Nous annongons le théoreme suivant qui est une extension
du théoreme 1 pour le cas des retards multiples.

Théoréme 3 : Supposons que le systeme (18) satisfait
les hypothéses (H1)-(H5) alors pour p > p* avec p* =

l
1 cAmaz(S)
Q+1+> )
i=1 1 — M4 n

vateur & convergence asymptotique pour le systéme (18).
L’erreur d’observation & = Z(t) — «(t) est asymptotique-
ment stable pour #(0),z(0) € R™.

, le systéme (20) est un obser-

Démonstration. Le début de la démonstration est sem-
blable a celle du théoreme 1, on définit £ = & — x, puis
T = A;'Z et on obtient la dynamique de Z(t) :

2(t) = p(A(t) —

Considérons la fonctionnelle de Lyapunov-Krasovskii :

STHCTO)VE(t) + A A f (s ur, &, @, By )

_ _T 2
=Z' ST + cAmax (S / T ds
V() - EinM BNCC

O c est la constante de Lipschitz provenant de I’hypothese
(H2), Aoz (S) est la plus grande valeur propre de S et la
constante p;; i = 1,...,1 vient de I'hypothese (H5). Nous

1w

obtenons
l
Vo= 2037 (SA(t) — CTC)T(t) + Amaz (S)|Z(E)] D
I
1—7(t), _
= Anae(9) 3 T e
i=1 L= p
+ 22(t)" SN0 f (u, & (1), x(t))
= pz(t)" (SA(t) + A(t )TS 207 C)z(t)
!
+ C>\maz
L1t
+ Z‘( )TSAp 15f(u,a:( ),Z‘(t))
D’apres le Lemme nous obtenons,
. Lo
Vo —pillE®l + e (S)IEOI Y T

=1

+ 2|z SIS 0 (u, 2(8), 2 (1)




De la condition Lipschitz de I’hypothése (H2) nous avons,

l
1A, 16 f (u, 2(2), 2(8))]] < ellZ(O)]] + e 12t — )l

i=1
Soit,
Vo< —pnllz)]?
1
_ 1
+ eSO D
z:ll Hi
! 1—7,
- max S)Z 1 : || t_72)||2
i=1 v
l
+ 2| S[[[[Z(@)I + 26l S|l D ||zt — 72)]]
i=1
Comme,

l
_ _ 1
DI 13t = m)l < S|t ||2+Z\th—ﬂ )II%)
i=1

Nous obtenons alors,

Vo< —pllz)?
Lol
+ ﬂ’L
M(HI(HIZ;l_M
! )
1-— Tl(t
- maz Z thl)”z
i=1 b= pi

l
+ @+ DelISIIEOI +ellSI Y Nl — )l

i=1

Ce qui conduit a :

Vo< —onl|E)]? + Amaz ()] 2()]2(

l
(t)
mal ZTt t_Tl)”z
=1 T H
(21)
t
De I'hypothese (H5) nous avons y <0, et donc,
—

l
Vv < (—pn+(2+l+zl

1 — 1112
— )eAmaz (S))112(t)]]

7

i=1
(22)
l
) 1 | cAmaz(9) .
Posons p :(2—|—l+;17 p . Pour p > p
nous avons : =
V< —&(p)llz@)]]? (23)

Avec £(p) =

JeA
1 L=

Nous avons alors V <0 c-ad V(t) < V(0) et comme
&(p)||z(t)]|* < =V, nous avons :

lim
t~>+oo

/||x Pds < V(0) — lim V()  (24)

t——+oo
Nous obtenons thg_n Z(t) — 0, nous avons par ailleurs
— T O
[lz(t)|] < p™||Z|| et par conséquent , ligl x(t) — 0.

— 100

L’erreur d’observation & = Z(t) — x(t) est asymptotique-
ment stable pour #(0),z(0) € R™ et donc le systeme (20)
est un observateur asymptotique pour (18) ce qui termine
la démonstration du théoreme 20.

V. EXEMPLE

Afin d’illustrer les performances de I'observateur proposé
considérons I'exemple suivant :

. zo(t) z1(t —7)
T = - + u(t
! 1+x2((t) 1+a(t—7) ®)
. ro(t — 7 (25)
e S— t_
2 1+ xo(t — 1) Fult-7)
y=x1
Avec 0 < ZTpmin < T < Tpmar < +00; 1 = 1,2 et

0 < u(t) < Upmger < +00. Le retard 7 est considéré comme
constant. Il est facile de voir que (25) peut s’écrire sous

la forme (1) avec f1 = T _T_Qg)( DT jilx(i(;i)ﬂ + u(t) et
I R
fo= Hxi()“‘(t NetC=[1 0].

Afin d’appliquer le théoréme 2 au systeéme (25) nous mon-
trons qu'il satisfait les hypotheses (H1)-(H4). L’état et
lentrée du systéme sont bornés, donc (H1) est satisfaite
et il est facile de voir que les fonctions f;, i« = 1,2 sont
lipchtziennes par conséquent (H2) est vérifiée, il nous reste
a vérfier (H3).

Nous avons :

of 1
w01 26
1(t) O (14 22(t))? (26
] ;
Simulation de x1
— — — Estimation de x1
=
8
c
g
5
&
-1 ‘ ‘ \ ‘ ‘
0 10 20 30 40 % *

Temps

Fig. 1. Comparaison entre z1(t) et son estimée &1 (t).



18 T T
Simulation de x2
— — — Estimation de x2

16|

Evolution de x2

i
0 10 20 30 40 50 60
Temps

Fig. 2. Comparaison entre z2(t) et son estimée #3(t).

T T
Simulation de x2
— — — Estimation de x2 |

10

Evolution de x2
\

0 H H H H H H
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6

Temps

Fig. 3. Agrandissement des débuts de z2(t) et son estimée &2 (t).

Nous avons alors < ay(t) <1 donc (H3) est

(]- + fmax)Q a
1

satisfaite avec o = et 0 = 1. L’application du

(1 + mmaw)Q
Lemme précédent permet d’en déduire les éléments de S qui

est de dimension (2 x 2) et dont les éléments vérifient |s;| >
2.2
S11

2c
prenant s1; = 0,5 et par conséquent s; = 5 et s990 = 105.

Pour le systeme (25) nous avons .. = 5 et la valeur du
retard a été choisie constante et égale a 1,3. L’expression
de Dentrée choisie lors de la simulation est u(t) = 0,5 +
0, 4sin(0, 2t +20). Les équations de I'observateur s’écrivent
comme suit :

et S92 > S—I(VOir [6], [7] et [8]). Pour la simulation
S11

5 o .i‘g(t) _ .fl(t—T)
1+ a2(t) 1+21(t—7)
3,82p(§31 — iL’l)
- _ jg(t—T)
B 14 ao(t —7)
0, 18p2(£i‘1 - 1'1)

+ u(t)

+u(t—1)

Les valeurs initiales utilisées lors de la simulation sont :

xo(t) = g; Z9(t) =0 pour t € [—7,0[
£1(0) = 5; &1(0) = 0; x2(0) = 5; #2(0) = 5;

La valeur du parametre de réglage p a été prise égale a 20.
Les figures 1 et 2 montrent, respectivement, une compa-
raison entre x1(t), x2(t) et leurs estimées &1 (t), &2(t); on
remarque que Z1(t) converge vers x1(t) aprés un certain
temps de convergence et dans le cas de #2(t) on remarque
que z2(t) et £2(t) sont, pratiquement, superposés La figure
3 montre un agrandissment sur I’évolution de xo(t) et de
Zo(t) montrant que &o(t) converge rapidement vers xo(t).
Les résultats obtenus sont satisfaisants et le choix du pa-
rametre p permet de régler la rapidité de convergence de
I’observateur.

VI. CONCLUSION

Dans ce travail, nous avons proposé un observateur
simple pour estimer I’état d’une classe de systémes non-
linéaires triangulaires en présence de retard dans la dyna-
mique du systeme. Le retard est considéré variable et peut-
étre simple ou multiple présent dans 1’état comme dans
I’entrée et il est supposé connu et borné. La caractéristique
principale de I’approche proposée, par rapport aux autres
méthodes de la littérature, réside dans sa simplicité puisque
le systeéme est traité dans sa forme orginale sans change-
ment de coordonnées et son gain est constant. Ses perfor-
mances ont été illustrées a travers un exemple.
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