Observateur Hyo pour une classe de systemes
singuliers bilinéaires

Mohamed ZERROUGUT!, Latifa BOUTAT-BADDAS!, Mohamed DAROUACH!

!Centre de Recherche en Automatique de Nancy,
UMR 7039 — Nancy-Université, CNRS
186, Rue de Lorraine, Cosnes-Et-Romains
Mohamed. Zerrougui@Qiut-longwy.uhp-nancy.fr, Latifa. Boutat-BaddasQiut-longwy.uhp-nancy.fr,
Mohamed. Darouach@iut-longwy.uhp-nancy. fr

Résumé— L’article que nous présentons concerne la synthése
d’observateur H,, pour une classe de systémes singuliers bi-
linéaires. L’approche utilisée est basée sur la résolution d’un
systéme d’équations de contraintes Sylvester. La syntheése
proposée unifie celle d’observateurs d’ordre réduit, d’ordre
plein et d’ordre minimal pour cette classe de systémes sin-
guliers bilinéaires. Les gains de l’observateur sont obtenus
par la résolution des inégalités matricielles affines (LMI),
un exemple numérique est présenté pour illustrer notre ap-
proche.

Mots-clés— Observateur Ho,, systémes bilinéaires singuliers,

I. INTRODUCTION

Les systemes singuliers ont été introduit pour décrire

la dynamique de certains systémes pour lesquels Ia
représentation d’état standard n’est pas applicable.
Récemment, les systemes singuliers ont beaucoup attiré
I’attention de la communauté des automaticiens. Ils sont
appelés systemes singuliers, descripteurs, généralisés, im-
plicites ou systémes & semi-état ([4]) , ces systémes ont
un grand intérét a la fois pratique et théorique ([5] , [4],
[3]), Nous les rencontrons dans des domaines aussi variés
que les industries chimiques ([5]) et minérales, la robo-
tique, en génie électrique et dans les systemes économiques
([10]). Par conséquent, la synthese d’observateurs pour les
systémes singuliers semble étre trés intéressante (voir [4],
[7], [8])-
Beaucoup de travaux ont été élaborés autour de ’observa-
tion et la synthese d’observateurs pour les systemes singu-
liers linéaires (voir [7] et [4]). Dans ( [8] ) une extension
d’observateurs est proposée pour une classe de systémes
singuliers non-linéaires Lipschitziens.

En outre, lorsque le comportement dynamique d’un
systeme ne permet pas de le modéliser par un
systeme linéaire, quelques procédés physiques peuvent étre
modélisés par des équations d’état bilinéaires. La synthese
d’observateurs pour les systemes bilinéaires a été étudiée
abondamment dans la littérature (voir [12]).

Dans le présent article nous proposons la synthese d’un
observateur H, pour une classe de systemes bilinéaires sin-
guliers dont les bilinéarités sont considérées comme des in-
certitudes structurées. L’approche proposée est basée sur
la résolution des contraintes sous formes d’équations de
Sylvester. Les conditions d’existence des solutions de ces

équations sont données. Les problemes de convergence ex-
ponentielle et de ’atténuation du gain L9 sont garanties par
I'utilisation du lemme borné réel, qui nous permet d’obtenir
une formulation sous formes d’inégalités matricielles LMI.
L’avantage de cette méthode est que l'erreur d’estimation
ne dépend pas explicitement de 1’état du systeme, 1’ob-
servateur obtenu est d’ordre flexible et unifie la synthese
d’observateurs de différents ordres.

II. FORMULATION DU PROBLEME

Considérons le systeme suivant :

Apz(t) + Bu(t) + >0 uiAjzx (t) + Diw(t)

Fa(t
{ 2 Ca(t) + Daw(?) @)

y(t)

Ou z(t) € IR" est le semi-vecteur d’état, u(t) € R™
lentrée du sytéme, w(t) € IR™ un signal de perturbation
a énergie finie, et y(t) € IR? la sortie du sytéme. La ma-
trice E € IR™ "™ est singuliere pour ng = n. Les matrices
Ay € R™*™ pour i = 0,1...,m, B € R™*™, C € IRP*",
D, € IR™*™ et, Dy € IRP*™ sont réelles. le signal de per-
turbation w(t) € L5 est continu . L’entrée u(t), est continue
et bornée, c-a-d u(t) € I' C IR™, tels que

I':= {u(t) S Bm/ui7min < ’Un‘(t) < U¢7max,i = 1, ey m}

Soit la matrice ® € IR"*™ matrice de rang plein ligne
, telle que = 0. par conséquent nous obtenons
8]), tell PE =0 ¢ t bt

PApz(t) + PD1w(t) + im@Aix(t) = —®Bu(t).

=1

Considérons 'observateur d’ordre réduit suivant :
0]

()

Le vecteur ((t) € IR? représente le vecteur d’état de I’ob-
servateur et Z(t) € IR" 'estimé de x(t). Les matrices N;,
Ji, H, P, Q, et G; sont des matrices de dimensions appro-
priées & déterminer pour que Z(t) converge asymptotique-
ment vers z(t) pour w (t) = 0, et pour w (t) # 0, [|e (¢)]|, <

7 llw (@]
Posons e (t) = ((t)—TEx (t) écart entre ((t) et TEx (t).

Jo+ 30 uilds) y(t) (2)
PC(t) — QPBu(t) + (Go + 37, wiGy) y(t)

=+ 1



Nous obtenons donc le syteme suivant.
E(t) (No + 3772y wiNs) &(t)

(J()C + NoTE — TA()) x (t)

(Z:’;l Ui (NZTE + J;C — TA»L)) x (t)
(H ZTB)u(t)

(JOD2 —TDy + Z?;l uiJiDg) w(t)

+ 4+

Pa(t) + Z:ll Uj (GZC + Q@Az) .Z’(t)
(PTE + Q®Ag + GoC — I,) (1) 3)
(QCI)Dl + GoDs + Z;ﬂ;l uiGiDg) w(t)
TE
[P Q G()] DAy — In) z (t)
C

ST ([Q Gi] [‘I’g‘i )a:(t)
—+ (Q@Dl + GoDs + Zgl uiGiDz) w(t)

+ + |

Pe(t) +

+

Maintenant, si :

Z) NoTE —TAp + JoC =0

i) N,TE—-TA;+J,C=0 pour 1 <i<m

i) H=TB

TE
w) [P Q Go] |24 =1, (4)
v)  [Q Gi Fé‘i =0 pour 1 <i<m

L’erreur (3) est indépendante de u; et x, dans ce cas nous
obtenons

£(t)

e(t)

Les équations i) —v) ont la forme d’un systéme d’équations

de Sylvester. La solution de ces équations peut étre donnée
de la maniere suivante :

Définissons la matrice T'= T — ¥ ®, ou ¥ est une matrice

arbitraire ([8]), donc les équations i), i), 4v) et v) peuvent
étre écrites comme suit :

ENQ + Z?L ulNz) E(t)
JoD2 —TD1 + Z:';l UZ'J»L'DQ) w(t) (5)
PE(t) + (Q@Dl + GoD2 + Z;ﬂ;l ’LLiGiDQ) w(t)

I+

TE
PA| _ sz
i) [No —Ww J NJ|'5|=TA (6)
S]
TE]
i) [P Q G]|®A|=1In (7)
c
Ou
N = [Ni N Np],A=[A0 Ai],
G = [Go G],G=[G Gm]
J = [Jl Jo Jm]7J=[J() ﬂ,
E = [E 0 0],In=[In 0],
0 TE 0 0
- c 0 0 0 TE
¢ = [0 & } et © = .
: 0
0 0 0 TE
Avec
c 0 0
Ai=[A - An]eci=| 9 C©

Soit ¢1 et po des matrices définies par :

JoD2 —TD1 + (357 uiJ;) D2
Q®D1 + GoD2 + (31 uiGi) D2

1
P2

dans ce cas le sytéme (5) peut étre écrit comme suit :

{a’(t) =
e(t) =

nous supposons :

(No + 2214 ugNg) e(t) + prw(t)

Pe(t) + paw(t)

B DA
Hypothése 1 : rang |PA| = n+ rang [ & 1}
C’ 1

Remarque 1 : Lorsque uw; = 0, pour ¢ = 1,--- ,m, 'Hy-
pothese 1 se réduit a celle obtenue pour les systemes sin-
guliers linéaires (voir [8]).

Remarque 2 : Nous pourrons remarquer que la dimen-
sion de l'observateur (2) est ¢ < n, donc la présente ap-
proche unifie la synthese des observateurs d’ordre plein
(¢ =n) et d’ordre réduit (¢ = n — p).

III. PRINCIPAUX RESULTATS

Dans cette section, nous présentons une nouvelle
méthode pour la synthese de l'observateur (2) pour le
systéme (1) qui garantie que l'erreur e () converge asymp-
totiquement vers zéro pour w(t) = 0 ainsi que pour
w(t) # 0,]le(t)], < vllw(t)], ot v est un scalaire qui
correspond & la performance prescrite. La synthése de 1’ob-
servateur (2) de dimension g revient & trouver les matrices
T7 Ni, Ji7 H, P, Q et Gi~

A. La solution des contraintes de Sylvester

Avant de donner la méthode suivie pour la synthese de
Pobservateur (2), nous considérons 1'équation (7) :

TE
[P Q G][@A} = I,
c

Elle admet une solution si et seulement si

7E
=rang |PA

c

T
rang oA
C

In

Maintenant, de 'Hypothese 1 et (9), nous avons
TE E -
rang |®A| = rang ‘bﬂ =n+rang |:¢Ciqli|
c c !
Soit R; une matrice de rang plein ligne tels que

Ri E_ TE DA
rang |®A| =rang |PA| = rang ®A| =n+rang [ c 1}
c c c !




donc, il existe toujours des matrices K; et T tel que

TE =R, — K3 {%ﬂ .

Ou encore

E
[T K] [@_A} =R (10)

C

Donc sous I'Hypothese 1, une solution de (10) est donnée
par :

B +
[T Ki]=R: {@A} (11)

C
Ol MTest une inverse généralisée de M™ vérifiant

MM*TM
Ce qui donne

et

Egalement, sous 'Hypothése 1 la solution générale de (7)
sera donnée par

[P Q@ G ]=5Lof-2(1-29)) (12)
75
Oou Oy = <I>j4 et Zs est une matrice arbitraire de di-

C
mension appropriée.
De la méme facon, sous I'Hypothese 1, la solution
générale de (6) est donnée par

[No - J N]=TA0f -2 (1-9:9F) (13)

TE
Ot Qy — ‘I’Cf‘
o

mension appropriée.

et Z; est une matrice arbitraire de di-

Maintenant, définissons les matrices suivantes

0

_dio+r |
Ay =TAS |
0

0 0
Ay=TA0r | O | Ay =TAor | ©
J = 2 I AN = 2 0
0 I
I 0
_ + | 0 _ | I
Ang = =990 | o | Aw=0U-9290) |,
0 0
0 0
A N ) o
J=I=2090) | ] | Ax=T-29)) |
0 I

nous obtenons

No = ANy —Z1ANg, N =Ay — Z1Ag,
¥ = —Av+Z1Ag,Jo=A5, —Z14A,,
J = A;—Z1A;,P=Ap— Z3Ap,

G = Ag — 220G, Q = Ag — Z2Aqg

avec
A = [Aa, Agl.Ac=[8c, Ag]
et
Ay = [AJO Aj],AJ:[AJO Aﬂ

A partir de ces valeurs nous pouvons déduire les matrices
p1et po comme sult

1 = Ay — 21y,
w2 = Apy — ZoAy,
ol
m
Apy = AyD2—TDi+ Y uiAJ;Da,
i=1
m
A<P1 = AJOD2+ZU'LAJ1'D27
i=1
n
Ao, = A@®D1+Ag,D2+ ZUiAGiD%
i=1
m
A¢2 = AQ¢D1 + AGU Do + ZuiAGi Dos.

i=1

B. Syntheése de l'observateur H

Dans cet article, nous considérons chaque entrée wu;(t)
comme “une incertitude structurée” (voir [1]), donc nous
pouvons récrire u;(t) comme suit :

ul(t) = qa; +0;9; (t)

ou «; € IR et 0; € IR sont données Vi = 1,...,m par

Ui min + Ui max Uj max — Ui, min

et o; = 2

a; =

avec «apg=1et oyg=0.

La nouvelle variable incertaine sera 6; (t) € I' C IR™ ou
le polytope I' est défini par

T:={0(t) € R™/8 min < 8 (t) < 6 max}-




ol : 0j min = —1 €t 0; max = +1. En substituant w;(t) = «; + 0;0; (t) dans (17), nous ob-
tenons
Remarque 3 : Nous pouvons remarquer que la stabihte Et) = (No+ 7% (o6 +0id; () Ni) e(t)
asymptotique de &(t) est suffisante pour lim;_, e(t) = 0, + (JoD2 —TD1)w(?)
puisque pour w (t) = 0 nous avons + XM (a5 + 038 (1) J; Daw(t)
e (t) = Pe(t). e(t) = Pe(t)+ (QPD1+ GoD2)w(t)
Le lemme suivant donne les conditions de stabilité de + 2 (@i +0idi () GiDaw(t)
e(t) pour w(t) = 0.
d’on
Lemme 1 : Pour w(t) = 0, la dynamique de lerreur
(8) est asymptotiquement stable, s’il existe une matrice X i) = (No+Nae+ No.Ac (8) H.) e(t)
définie positive telle que n (JoDz 4 JawDs — TDy — \I/<I>D1) w(t)
o - + JDsAy (6) How(t) .
( (No + Na+ NoAc () He) X+ ) <0 (14) e(t) = Pe(t)+(QOD: + GoDa + GawD2)wl(t)
X (No + Na+ NoA. (6) He) +  GD2Ay (6) How(t)
ol )
Ce qui nous donne
a: = [ aylyg amly ]T,
aw = [ ailp amlp 17, Et) = [(Any +Ayxac) — Z1(An, + Axac)le(t)
0 = bdiag[ o1lq omlq ]7 + [(ANUE ) HE] =(®)
) —  bdia [ o1 D oD J + (AJODQ — TD1 +Ag®PDq + Aj@wD2> w(t)
2 ) g 172 m=2 ol - 1 (AJ0D2+A\1/<I>D1+AJO¢1UD2) ()
<(8) = bdiag([ é11q dmlq 1), +  [(AjD2 — Z1A3D2) Ay (8) Hy] w(t)
Aw(8) = bdiag([ 611, Smln, 1),
(—) raall o T b e(t) = (Ap—Z2Ap)e(t)
H = [ Iy ] + (AGODQ—',-AGo?wDQ + Ag®D1) w(t)
A, = [ I, I, ]T —  Za (AGU Do + AQ‘:I)Dl + AGO‘wDQ) w(t)
b b +  [(AgD2 — Z2AgD2)Aw (8) Huw] w(t)
Donc, nous obtenons
Preuve 1 : Pour w(t) = 0, I'équation (8) devient :
. m ét) = (A—Z10)e(t) + (A— Z1C)Ac(5) He)e(t)
{ W = (No+ 3%, wili) &) s) + B-ZiG)uw®) + (B - Z16)Au(8) Hu)uw(®)
= P - ~ _
e(t) =(t) e(t) = (Ap—ZoAp)e(t) + ((F— ZoF) Aw(8) Hu)w(?)
o + (F— ZoeH)uw(t)
Par la substitution de u;(t) = a;+0;6; (t) dans (15) nous
obtenons olt
éit) = (No+ XM (as +0i6; (t) Ng)e(t) A = An, +Ayae,
e(t) — P&‘(t) Cc = ANU+ ANQE,A:ANEE,(E:ANE'a
B = AJO Doy — TDl -+ A(faleQ + Ag®Dq,
Ce que nous pouvons réécrire comme suit : G = AyyD2+Ay®Di+ AjawDs,B=A;Dy,G=A,Ds,
ét) = (No+Naec+ NoeAc (5) He:)e(t) F = AgoD2+AgauwDs +Aq®Dy,F = AgDs,
(16) H = Ag,Ds+Ag®Di + AgzawDy,H=A_D
oty = Pet) GoD2 Q®D: Ie. 2 aD2
Soit la fonction de Lyapunov candidate V (t) = e (t) Xe(t), Finalement nous obtenons

sa dérivée V (t) le long de la solution de (16) est donnée par

(No + Nae + NoeA. () H)" X
+X (No + Nae 4+ No-A. () H:)

V() =

é(t) = (A — Z10)e (¢ B

A
-Z1[ G C G] (

|

si (14) est satisfaite, V (t) < 0, et la stabilité de £(t) est et
garantie, ce qui prouve le Lemme 1. e(t) Ap — ZoAp
¢ | = H. e (t) (18)
Maintenant, soit w (t) # 0, donc nous avons : qu 0
. . F—ZH 0 F-ZH w
E(t) = (No+ XL, uilNi)e(t) + 0 ’ 0 0 ’ Pe (19)
+  (JoD2 = TD1 + 3212 uiJiD2) w(t) Hy, 0 0 Pw
(17)
et) = Pe(t) .
+ ®D1 + GoD2 + 3770 u;Gi D t ou
(Q 1 0D2+ 320 u 2) w(t) [ Pe :| _ |: Ac(6) 0 i| { qe :| (20)
Pw 0 Aw(0) qu



La synthese de I'observateur peut étre obtenue a partir
du théoreme suivant .

Théoréme 1 : Sous I'Hypothese 1, il existe un observa-
teur de la forme (2) tel que lerreur e (t) donnée par (8)
est asymptotiquement stable pour w (t) # 0 et qui satisfait
lle ()]ly < vllw(t)]|, 'l existe des matrices symétriques et
définies positives X, S., Sy, et une matrice Y7 et un scalaire
v tels que la LMI suivante soit satisfaite

[ATX — CTYy + XA - YLC * *
BTX —GTy; —2I *
ATX —CTyy 0 —S.
BTX —GTy; 0 0
Ap — ZaAp F—2Z,H 0
SeH. 0 0
0 S Hy 0
* * * *
* * * *
* * * *
—Sw _ x * * 1 <0, (21)
F—2ZH —-I « *
0 0 —Se *
0 0 0 —Su
avec
SE = Bdiag(:ul,ela' T 7,um,€I) > 07
Sy = Bdiag(:u/l,wl7 t uu/m,wl) >0,
Y, = zZI'x.

O, pie et p;w, ¢ =1,...,m, sont des scalaires positifs,
"s' : est le transposé de la partie triangulaire inférieure de

la matrice.

Preuve 2 : Tout d’abord , définissons les matrices sui-
vantes :

Ae = A—2Z,C,B.=B— Z,G (22)
H1 = [ &—Zl(ﬁ E—Zl(ﬁ: ],Ce:Ap—Z2Ap (23)
H 0 0 0
E; = [OE}’EQZ{HW}’E:‘:[O 0} (24)
De = F-ZHHy=[0 F—2ZH ] (25)
e(t)

p = [ Pe ],é(t): Pe (26)

Pw quw

Considérons le systeme (19-20) comme une inclusion
différentielle linéaire de norme bornée , ce dernier peut étre

réécrit comme suit :
w
H,y
} ( p )

o=| 5 o[ BT

Nous pouvons introduire le systéme auxiliaire suivant (voir

[11])
£(t)

E(t)=Ace(t)+ [ Be

et

Ags(t)+[ 1B, HiS7 ] ( Z )

—1
~ 1D, HyS™2 [
S3E387

=0 Je+ { i
2 2

Il
Q
[}
hSERS

—

27)

S. 0
0 Sy

En utilisant le lemme borné réel (voir [1], [9], [11]),
le systéme (27) est exponentielement convergeant pour
w(t) # 0 c-a-d [le(t)]l, < vllw (@), il existe deux ma-
trices X, S, symétriques et définies positives X, S, et un
scalaire 7y tels que 'inégalité suivante est satisfaite :

ou S =

ATX 4+ XA, +CTC, + ETSE,

Y I1BTX + 47 1DTC. +~y tETSE, (28)
ST HY + 8% HI C. + S ET SE1
Y 'XB.+~yCT'D, +~y 'ETSE,
v=2DI'D. +~+2EfSE, (29)
SZ~N—1HTD, +~v—1587 ETE,
XH,S7 + CTH,S7 + ETSE3S =
Y IDTHyS 1 + y187% E2,SE5S7 <0
v 1HTH,S= + 57 + 57 EFSE;S=
(30)

En multipliant cette inégalité a gauche et a droite par
bdiag(1,~I, S3 )

et apres 'application du complément de Schur nous obte-
nons :

ATX + XA, XB. XH, T ETS
BTX %1 0 DI ETS
HI'X 0 -S HI E38 | <0 (31)
C. D. Hy —-I 0
SE, SE, SFEy 0 -8

En substituant les matrices A., Be, H1, Ce, E1, D¢, Ho, o, E3
par leurs valeurs, et en faisant le changement de variable
Y, = ZT' X, nous obtenons l'inégalité matricielle LMI (21)
Cela prouve le Théoreme 1.

IV. EXAMPLE NUMERIQUE

Considérons le systeéme singulier bilinéaire (1) avec les
matrices suivantes :

1 00 -5 0 0
E=10 1 0|,4=]0 -7 0
0 0O 0o -3 -7
-1 0 0 -2 0 0
Ai1=]10 -1 0| A,=]0 -1 0
0 0 -1 0 0 -1
0 1 2 1
B=|1 0],D=|1|,Dy=|1],
-1 -1 1 1
1 11 .
c=11 0 1], u(t)= [3;;7”‘((22:5)}
0 0 1
Il est facile de montrer que I'Hypothese 1 est vérifié.

Ainsi nous avons
=0 0 1],E=[E 03]

- = 3 3 3 0 00
A:[Ao Al A2]7D2:|:0 00 1 1 1]'



L’observateur d’ordre réduit est obtenu pour ¢ = 1,
soit Ry
résultats de cet article les gains de ’observateur sont :

NO
JO
J1

J2

G1

= [0 1 0 000 0O O].En utilisant les

1.2927 x 1013, N1 = 0.1371, N2 = —0.099,
10" [-7.7 817 —0.475],
[-0.75 1.186 —0.586],H = [0.584 —0.0486]

0.007
[0.221 1.8054 —0.0516],P =10""*{0.011],
0.9
[0 0 1 -1
0 |,G0= 1 -1 0 |,
|—0.11 —0.324 0.324 0.2432
[0 0 0 00 -0
00 0 |,G2=10 0 0O
0 0 —0.11 0 0 —0.12

Les figures 2 et 3 montrent la performance de I'observa-
teur présenté dans cet article avec les conditions initiales

1
suivantes : x(0) = | 2| et (0) = —5

1
4 T T T T T
sl _ ]
sl ]
l ]
(o]
1} ]
2 ]
—a ]
_a} ]
s ]
o 5 10 15 20 25 30

Fig. 1. La perturbation

5 10 15 20 25 30 35 40 45 50

Fig. 2. Les états et leurs estimés

V. CONCLUSION

Dans cet article nous avons proposé une nouvelle
méthode de synthese d’un observateur H,, pour une classe
de systemes singuliers bilinéaires. L’approche proposée
unifie la syntheése d’observateurs d’ordre réduit, d’ordre
plein et d’ordre minimal. La méthode est fondée sur le

2 T T T T T
x30xe3
(0]
m . . . . .
[¢] 5 10 15 20 25 30
2 T T
x2xe2
(0]
m . . . . .
6] 5 10 15 20 25 30
4 T T T T T
2 x3xe3
0 A
m . . . . .

o
(&)
-
o
-
(&)
N
(=]
N
[&]
w
o

Fig. 3. Les erreurs d’estimation

paramétrage des résolution des contraintes sous forme
d’équations de Sylvester et du lemme borné réel. La so-
lution finale est obtenue sous une formulation LMI.

(1]

(10]

(11]

(12]
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