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Résumé— On propose dans ce papier une nouvelle méthodologie
pour analyser le comportement dynamique des systémes non
linéaires incertains.  Elle consiste en la combinaison de la
méthode de la variété centrale avec celle du chaos polynomial.
La premiére est connue pour étre un outil puissant pour la
réduction des modeles des systémes dynamiques non linéaires
au voisinage du point de bifurcation de Hopf tandis que la
seconde constitue un outil efficace pour la propagation de
I’incertitude. Ainsi, le couplage des deux méthodes peut étre
exploité pour surmonter les difficultés occasionnées par la
complexité des systemes dynamiques non linéaires et le coQt de la
propagation d'incertitude laquelle est souvent réalisée par la
méthode prohibitive de Monte Carlo. La praticabilité et
I'efficacité de la méthodologie proposée sont étudiées et testées
sur un modeéle a deux degrés de liberté représentant un systeme
de freinage a tambour, sujet a un état initial incertain.

Mots-clés— Systemes dynamiques non linéaires, réduction de
modeéles, variété centrale, propagation d’incertitude, chaos
polynomial, analyse robuste

l. INTRODUCTION

La propagation d'incertitude joue un réle central dans
I'analyse et la conception robustes des systemes dynamiques.
Elle englobe un certain nombre de techniques mises en ceuvre
pour mesurer l'influence de différents types d'incertitudes
(paramétres de conception, conditions initiales, entrées) sur
les états et les sorties d’un processus ou pour prendre en
considération les incertitudes dans la conception de processus
et de systtmes de commande. Plusieurs théories traitant de
cette thématique existent en littérature telles que I’approche
probabiliste [22-23], [4], I’analyse par la logique floue [24] et
I’approche par la théorie des intervalles [25].

Dans I'approche probabiliste, la méthode de Monte Carlo
(MC) est la plus utilisée. Cette méthode peut déterminer la
fonction de densité de probabilité de n'importe quelle variable
mais elle est couteuse puisque elle nécessite beaucoup de
tirages pour avoir une précision raisonnable. Le chaos
polynomial est introduit en littérature comme un outil
probabiliste plus efficace [9]. Il consiste en la possibilité de
développer un processus stochastique en série de polynémes
orthogonaux,  fonctions de variables  stochastiques
indépendantes. La convergence dans le sens des moindres
carrés d'un tel développement a été démontrée pour les
processus Gaussiens [2] et a été généralisée a différents type

de distributions par Xiu et Karniadakis [7]. L’analyse
moderne utilisant le chaos polynomial a commencé avec les
travaux de Ghanem et Spanos dans le domaine de la
mécanique des structures dont les parametres sont incertains
[4]. Depuis, beaucoup d’applications sont apparues telles que
la résolution des équations aux dérivées partielles et les
équations différentielles incertaines [6-7] et [12], la synthése
des observateurs et de lois de commande [10], [15] et [3]. Le
chaos polyndmial offre un cadre mathématique permettant de
séparer les composantes stochastiques d’une réponse aléatoire
de ces composantes déterministes. Des techniques intrusives
[4], [1] et non intrusives [14] sont employées pour calculer les
composantes déterministes appelées modes stochastiques
alors que les composantes stochastiques sont concentrées dans
la base polynémiale utilisée. Les procédures intrusives sont
avérées moins avantageuses pour traiter des systémes
dynamiques  stochastiques puisqu'elles nécessitent la
modification des modéles contrairement aux techniques non
intrusives qui requiérent uniquement des simulations en des
points particuliers.

L analyse des systemes dynamiques incertains en utilisant
les méthodes de Monte Carlo ou celles du chaos polynomial
non intrusif, exige donc des simulations déterministes. Ces
simulations sont basées sur des procédures d’intégrations
numeériques tres couteuses et par fois non pratiques lorsqu’il
s’agit de systémes non linéaires a grand nombre de degrés de
liberté. La théorie de la réduction de modeles propose des
solutions qui consistent en des méthodologies permettant
d’approximer des modeles complexes par d’autres plus
simples en gardant les mémes comportements dynamiques et
les plus importantes propriétés des modeles originaux. La
méthode de troncation a base de réalisation équilibrée [16-17],
la méthode de décomposition propre orthogonale [18] et la
méthode des perturbations singuliéres [19] sont des exemples
bien connues. La méthode de la variété centrale est une autre
procédure introduite en littérature comme étant un outil
efficace permettant de simplifier des modéles complexes au
voisinage du point de bifurcation de Hopf [20], [5], [11-12].

L'originalitt de ce papier réside dans la nouvelle
méthodologie proposée pour réaliser une analyse robuste plus
simple des systémes dynamiques incertains. Le principe de
cette méthodologie est de combiner la méthode de la variété



centrale avec celle du chaos polynomial. L'idée principale est
de pouvoir propager I’incertitude sur le modele réduit obtenu
avec la méthode de la variété centrale au lieu du modéle
original, en utilisant le chaos polynomial qui est moins
couteux qu’un procédé de Monte Carlo. L'objectif de ce
papier est d'illustrer la praticabilité de la méthode proposée a
travers son application & un systéme physique, non linéaire,
frottant et incertain. Les principes de la méthode de la variété
centrale sont rappelés dans la section Il tandis que la section
Il est consacrée a la présentation du chaos polynomial. La
combinaison des deux méthodes est examinée, dans la section
IV, sur un modele a deux degrés de liberté décrivant un
systeme de freinage a tambour. Des conclusions et des
perspectives sont données pour finir.

Il. VARIETE CENTRALE

Considérons un systéme non linéaire, représenté sous la
forme suivante :

K(0)= 1 (x(0).4) ®

ol x(t) e R" est le vecteur d'état, 1 € R est un paramétre de
controle et f un champ de vecteur continiment
différentiable. Pour plus de simplicité, le temps sera omis
dans les équations.

Supposons que I’origine est un point d’équilibre du systéme

).

Seules des non linéarités polynomiales sont considérées dans
ce papier. Ceci n’est pas restrictif dans la mesure ou toute
fonction non linéaire peut étre approximée par une fonction
polynomiale en utilisant un développent en séries de Taylor.

La méthode de la variété centrale exploite le fait qu’au
voisinage de I’équilibre et du point de bifurcation de Hopf, les
caractéristiques essentielles d’un systtme dynamique non
linéaire sont gouvernées par sa variété centrale engendrée par
la dynamique des pdles imaginaires purs [11].

Le systéme (1) peut étre réécrit sous la forme suivante :

)'(=A(,u)X+F(X,,u) ®)
oi A(x)eR™, Fest un vecteur de fonctions non

linéaires polynomiales.

Au point de bifurcation de Hopf £4,, le systéme (2) peut étre
mis sous une forme canonique (3) par une transformation
linéaire de base définie par :

T

T=[T,.T,.T

ou, n+1,...,Tn]avec T, et

Tnc - I, TESpECtivement les vecteurs propres associés aux
n. valeurs propres (ﬂi(i=1...n )) imaginaires pures de
A(/JO) et aux (n—nc) valeurs propres (xll(iznc+1 ..... n)) de

A( ,uo) , ayant des parties réelles négatives.

y:'A&(ﬂo)Y"‘Fc(y’Z’ﬂo)

. ®)
L= As(ﬂO)Z+Fs(yiz’ﬂ0)

) Ne Ng —
ol yeR*,zeR™ telque n,+Nn, =n,

A= et
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F(Y. 2, 1) z
sachant que F, (y, Z,,uo), F, (y, Z,,uo) sont des vecteurs
de fonctions polynomiales d’ordre supérieur a un vérifiant :
F. (0,0,,uo) =0, K (0,0,,uo) =0. De plus les matrices

jacobiennes D(y,z) F. (O, 0, 1, ) et D(y,z) F. (O, 0, 1, ) sont
nulles.

Au voisinage du point de bifurcation de Hopf, le systéeme (2)
peut étre exprimé par la dynamique augmentée suivante :

y=A(a)y+F.(y.2.2)
2=A(u)z+F,(y.2, /1) )
=0

ou ﬂz,uo(1+8) avec € <<1

Théoréme 1: Il existe une variété centrale locale de la
forme :

We. ={(v.2)/z=h(y, &), |y|<5.|E] <5}
avec h(0,0)=0, D(y’ﬁ)h(0,0) =0

et dans laquelle le systeme (4) peut étre exprimé par la
dynamique réduite suivante :

y=A(&)y+F (y.h(y.2), i)

. (6)
=0

Si la fonction h est polynomiale avec un degré fixé au

préalable (sans constante et sans termes linéaires pour qu’elle

veérifie les conditions du théoréeme précédent) alors elle est

solution de I’équation suivante :

. y
0% 1

Autrement dit, la fonction polynomiale h est solutions de
I’équation algébrique (7) donnée ci-aprés.



(D(y,ﬁ)h)-('“%(ﬁ)-wFc(y’h(y’/fl)’[‘))= -
A

(a)h(y. @)+ F, (y.h(y. 7). &)

I11. CHAOS POLYNOMIAL

Soit(Q,,B,P)un espace probabilisé ol € désigne
Iunivers des ~ résultats correspondant a I’événement
aléatoirecw, S est une sigma-algébre sur € et
P:(Q,,B)—)[O,l] , la mesure de la probabilit¢ de
I’occurrence de I’événement @ .

L’espace probabilisé est discrétisé en le caractérisant par un
ensemble fini de variables aléatoires
indépendantes { }(i:l VVVVV 0"

Une variable aléatoire X(a)) du second ordre (de variance
finie) peut étre développée en série de fonctions polynomiales
orthogonales de la fagon suivantes :

x(w>=§z¢j<5<w>) ®

ou Yj sont appelés modes stochastiques et représentent les
coordonnées de la variable aléatoire X(a)) dans la base du
chaos formée par les polynémes ¢j satisfaisant la relation
d’orthogonalité suivante :

<¢|1¢j>:_‘.¢|(‘§)¢j(‘§)w(§)d§: ?¢l2> :jjj(9

ou W (f) représente la densité jointe associée au vecteur &
et <-> désigne le produit interne.

En pratique le développement (8) est tronqué a un ordre P
qui dépend du degré maximal I fixé pour les polyndmes et
de la dimension stochastique d qui représente en fait le
nombre de parameétres incertains intervenant dans le probléme

traité. D’ol :
P
X(@) =3 %ig;(§()) (10)
j=0
avec P:(d+r)|—
d'r!

Le calcul du développement tronqué (10) se raméne au
probléme de détermination des modes stochastiques Yj . Deux
approches de calcul sont possibles dans cette perspective.
L’approche non intrusive inclut certaines techniques utilisant
des simulations du systeme stochastique étudié en des points
particuliers. Son principal avantage est de ne pas nécessiter de
modifications du modele contrairement a I’approche intrusive.
Celle-ci opere des techniques de projection de Galerkin sur le
modele a partir duquel un systeme d’équations déterministes
couplées est généré. Cette opération est pénible dés lors qu’on
traite des systémes non linéaires a grand nombre de degrés de
liberté. Dans ce papier, seules les techniques non intrusives
sont considérées. Pour les illustrer considérons le cas ou le
systeme (1) est incertain et que I’incertitude provient de la
condition initiale Xl(O) qui suit une loi de distribution

uniforme. Les polynémes de Legendre sont les plus
appropriés a traiter ce type de distribution [7]. Comme les
conditions initiales sont incertaines, les variables d’état X; (t)
du systéme (1) deviennent elles aussi aléatoires X; (t,§) et
peuvent alors étre développées en séries des polyndmes de
Legendre LJ- (f) orthogonaux sur I'intervalle[—l 1]. & est
la nouvelle variable aléatoire uniformément distribuée sur
I’intervalle[—l 1].
P
X (6E)= > % (YL (&) ,i=1..n

j=0

(11)

A. Technique de projections spectrale

La technique de projection spectrale utilise le produit interne
entre les variables d’état X, (t,f) et les polynomes L, (f)
puis exploite la propriété d’orthogonalité de ces derniers pour
exprimer les modes stochastiques Yi'j (t) comme suit :

- 1
Xi,j(t)=—<L2(§)>in (L)L (SW(S)dé (2)
j -1
Des techniques numériques sont utilisées pour approximer
I’intégrale (12) telle que la méthode de Monte Carlo. Dans ce
papier la technique de collocation de Gauss est utilisée [14].
Le calcul devient naturellement fastidieux lorsque le nombre
d’incertitude est important.

B. Technique de régression

La méthode de régression consiste a calculer les modes
stochastiques de telle sorte @ minimiser le critere des moindres
carrés suivant ;

X 0)_N |
e=Y % (tE9)-2% ()4 (£9)| L i=L.n
k=1 j=0
(13)
sachant que g est le nombre de points de simulation tel
que P+1< (. Les points de simulation considérés dans ce

papier sont les zéros d’un polynéme de Legendre d’un ordre
suffisamment élevé.

C. Caractéristique statistique

Une fois les modes stochastiques obtenus, ils sont exploités
pour déterminer les statistiques du comportement dynamiques
du systéme incertain étudié. Les moments d’ordre un et deux
(valeur moyenne et variance) sont donnés par :

()= %o 1)

(14)

IV. APPLICATION

L'objectif est de montrer que la combinaison de la méthode
de la variété centrale avec celle du chaos polynomial peut



étre un outil efficace pour simplifier des problémes de
propagation d'incertitude. Dans ce but, le probléme
d'estimation des statistiques a court terme (valeur moyenne et
écart type) d'un systéme dynamique non linéaire sujet a un
état initial incertain est considéré. Ce systeme est un modele a
deux degrés de liberté décrivant un mécanisme de freinage a
tambour (Fig.1). Aprés une bréve description du systéme, la
méthode de la variété centrale est appliquée pour obtenir un
modele réduit du second ordre sur lequel les techniques non
intrusives sont appliquées pour déterminer les statistiques du
modele original.

A. Description du systeme

Le modele représenté dans Fig.1 se compose d’une masse
tenue contre une bande mobile ; le contact entre la masse et la
bande est modélisé par deux plaques soutenues par deux
raideurs cubiques différentes. Pour plus de simplicité, les
surfaces de la masse et de bande sont supposées toujours en
contact, voir pour plus de détail I’étude d” Hultén [13] et celle
de Sinou [21].

ity

l

Fig.1 Systéme mécanique de freinage a tambour

La représentation du systéme dans I’espace d’état peut étre
obtenue sous la forme suivante :

X(t) = A(u)x(t)+ i (x(1), )

ou X(t):[xl(t) Xz(t) XS(t) X4(t):|Tsachant que

(15)

X ()=X(t), % (t)=X,(t), x(t)=X,(t)et
X (1) =X, (t)
0 1 0 0
2 2
—@ o, HOo,
Au)= 0 0 0 et
_/Ua)lz 0 _a)z2 —1,0,
0
NL,,3 NL,,3
—p % (U)+ ey %5 ()
fNL(X(t)Hu): 1 . b A3

—uey % (1) =9, % (1)

ou 177, =C;//mk; sont les coefficients d’amortissement

relatifs, @, =«/ki /m les pulsations propres du systéme et

p!" =k /m avec i=12. Pour I'application, les

valeurs numériques des parametres physiques sont données
par :

o= 27z§<100NrLad/s, w, =27 %715 radls,n, =n, =0.02,
o =aopetg, =0.

B. Application de la méthode de la variété centrale

Comme mentionné dans la section 2, la méthode de la
variété centrale donne un formalisme puissant permettant de
réduire un systeme dynamique non linéaire prés de I'équilibre
dans un voisinage de bifurcation de Hopf. S’agissant du
systeme (15), il est facile de remarquer que l'origine est son
point équilibre. De plus, il peut étre montré, par une étude
paramétrique, que 4, =0.289368 est un point de
bifurcation de Hopf pour ce méme systeme. En ce point,
I'approximation linéaire de (15) posséde une paire de valeurs
propres imaginaires et une autre paire de valeurs complexes
aux parties réelles négatives. Pour calculer le systéme d’ordre
réduit, I’ordre de la variété centrale est fixé a trois. La
fonction h, polyndme du troisiéme degré, est calculée en
résolvant I’équation (7) correspondant au degré fixé et au
systeme (15). Aprés avoir substituer les variables stables par
leur expression dans la variété centrale, un modéle du second
ordre est obtenu pour ﬂ=(1+ g),uo avec £¢=10". Le
comportement dynamigue du systeme (15) correspondant a
I'état initial X 0):?10‘4 0 O Of est illustré dans
figure 2 et est comparé a celui du madéle d’ordre réduit
obtenu.

Il peut étre observé que le modéle d’ordre réduit présente bien
le méme comportement dynamique que le systéme original.
En effet, le modéle d’ordre réduit présente comme le systéme
original une dynamique oscillante qui s’illustre en un cycle
limite. Un léger écart sur les amplitudes d’oscillation est
observé. Ce méme écart peut étre éventuellement réduit en
augmentant I’ordre de la variété centrale i.e I’ordre du

polyndme h .

Modele original
— —Modele réduit

dX1/dt ( misec)

'
IS
T

|
K]

X1 (ty(m) x10°

Fig.2 Trajectoire de phase au voisinage de la bifurcation de
Hopf



C. Propagation de I’incertitude

Le modele d’ordre réduit combiné avec les techniques non
intrusives, va étre exploité pour obtenir les statistiques
dynamiques a court terme du systéme original (15). L’analyse
des statistiques dynamiques a long terme est un probléme plus
compliqué di aux limites du chaos polynomial qui I’empéche
de traiter ce type de statistiques. Ce point n’est donc pas
considéré dans ce papier.

Considérons le cas ou I’incertitude provient du déplacement
initial X1(O) qui suit une loi de distribution uniforme sur

I’intervalle [10’4 3.10’4].

Remarquons tout d’abord la sensibilité importante du
comportement dynamique du systéeme (15) par rapport aux
petites variations des conditions initiales. Ce fait est illustré
dans la figure 3 ou les trajectoires de phase correspondant a
trois conditions initiales différentes sont relevées.

a1t (mbsee)

&

o
¥ m) o1

Fig.3. Trajectoires de phase pour différentes conditions
initiales

Les techniques non intrusives (la régression ainsi que la
projection spectrale non intrusive utilisant la collocation de
gauss) et la méthode de MC sont appliquées au modéle réduit.
L’ordre du développement en polynémes de Legendre est fixé
a cing. L’influence de I'ordre du développement n’est pas
traitée dans ce papier. En effet, rappelons que I’objectif de
I’application est de montrer la praticabilité de la combinaison
variété centrale et chaos polynomial dans le contexte de
I’analyse robuste des systémes dynamiques.

La valeur moyenne et I’écart type du déplacement X, (t) et
de la vitesse correspondante sont estimés et comparés aux
résultats obtenus par la méthode de MC appliquée au modele
original en utilisant 1000 échantillons. Les trajectoires de
phase moyennes du systéme (15) estimées par les différentes
méthodes sont représentées dans la figure 4. Les écarts types
obtenus par ces mémes méthodes sont illustrés dans la figure
5.
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Fig.4. Trajectoire moyenne de phase
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Fig.5. Ecart type instantané du déplacement et de la vitesse

En observant les figures 4 et 5, il peut étre remarqué que les
statistiques (les valeurs moyennes et les écarts types
instantanés) du déplacementxl(t)et de la vitesse X, t)
obtenus en propageant I’incertitude dans le modéle réduit via
les différentes méthodes (la projection spectrale utilisant la
collocation de Gauss, la régression et la méthode de MC)
approximent convenablement les statistiques du systéme
original, obtenues par la méthode de MC.

Le développement en polyndmes de chaos peut étre vu
comme étant un modele plus simple pouvant approximer un
systeme dynamique incertain plus complexe. En effet, le
réponse d’un systeme dynamique incertain peut é&tre
reconstruite une fois les modes stochastiques sont calculés.
Cette opération ne nécessite que I’évaluation des polynémes.
Aucune simulation du systéme n’est nécessaire. Dans le
contexte de I’application développée jusqu’ici, les réponses du
systemes original (15) correspondant a quelques conditions
initiales sont reconstruites a partir du développement en
polynédmes de Legendre d’ordre 5 dont les modes sont
calculés en utilisant le modele d’ordre réduit. Les trajectoires
de phase correspondant a X1(0)=2.1O’4 et a
X, (0) =3.10"* sont relevées respectivement dans les figures
Get7.
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V. CONCLUSION

Une nouvelle méthodologie pour traiter le probléme de la
propagation des incertitudes dans les systemes dynamiques
non linéaires stochastiques est proposée dans cet article. La
méthode consiste en la combinaison de la théorie de la
variété centrale avec celle du chaos polynomial.
L’applicabilité tout comme [I’efficacité de la méthode
proposée, ont été vérifiées sur un systeme de freinage a
tambour caractérisé par des conditions initiale incertaines. La
méthode de la variété centrale est tout d’abord appliquée. Une
variété centrale d’ordre trois est calculée puis un modele du
second ordre est généré a partir du modele original du systéme
de freinage. La méthode de Monte Carlo ainsi que deux
techniques non intrusives (projection spectrale et régression)
du chaos polynomial sont ensuite appliquées au modéle
d’ordre réduit pour quantifier les statistiques a cours terme du
modéle original. La détermination des statistiques dynamiques
a long terme est un probléme plus compliqué. En effet, le
chaos polynomial présente des insuffisances pour traiter des
statistiques dynamiques a long terme di a un phénomeéne de
perte d’énergie. Celle-ci est concentrée dans les modes
d’ordres les plus élevés ce qui rend [Iutilisation du
développement non pratique. D’autres outils, tels que les
ondelettes, peuvent étre considérés dans la perspective
d’analyser les statistiques a long terme. Des recherches
s’inscrivant dans ce contexte sont en cours de réalisation.

Sébastien Berger remercie l'agence nationale frangaise de
recherches pour son aide financiére inscrite dans le cadre du
programme ANR-07-JCJC-0059-01-CSD2.
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