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Résumé—Ce papier propose la conception d’observateur sen-
sible aux défauts capteurs et actionneurs et robuste vis à
vis des perturbations extérieures pour des systèmes non
linéaires décrits par un modèle flou de type Takagi-Sugeno
(T-S). La technique utilisée est celle des systèmes descrip-
teurs en considérant les défauts capteurs comme étant des
variables d’état auxiliaires. Nous utilisons les normes H− et
H∞ afin d’assurer la robustesse vis à vis des perturbations
et la sensibilité vis à vis des défauts. La synthèse de l’ob-
servateur est obtenue en utilisant les Inégalités Matricielles
Linéaires (LMI). Enfin, un exemple de simulation est pro-
posé pour montrer l’efficacité de la méthode proposée.

Mots-clés—Modèle Takagi-Sugeno, observateur, défauts cap-
teurs/actionneurs, H−, H∞, LMI.

I. Introduction

Pour des raisons de sécurité et de bon fonctionnement
des procédés industriels, plusieurs travaux de recherche se
sont focalisés, ces dernières années, sur le problème de
détection et de diagnostic des défauts capteurs et/ou ac-
tionneurs (voir par exemple [1][2][3][4][5][6][7] et références
incluses). En effet, les défauts peuvent entrâıner des ano-
malies de fonctionnement du système et peuvent provoquer
éventuellement des dommages importants sur les procédés
[8][9]. Il s’avère intéressant de développer des stratégies
permettant la détection et l’estimation des défauts afin
d’agir à temps. Dans ce contexte, quelques méthodes ont
été développées pour la détection des défauts à base d’ob-
servateur [10][11][12][13]. Parmi ces travaux, les problèmes
de sensibilité aux défauts et de robustesse vis à vis des
perturbations ont été abordés. Pour traiter le problème de
robustesse, plusieurs approches ont été proposées en uti-
lisant la norme H∞ [12][14], et récemment la norme H−
[3][11][13][15]. Par exemple dans [12], l’idée de base est
de ramener le problème de détection robuste de défaut
à un problème de H∞ standard. Dans [10][15][16], des
méthodes similaires aux travaux cités cités précédemment
basées sur les observateurs et le formalisme des Inégalités
Matricielles Linéaires (LMI) ont été élaborées avec l’ap-
proche H− et le multi-objectifs H−/H∞ pour la détection
de défauts des systèmes linéaires. Des méthodes basées
sur les observateurs à entrées inconnues linéaires ou non
linéaires ont été également utilisées [5][6][7][17]. Dans le

cas des modèles flous de type Takagi-Sugeno (T-S), des
méthodes de détection de défauts et de rejet de per-
turbations basées sur la synthèse d’observateurs ont été
également proposées [7][18]. En outre, l’estimation des va-
riables d’état et des défauts est obtenue en exploitant les
techniques des systèmes descripteurs ou en utilisant les
techniques des observateurs à entrées inconnues (voir par
exemple [5][6][7][19][20]). Ainsi, des algorithmes de diag-
nostic des défauts capteurs et/ou actionneurs basés sur
différentes techniques (observateur à entrées inconnues,
technique de mode glissant, technique descripteur...) ont
été proposées [1][19][21].

L’objectif de ce travail est la synthèse d’un observateur
sensible aux défauts avec rejet de perturbation pour des
modèles flous de type T-S. Le modèle T-S est supposé sou-
mis à des défauts capteurs et actionneurs et des perturba-
tions extérieures. La synthèse utilise la minimisation de la
norme H∞ pour rendre l’observateur robuste vis à vis des
perturbations et la maximisation de la norme H− pour le
rendre le plus possible sensible aux défauts. Les conditions
de synthèse sont résolues avec un algorithme itératif impli-
quant des LMI [22].

Ce papier est structuré comme suit : dans la section II
nous présentons la structure du modèle T-S et celle de l’ob-
servateur considérées. Les conditions de synthèse de l’ob-
servateur sont formulées en utilisant les performances H∞
et H− dans les sections III et IV respectivement. La sec-
tion V est consacrée à la synthèse multi-objectifs H−/H∞
de l’observateur. La section VI présente un exemple de si-
mulation pour illustrer l’efficacité de la méthode proposée.

Notation : Une matrice P symétrique définie positive
est notée par P > 0, la transposée et l’inverse d’une matrice
P sont, respectivement, PT et P−1. I est la matrice identité
de dimension appropriée. Le symbole ∗ indique une quan-
tité transposée dans une matrice symétrique. Afin d’alléger
l’écriture µi(ξ(t)) est abrégée sous la forme µi(t).



II. Formulation du problème

A. Modèle flou de type T-S

Considérons le modèle flou de type T-S décrit par des
règles floues de la forme Si-Alors. La ième règle du modèle
flou est de la forme suivante

Règle i : Si ξ1(t) est M1i et, ..., et ξg(t) est Mgi

Alors ẋ(t) = Aix(t) +Biu(t)

y(t) = Cx(t) (1)

où x(t) ∈ IRn est le vecteur d’état, u(t) ∈ IRm est le
vecteur d’entrée et y(t) ∈ IRp est le vecteur de mesure.
Ai, Bi et C sont des matrices de dimensions appropriées.
ξ(t) = [ξ1(t)...ξg(t)] sont les variables de prémisses sup-
posées mesurables et Mij désignent le j ème ensemble flou
associé à la ième variable xi(t). Alors le système flou de
type T-S est inféré sous la forme suivante

ẋ(t) =
l∑

i=1

µi(ξ(t))
(
Aix(t) +Biu(t)

)
y(t) = Cx(t) (2)

où l est le nombre de règles floues, avec

µi(ξ(t)) =
ωi(ξ(t))∑l
i=1 ωi(ξ(t))

, ωi(ξ(t)) =

g∏
j=1

Mij(ξj(t)) (3)

vérifiant

l∑
i=1

µi(ξ(t)) = 1 et µi(ξ(t)) > 0 pour i = 1, ..., l (4)

Dans ce papier, nous considérons un modèle flou de type
TS à temps continu soumis à des défauts capteurs, des
défauts actionneurs et des perturbations inconnues sup-
posées bornées. Alors le système (2) se réécrit sous la forme
suivante

ẋ(t) =
l∑

i=1

µi(t)
(
Aix(t) +Biu(t)

)
+Bff(t) +Bdd(t)

y(t) = Cx(t) +Dff(t) (5)

où d(t) ∈ IRld est la perturbation bornée, f(t) ∈ IRls

représente le vecteur de défaut. Bd, Bf et Df sont des
matrices de dimensions appropriées.
Afin d’estimer le vecteur d’état et les défauts capteur et ac-
tionneur, nous considérons le défaut comme étant un état
auxiliaire du système augmenté (6). Un système augmenté
descripteur est construit. Alors le système flou T-S (5) re-
sultant admet l’expression suivante

Ē ˙̄x(t) =

l∑
i=1

µi(t)
(
Āix̄(t) + B̄iu(t)

)
+ B̄dd(t)

+D̄fxs(t) + B̄ff(t)

y(t) = C̄x̄(t) = C∗x̄(t) + xs(t) (6)

avec

xs(t) = Dff(t), (7a)

x̄(t) =
(
xT (t) xT

s (t)
)T

, (7b)

Ē =

(
In 0
0 0p

)
, Āi =

(
Ai 0
0 −Ip

)
(7c)

B̄i =

(
Bi

0p

)
, B̄d =

(
Bd

0p

)
, (7d)

B̄f =

(
Bf

0p

)
, D̄f =

(
0n
Ip

)
, (7e)

C∗ =
(
C 0p

)
et C̄ =

(
C Ip

)
(7f)

Dans cette étude, nous considérons la structure de l’obser-
vateur suivante

Eż(t) =
l∑

i=1

µi(t)
(
Fiz(t) + B̄iu(t)

)
(8a)

ˆ̄x(t) = z(t) + Ly(t) (8b)

ŷ(t) = C∗ ˆ̄x(t) = Cx̂(t) (8c)

avec z(t) ∈ IRn+p est le vecteur d’état auxiliaire de l’obser-
vateur proposé et ˆ̄x(t) ∈ IRn+p est le vecteur d’état estimé
de (6). Fi, E et L sont les matrices gains de l’observateur
à déterminer.
Le paragraphe suivant décrit le principe de synthèse d’un
observateur permettant de détecter le défaut et de garantir
un rejet de perturbation.

B. Génération du résidu et atténuation des perturbations

Définissons l’erreur d’estimation e(t) et le signal de
résidu r(t) :

e(t) = x̄(t)− ˆ̄x(t) (9a)

r(t) = V (y(t)− ŷ(t)) (9b)

avec V est la matrice de pondération de résidu.

Définition 1 : Etant donné un système flou (5), deux
scalaires γ > 0 et β > 0. L’observateur (8) est appelé ob-
servateur H−/H∞ de détection de défaut s’il est asympto-
tiquement stable et les inégalités suivantes sont satisfaites∫ ∞

0

rT (t)r(t)dt ≤ γ2

∫ ∞

0

dT (t)d(t)dt (10)

∫ ∞

0

rT (t)r(t)dt ≥ β2

∫ ∞

0

fT (t)f(t)dt (11)

L’objectif est de concevoir un observateur admissible (8)
afin de minimiser γ et maximiser β, c-à-d un observateur
robuste aux perturbations d(t) et sensible aux défauts f(t).
Dans la suite, nous déterminons l’équation de l’erreur dy-
namique. A partir de (6) et (8), nous considérons le système
suivant

(Ē + ELC̄) ˙̄x(t)− E ˙̄̂x(t) =

l∑
i=1

µi(t)
(
(FiLC

∗ + Āi)x̄(t)

−Fi ˆ̄x(t)
)
+ B̄dd(t) + (FiL+ D̄f )xs(t) + B̄ff(t) (12)



Afin de déterminer le triplet (E, Fi, L) de l’observateur
(8), nous considérons les conditions suivantes

E = Ē + ELC̄ (13a)

Fi = Āi + FiLC
∗ (13b)

FiL = −D̄f (13c)

Pour satisfaire les conditions (13), nous proposons la solu-
tion suivante

Fi =

(
Ai 0
−C −Ip

)
(14a)

L =

(
0
Ip

)
(14b)

E =

(
In +QC Q

RC R

)
(14c)

R et Q sont des matrices à déterminer pour la synthèse de
l’observateur et garantir la non singularité de la matrice E.
Ce qui nous amène à écrire

Eė(t) =
l∑

i=1

µi(t)Fie(t) + B̄dd(t) + B̄ff(t) (15)

par la suite nous obtenons

ė(t) =
l∑

i=1

µi(t)Sie(t) +Gdd(t) +Gff(t) (16a)

r(t) = V
(
C∗e(t) +Dff(t)

)
(16b)

avec Si = E−1Fi, Gf = E−1B̄f et Gd = E−1B̄d où

E−1 =

(
In −QR−1

−C R−1 + CQR−1

)
(17)

ce qui nous donne

Si =

(
Ai +QR−1C QR−1

−CAi − (R−1 + CQR−1)C −R−1 − CQR−1

)
(18)

Gf =

(
Bf

−CBf

)
, Gd =

(
Bd

−CBd

)
(19)

Rappelons que R est une matrice de réglage à choisir non
singulière. Remarque 1 : Notons que le résidu r(t) ne
dépend pas uniquement du défaut f(t), mais aussi de l’état
x(t). De ce fait, le problème de synthèse de l’observateur
se ramène à la détermination d’une part, des matrices R,
Q (c’est à dire la détermination de la matrice E définie
par (14c) ) et d’autre part de la matrice de pondération du
résidu V (9b) telle que :
– l’erreur d’observation e(t) tend asymptotiquement
vers zéro ;

– le résidu r(t) assure une bonne sensibilité au défaut
f(t) et une robustesse vis à vis des perturbations d(t).

Dans le cas des perturbations nulles, i.e d(t) = 0, nous
avons

ėf (t) =

l∑
i=1

µi(t)Sief (t) +Gff(t) (20a)

rf (t) = V
(
C∗ef (t) +Dff(t)

)
(20b)

Dans le cas des défauts nuls, i.e f(t) = 0, nous pouvons
écrire

ėd(t) =
l∑

i=1

µi(t)Sied(t) +Gdd(t) (21a)

rd(t) = V C∗ed(t) (21b)

III. Synthèse d’observateur avec rejet de
perturbations

Dans cette section, nous traitons le problème de rejet de
perturbations en considérant les performances H∞. Une
condition suffisante pour garantir l’existence de l’observa-
teur est présentée ci-dessous.

Lemme 1 : Le modèle (21) est asymptotiquement stable
et garantit les performances (10), s’il existe une matrice
P > 0 et un scalaire γ > 0, tels que(

ST
i P + PSi + C∗TV TV C∗ PGd

∗ −γ2I

)
< 0 i = 1, ..., l

(22)
Preuve : Voir par exemple [19] [22].

Le théorème suivant assure la convergence asympto-
tique de la dynamique de l’erreur d’estimation et garan-
tit l’atténuation des perturbations extérieures sous formes
LMI.

Théorème 1 : Le modèle (21) est asymptotiquement
stable et garantit la performance (10), s’il existe des ma-
trices P1 > 0, P2 > 0, des matrices Z1, Z2 et V et un
scalaire γ > 0, tels que les LMI suivantes sont satisfaites,
pour i = 1, ..., l

Λ1i Λ2i P1Bd CTV T

∗ −Z2 − ZT
2 −P2CBd 0

∗ ∗ −γ2I 0
∗ ∗ ∗ −I

 < 0 (23)

avec

Λ1i = P1Ai + (P1Ai)
T + Z1C + (Z1C)T (24a)

Λ2i = Z1 − (CAi)
TP2 − CTZT

2 (24b)

Alors l’observateur (8) est défini par (14) avec

1) R = (P−1
2 Z2 + CP−1

1 Z1)
−1

2) Q = P−1
1 Z1R

Preuve : En se basant sur le lemme 1, et en appliquant le
complément de Schur, la condition (22) devient ST

i P + PSi PGd C∗TV T

∗ −γ2I 0
∗ ∗ −I

 < 0 (25)

soit P = diag(P1, P2) > 0 et en utilisant les équations
(18)-(19), nous obtenons

∆1i ∆2i P1Bd CTV T

∗ ∆3i −P2CBd 0
∗ ∗ −γ2I 0
∗ ∗ ∗ −I

 < 0 (26)



où

∆1i = P1Ai + (P1Ai)
T + P1QR−1C + (P1QR−1C)T (27a)

∆2i = P1QR−1 − (CAi)
TP2 − CT (R−1 + CQR−1)TP2(27b)

∆3i = −P2(R
−1 + CQR−1)− (R−1 − CQR−1)TP2 (27c)

Il convient de remarquer que les conditions (26) ne sont
pas conjointement convexes vis à vis des matrices P1, P2,
Q et R. En introduisant les changements de variables :

Z1 = P1QR−1 (28a)

Z2 = P2(R
−1 + CQR−1) (28b)

nous obtenons (23).

IV. Synthèse d’observateur sensible aux défauts

Dans ce qui suit, nous considérons le problème de sensi-
bilité du résidu r(t) vis à vis du défaut f(t). Pour atteindre
cet objectif, la norme H− est utilisée pour que le résidu
soit aussi sensible que possible au défaut f(t).

Théorème 2 : Le modèle (20) est asymptotiquement
stable et garantit la performance (11), s’il existe des ma-
trices P1 > 0, P2 > 0, des matrices Z1, Z2 et V et un
scalaire β > 0, tels que, pour i = 1, ..., l Λ1i − CTV TV C Λ2i −P1Bf + CTV TV Df

∗ −Z2 − ZT
2 −P2CBf

∗ ∗ β2I −DT
f V TV Df

 ≤ 0

(29)

où Λ1i et Λ2i sont définies par(24). L’observateur (8) est
défini par (14) avec

1) R = (P−1
2 Z2 − CP−1

1 Z1)
−1

2) Q = P−1
1 Z1R

Preuve : Considérons la fonction de Lyapunov suivante

V(t) = eTf (t)Pef (t) (30)

avec P > 0. Ainsi nous obtenons en considérant (20) :

J− =

∫ ∞

0

rTf rfdτ − β2

∫ ∞

0

fT fdτ

=

∫ ∞

0

(
rTf rf − β2fT f − dV(ef )

dτ

)
dτ +V(ef )

=

∫ ∞

0

(
(C∗ef +Dff)

TV TV (C∗ef +Dff)

−β2fT f −
l∑

i=1

µi(t)
(
(Sief +Gff)

)T
Pef

−
l∑

i=1

µi(t)e
T
f P (Sief +Gff)

)
dτ +V(ef )

=

∫ ∞

0

l∑
i=1

µi(t)

(
ef
f

)T

Υi

(
ef
f

)
dτ +V(ef )

(31)

où

Υi =

(
−ST

i P − PSi + (V C∗)TV C∗ (V C∗)T (V Df )− PGf

∗ −β2I + (V Df )
T (V Df )

)

par conséquent, si Υi ≥ 0 pour i = 1, ..., l, nous pouvons
garantir J− ≥ 0, soit(

ST
i P + PSi − (V C∗)TV C∗ (V C∗)T (V Df )− PGf

∗ β2I − (V Df )
T (V Df )

)
≤ 0

(32)

en utilisant P = diag(P1, P2) > 0, les équations (18)-(19)
et les changements de variables définis par (28), nous ob-
tenons les conditions (29).

Notons que les conditions (29) ne sont pas linéaires vis à
vis de la matrice V . Dans la section suivante, nous propo-
sons une procédure itérative inspirée de [3] pour linéariser
les conditions (29) combinées avec (23).

V. Observateur multi-objectifs H−/H∞ pour la
détection de défauts et le rejet de

perturbations

Pour concevoir un observateur robuste vis à vis des per-
turbations et sensible aux fautes, nous proposons de mixer
les normes H− et H∞ comme suit.

Théorème 3 : Le modèle (16) est asymptotiquement
stable et garantit les performances (10) et (11) s’ils existent
des matrices P1 > 0, P2 > 0, des matrices Z1, Z2 et V et
des scalaires γ > 0 et β > 0, tels que les conditions définies
par (23) et (29) sont vérifiées, pour i = 1, ..., l.

Notre objectif consiste à déterminer les matrices Q, R et
V qui satisfont les performances (10) et (11). Toutefois,
comme indiqué ci-dessus, les performances mixtes H− et
H∞ données par le théorème 3, conduisent à un problème
non linéaire en V . Pour résoudre ce problème, nous envi-
sageons le changement de variables suivant

V k
f = V k−1Df (33a)

V k
c = V k−1C (33b)

Selon le théorème 2, en utilisant le complément de Schur,
(29) sont remplacées par les conditions suivantes, pour i =
1, ..., l

Λ1i + 2G1(V, V k
c ) Λ2i −P1Bf CTV T

∗ −Z2 − ZT
2 −P2CBf 0

∗ ∗ β2I + 2G2(V, V k
f ) DT

f V T

∗ ∗ ∗ −I

 ≤ 0

(34)
avec

G1(V, V
k
c ) = (V k

c )TV k
c − (V k

c )TV C − CTV TV k
c (35a)

G2(V, V
k
f ) = (V k

f )TV k
f − (V k

f )TV Df −DT
f V TV k

f (35b)

En effet une méthode itérative peut être utilisée pour
résoudre un tel problème en considérant un point de départ
V 0. Cette valeur initiale V 0 peut être une solution des
conditions LMI (23) pour différentes valeurs de γ. La
procédure ci-dessous résume la méthode proposée :

1) Fixer une valeur de γ

2) Résoudre LMI (23) afin de trouver des solutions fai-
sables P1, P2, Z1, Z2 et V k−1, k = 1

3) Inclure V k−1 dans la LMI (23)-(34) et fixer V k
f =

V k−1Df et V k
c = V k−1C afin de trouver des solutions fai-

sables P1, P2, Z1, Z2 and V k



4) Diminuer γ, augmenter β, fixer k = k + 1 et passer
à l’étape 3. Si la solution faisable ne peut pas être trouvée,
alors Stop.

Notons que lorsque γ et β ne peuvent pas être améliorés,
nous déduisons de (28) les gains de l’observateur (8) satis-
faisant les performances multi-objectives H−/H∞ comme
suit :

1) R = (P−1
2 Z2 + CP−1

1 Z1)
−1

2) Q = P−1
1 Z1R

3) Fi, L et E sont calculées à partir de (14)

VI. Exemple numérique

Pour illustrer l’efficacité de l’observateur robuste de
détection de défauts proposé, considérons le modèle T-S
suivant

ẋ(t) =
2∑

i=1

µi(t)Aix(t) +Bu(t) +Bdd(t) (36)

y(t) = Cx(t) +Dff(t)

avec les paramètres

A1 =

(
−3 1
1 −1

)
, A2 =

(
−2 1
1 0

)
, Df =

(
1 0
0 1

)

B =

(
1 0
0 0, 5

)
, C =

(
0, 1 0
0 0, 1

)
, Bd =

(
0
1

)
En utilisant la procédure décrite ci-dessus, nous obtenons

γ = 0, 7 ; β = 5 et

R =

(
0.8665 −0.1301
−0.1692 0.5021

)

Q =

(
−0.4244 −1.0106
−0.9764 −2.8674

)
Ce qui permet de déduire les gains de l’observateur et la
matrice de pondération de résidu :

F1 =


−3 1 0 0
1 −1 0 0

−0, 1 0 −1 0
0 −0, 1 0 −1



F2 =


−2 1 0 0
1 0 0 0

−0, 1 0 −1 0
0 −0, 1 0 −1


L =

(
0 0 1 0
0 0 0 1

)T

E =


0.9576 −0.1011 −0.4244 −1.0106
−0.0976 0.7133 −0.9764 −2.8674
0.0867 −0.0130 0.8665 −0.1301
−0.0169 0.0502 −0.1692 0.5021


V =

(
26.9603 19.1069
19.1069 65.8304

)
Pour montrer l’efficacité de l’observateur proposé, nous
considérons une perturbation inconnue d(t) avec un bruit

blanc à bande limitée, donné par Fig.1 et un signal de

défaut f(t) =
(
f1(t) f2(t)

)T
décrit comme suit (Fig.4

et Fig.5)

f1(t) =

 0 t < 6
sin(5(t− 6)) 6 ≤ t < 9

0 t ≥ 9

f2(t) =

 0 t < 12
0.1(t− 1) 12 ≤ t < 14

0 t ≥ 14

Pour montrer la sensibilité du résidu aux défauts, les
composantes r1(t) et r2(t) du résidu généré r(t) sont
illustrées respectivement par Fig.2 et Fig.3. La Fig.6
montre l’évolution des trajectoires des variables d’état
x1(t), x2(t) et leurs estimés. Les trajectoires des défauts
f(t) et leurs estimés, sont donnés par Fig.4 et Fig.5, respec-
tivement. Les résultats de simulations montrent la bonne
estimation des deux défauts capteurs et les variables d’état
du système. Nous montrons aussi, la sensibilité des résidus
r(t) aux défauts f(t), et la robustesse vis à vis des pertur-
bations d(t).
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Fig. 1. Perturbation d(t)
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Fig. 2. Valeur du résidu généré r1(t)

VII. Conclusion

Dans cette communication nous avons proposé la concep-
tion d’observateur robuste vis à vis des perturbations
et sensible aux défauts pour des modèles T-S soumis à
des défauts capteurs et actionneurs et des perturbations
extérieures bornées. La méthode utilisée combine les per-
formances H−H∞ et les techniques des systèmes descrip-
teurs. Les conditions de synthèse d’un tel observateur ont
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Fig. 3. Valeur du résidu généré r2(t)
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Fig. 4. Défaut f1(t) et son estimé
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Fig. 5. Défaut f2(t) et son estimé
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Fig. 6. Variables d’état (x1(t), x2(t)) et leurs estimés

été formulées en termes de LMI. Un algorithme de LMI
itératif a été proposé pour résoudre le problème bilinéaire
obtenu. Un exemple académique a été proposé afin de mon-
trer l’efficacité de l’approche proposée.
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