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Résuḿe— Cet article propose une nouvelle technique permettant de
déterminer les ensembles ellipsoı̈daux positifs invariants minimal et maxi-
mal pour des syst̀emes lińeairesà temps discret soumis̀a des perturbations
et contraintes physiques. Pour la loi de commande considérée, l’état du
syst̀eme est estiḿe à l’aide d’un observateur et la robustesse est garantie
grâce à la synthèse d’un param̀etre de Youla. L’analyse propośee montre
que l’impact positif du paramètre de Youla sur la fonction de sensibilit́e
peut être transpośe en termes de diminution du volume de l’ensemble el-
lipsoı̈dal minimal ou de l’augmentation du volume de l’ensemble maximal.
L’ensemble minimal permet de mesurer l’influence des perturbations et in-
certitudes sur l’évolution du syst̀eme et l’ensemble maximal permet de me-
surer la r égion de l’espace dans laquelle les contraintes sont satisfaites. Une
application à la commande en position d’un moteur alternatif asynchrone
illustre l’influence du paramètre de Youla sur les volumes des ensembles
invariants.
Mots-cĺes— Contraintes, ellipsöıdes, invariance, ińegalités linéaires matri-
cielles (LMI), robustesse, S - proćedure.

I. I NTRODUCTION

L’utilisation des ensembles invariants pour la synthèse de lois
de commande robustes a connu un développement significatif
au cours des dernières anńees. Ainsi, pour les systèmes sous
contraintes, de nombreuses techniques utilisant les ensembles
invariants ontét́e propośees : [8] a consid́eŕe la commande
prédictive sous contraintes pour des systèmes incertains d́ecrits
sous forme polytopique ou ayant une incertitude structurée
dans la boucle ; [11] áegalement travaillé avec la commande
prédictive sous contraintes et des incertitudes polyédrales mais
en utilisant l’invariance ṕeriodique ; [2] a trait́e des syst̀emes
soumis à des perturbations bornées. Dans cet article, nous
consid́erons des systèmes lińeaires discrets soumisà des pertur-
bations borńees. Notons en effet que les incertitudes de modèle
peuvent se représenter de façońequivalente par une perturba-
tion appropríee. De plus, l’́etat est supposé non accessible de
sorte qu’un observateur doitêtre imṕerativement inclus avec
le correcteur. Ce type de correcteur peutêtre ensuite robus-
tifi é, ǵeńeralement hors-ligne, avec un paramètre de Youla (ou
param̀etre Q), comme illustŕe par plusieurs auteurs ([9], [10],
[15]). Le param̀etre de Youla permet de robustifier le correc-
teur vis-̀a-vis des incertitudes ou des perturbations sans modi-
fier le comportement entrée-sortie. La synth̀ese de ce param̀etre
est ŕealiśee en utilisant des techniques qui améliorent la fonc-
tion de sensibilit́e de la boucle ferḿee vis-̀a-vis des incertitudes
consid́eŕees. Cet article propose une analyse du paramètre Q au
moyen des techniques ensemblistes.

Un ensemble positif invariantpeut être brìevement d́efini
comme un sous-ensemble de l’espace d’état ayant la propriét́e
que, s’il contient l’́etat du syst̀emeà un instant donńe, alors il
le contiendráegalement lors de sońevolution future (voir l’An-
nexe). L’́etat entrant dans cet ensemble n’en sortira donc jamais.
Un ensemble estinvariant si l’inclusion de l’́etat à un instant

donńe implique l’inclusion dans le futur et dans le passé [1].
L’existence d’un ensemble invariant est uneétape importante

dans la solution de nombreux problèmes de synth̀ese, en particu-
lier s’il faut consid́erer la satisfaction des contraintes. Une autre
cat́egorie de probl̀emes trait́es au moyen d’ensembles invariants
est celle des systèmes incertains ou perturbés, pour cette classe
la notiond’invariance positive robusteest utiliśee [1]. Dans ce
sens, l’objectif est ici de d́eterminer les ensembles positifs in-
variants robustes pour des systèmes soumis̀a des contraintes et
affect́es par des perturbations bornées.

Par ailleurs, la th́eorie des ensembles invariants fournit un
cadre th́eorique approprié pour traiter le problème de stabi-
lit é. L’existence d’un ensemble invariant (ellipsoı̈dal ou polyto-
pique) est́equivalentèa l’existence d’une fonction de Lyapunov
et par conśequent est́equivalentèa un test de stabilité [13]. En
présence de bruit ou d’incertitudes, la notion de stabilité entŕee-
état (input to state stability - ISS) est utilisée car il n’est pas
possible de garantir que l’origine est asymptotiquement stable
([5], Annexe).

Les ensembles invariants les plus utilisés pour approximer
les ensembles invariants réels sont de type ellipsoı̈dal, car ils
peuventêtre aiśement associés à des outils puissants tels que
l’ équation de Lyapunov ou les inégalit́es lińeaires matricielles
(Linear Matrix Inequalities - LMI - [14], [2]). Cet article en-
visage donc de d́efinir les ellipsöıdes invariants maximaux et
minimaux pour des systèmes lińeairesà temps discret, soumis
à des contraintes et perturbations, dont l’état est estiḿe via un
observateur et dont la fonction de sensibilité est modifíee par un
param̀etre de Youla. A partir des concepts préćedents, ces el-
lipsöıdes garantissent que l’état restèa l’intérieur d̀es lors qu’il
y arrive, que les contraintes sont satisfaites et que l’input to state
stability est assuŕee. L’ellipsöıde positif invariant maximal cor-
respondà la plus grande région ellipsöıdale de l’espace pour
laquelle les contraintes sont satisfaites malgré l’influence des
incertitudes et perturbations considéŕees. L’ellipsöıde positif in-
variant minimal est le plus petit ellipsoı̈de tel que le système
étantà l’équilibre et en pŕesence de bruit et de contraintes, l’état
ne traverse pas ces frontières. Le volume de ces ellipsoı̈des est
corŕeléà l’influence des perturbations sur l’évolution du syst̀eme
en ŕegulation en consid́erant des contraintes sur l’entrée ; ainsi
un ensemble minimal de faible volume ou un ensemble maxi-
mal de volume important (par rapportà l’ellipsöıde sans pertur-
bations) correspond̀a un syst̀eme command́e peu sensible aux
perturbations consid́eŕees. L’apport proposé ici consiste avant
tout en la manìere de calculer les ensembles ellipsoı̈daux inva-
riants maximal et minimal pour le type de système consid́eŕe et
en l’analyse de l’influence du paramètre de Youla sur leur vo-
lume.



L’article est organiśe comme suit. Des notations et
préliminaires ńecessaires̀a la compŕehension sont rappelés dans
la section 2. La section 3 présente les principaux résultats líesà
la description de la technique utilisée pour trouver les ellipsoı̈des
invariants maximal et minimal pour des systèmes lińeairesà
temps discret avec observateur, paramètre de Youla, contraintes
sur la commande et bruit d’état et de mesure. Ces résultats sont
exprimés en termes de LMI, très populaires dans la littérature
sṕecialiśee puisqu’elles impliquent des outils numériques effi-
caces pour leur manipulation. Les résultats obtenus en simula-
tion en section 4 illustrent l’influence de la paramétrisation de
Youla sur le volume des ellipsoı̈des. Des remarques finales et
conclusions sont données en section 5. Enfin, les définitions et
les th́eor̀emes les plus appropriés utiliśes ici sont pŕesent́es en
annexe.

II. FORMULATION DU PROBLÈME

Soit le syst̀eme lińeaireà temps discret :

x(k+1) = Ax(k)+Bu(k)+Bω ω(k),
y(k) = Cx(k)+Bvv(k).

(1)

L’observateur mis en oeuvre pour reconstruire l’état a la
forme suivante :

x̂(k+1) = Ax̂(k)+Bu(k)+L(y(k)− ŷ(k)),
ŷ(k) = Cx̂(k).

(2)

Nous consid́erons qu’un param̀etre Q aét́e pŕealablement
synth́etiśe [15], afin d’aḿeliorer la robustesse d’un correcteur
initial assocíe à l’observateur :

xQ(k+1) = AQxQ(k)+BQỹ(k),
ũ(k) = CQxQ(k)+DQỹ(k),
ỹ(k) = y(k)− ŷ(k).

(3)

où x∈R
nx est l’état du syst̀eme,u∈R

m la commande ,y∈R
p la

sortie,ω ∈R
nω le bruit d’état,v∈R

nv le bruit de mesure, ˆx∈R
nx

l’ état estiḿe, xQ ∈ R
nq l’ état du param̀etre de Youla, ˜u∈ R

m la
sortie de Q, ˜y∈ R

p l’entrée deQ, L ∈ R
nxxp est le gain de l’ob-

servateur etAQ ∈ R
nqxnq,BQ ∈ R

nqxp,CQ ∈ R
mxnq,DQ ∈ R

mxp

constituent la représentation d’́etat du param̀etre de Youla. La
Fig. 1 illustre l’architecture proposée avec le correcteur, l’obser-
vateur et le param̀etre de Youla.
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Fig. 1. Correcteur dans l’espace d’état avec le param̀etre de Youla.

La loi de commande supposée connue est donnée par :

u(k) = −Fx̂(k)− ũ(k). (4)

On consid̀ereégalement des bornes sur la norme Euclidienne
de la commandeu :

|| u ||2≤ umax. (5)

Le vecteur de bruit regroupant les bruits d’état et de mesure
n = [ωT vT ]T est suppośe borńe :

|| n ||2≤ 1. (6)

Remarque 1 :Les contraintes sur l’entrée sont des contraintes
dures repŕesentant classiquement des limitations physiques au
niveau du processus qui ne peuvent pasêtre relax́ees.
• Pour le syst̀eme avec observateur, il convient d’introduire

la repŕesentation d’́etat augmentée suivante :

xo(k+1) = Aoxo(k)+Bon(k), (7)

où : Ao =

[

A−BF BF
0 A−LC

]

, Bo =

[

Bω 0
Bω −LBv

]

,

xo(k) =

[

x(k)
ε(k)

]

et ε(k) = x(k)− x̂(k) est l’erreur d’estima-

tion.
La commandeu est donńee par :

u(k) = −Fx̂(k) = Foxo(k), (8)

où :
Fo =

[

−F F
]

.

• Si la paraḿetrisation de Youla est introduite, la représentation
d’état augmentée devient :

xy(k+1) = Ayxy(k)+Byn(k), (9)

où

Ay =





A−BF BF−BDQC −BCQ

0 A−LC 0
0 BQC AQ



 ,

By =





Bω −BDQBv

Bω −LBv

0 BQBv



 , xy(k) =





x(k)
ε(k)
xQ(k)



 .

La commande a alors la forme :

u(k) = −Fx ·xy(k)−Fn ·n(k), (10)

avecFx =
[

F −F +DQC CQ
]

, Fn = [0 DQBv].

III. R ÉSULTATS PRINCIPAUX

Comme mentionńe pŕećedemment, l’objectif est de trouver
l’ensemble invariant ellipsoı̈dal minimal (ou maximal) qui as-
sure l’invariance robuste. Le problème est ŕesolu en recherchant
une matrice syḿetrique d́efinie positiveP pour l’ensemble mi-
nimal (ouG = P−1 pour l’ensemble maximal), qui définit l’el-
lipsöıde invariantE = {x∗ | xT

∗ Px∗ ≤ 1} (ouE = {x∗ | xT
∗ G−1x∗ ≤

1}) tel que le volume de l’intersection avec l’espace d’état soit
réduit au minimum (ou la projection sur l’espace d’état est
maximiśee), en pŕesence de contraintes sur la commande et de
bruit. L’intersection (projection) deE avec (sur) le sous-espace
de x est donńee parEx = {x | xTTPTTx ≤ 1} (ou Ex = {x |
xT(TGTT)−1x ≤ 1}), où x = Tx∗ est la fonction d’intersection
(projection) retenue selon la signification dex∗, qui peutêtre
soit xo soit xy. La Fig. 2 repŕesente ces notions de projection



et d’intersection consid́eŕees. Pour la projection, on recherche
l’ellipsoı̈de ayant la plus grande projection surx, cet ellipsöıde
se situeà l’intérieur de la plus grande région pour laquelle les
contraintes et l’invariance sont satisfaites. Pour l’intersection,
on recherche l’ellipsöıde ayant la plus petite intersection avecx,
dans ce cas l’ellipsoı̈de est sitúe à l’extérieur de la plus petite
région pour laquelle l’invariance et les contraintes sont satis-
faites.

Projection maximale surx1

Intersection minimale avecx1

Fig. 2. Projection\intersection d’un ellipsöıde sur\avec le sous espace dex.

Nous pouvons maintenanténoncer les th́eor̀emes permettant
l’analyse en termes d’ellipsoı̈des invariants minimaux et maxi-
maux robustes.

Théor̀eme 1 : Soit le syst̀eme lińeaireà temps discret (1) :

1. Supposons qu’un observateur soit utilisé pour estimer l’́etat,
alors le syst̀eme s’́ecrit sous la forme (7) et la loi de com-
mande est donńee par (8). La minimisation deEx sujet à la
contrainte d’entŕee (5) et̀a la pŕesence du bruitn (nTn≤ 1) est
réaliśee en ŕesolvant la minimisation suivante (correspondantà
un probl̀eme de programmation semi-définie SDP) :

min
P

− log det(TPTT) (11)

sujetà :
[

AT
o PAo−P+αP AT

o PBo

BT
o PAo −αI +BT

o PBo

]

≺ 0 (12)

et
[

P FT
o

Fo u2
maxI

]

� 0. (13)

2. Si la paraḿetrisation de Youla est prise en considération, le
syst̀eme s’́ecrit sous la forme (9) et la loi de commande est
donńee par (10). Dans ce cas la minimisation deEx sujet à la
contrainte d’entŕee (5) et̀a la pŕesence du bruitn (nTn≤ 1) est
réaliśee en ŕesolvant :

min
P

− log det(TPTT) (14)

sujetà :
[

AT
y PAy−P+αP AT

y PBy

BT
y PAy −αI +BT

y PBy

]

≺ 0 (15)

et




P FT
x 0

Fx u2
maxI Fn

0 FT
n I



 � 0. (16)

Preuve 1 : Pour d́etailler comment ont́et́e obtenues les LMI
((12), (15)) qui nous assurent l’invariance en présence de bruit
(et donc aussi l’ISS), nous nous servirons de la fonction de Lya-
punovV = xT

∗ Px∗, P = PT ≻ 0.
Pour l’invariance nous avons la conditionV(k+1)−V(k) <

0. Ceci nous m̀eneà :
[

x∗
n

]T [

AT
∗ PA∗−P AT

∗ PB∗

BT
∗ PA∗ BT

∗ PB∗

][

x∗
n

]

< 0, (17)

où A∗ peut être Ao ou Ay et B∗ peut être Bo ou By, selon
le probl̀eme consid́eŕe. La condition ci-dessus indique que la
fonction quadratique de LyapunovV(x) = xTPx est strictement
décroissante sur chaque trajectoire possible du système.

Par ailleurs, les relationsxT
∗ Px∗ ≥ 1 et nTn ≤ 1 peuvent

s’écrire sous la forme :
[

x∗
n

]T [

P 0
0 −I

][

x∗
n

]

≥ 0. (18)

La S-proćedure permet alors d’affirmer ([6]) que l’inégalit́e
(18) implique (17) s’il existeα ≥ 0 tel que :

−

[

AT
∗ PA∗−P AT

∗ PB∗

BT
∗ PA∗ BT

∗ PB∗

]

≻ α
[

P 0
0 −I

]

.

Notons que l’ińegalit́e matricielle est en fait la LMI (12) (ou
(15)).

La LMI qui nous assure que les contraintes sur la commande
pour le syst̀eme (7) sont satisfaites est obtenue comme suit :

|| u ||22 = || Foxo ||
2
2 = || FoP−1/2P1/2xo ||

2
2 ≤

≤ || FoP−1/2 ||22|| P1/2xo ||
2
2 =

= λmax(FoP−1/2P−1/2FT
o )(xT

o P1/2P1/2xo) ≤
≤ λmax(FoP−1FT

o )

où λmax est la valeur propre maximale.
A partir de cette relation, en utilisant le théor̀eme de Schur,

on voit que l’ińegalit́e || u ||2≤ umax est satisfaite si la LMI (13)
est faisable.

Quand la paraḿetrisation de Youla est introduite, il vient :

|| u ||22 = || Fxxy +Fnn ||22 ≤ || Fxxy ||
2
2 + || Fnn ||22 ≤

≤ || FxP−1/2 ||22|| P1/2xy ||
2
2 + || Fn ||

2
2|| n ||22 =

= λmax(FxP−1FT
x )(xT

y Pxy)+λmax(FnFT
n )(nTn) ≤

≤ λmax(FxP−1FT
x )+λmax(FnFT

n ).

En appliquant le th́eor̀eme du Schur on obtient que|| u ||2≤
umax si la LMI suivante est satisfaite :

[

P FT
x

Fx u2
maxI

]

−

[

0
Fn

]

I

[

0
Fn

]T

� 0.

Enfin, si l’on utilise de nouveau le théor̀eme de Schur, on ob-
tient la LMI (16).

Remarque 2 :L’ellipsoı̈de minimal est, pour un système
linéaire globalement stable, l’ensemble0-reachable (ou 0-
accessible) [1]. Les ensembles accessibles sont utiles pour
décrire les effets d’une perturbation bornée sur un système, ainsi



plus l’ensemble minimal est petit, plus l’effet de la perturbation
est faible.

Théor̀eme 2 : Pour l’ellipsöıde invariant maximal, les résultats
sont les suivants :

1. Pour le syst̀eme (7) avec la loi de commande (8), la maxi-
misation deEx sujet à la contrainte sur la commande (5) età
la pŕesence du bruitn (nTn ≤ 1) est ŕealiśee en ŕesolvant le
probl̀eme SDP :

max
G

log det(TGTT) (19)

sujetà :








G 0 αG GAT
o

0 αI 0 BT
o

αG 0 αG 0
AoG Bo 0 G









≻ 0 (20)

et
[

G GFT
o

FoG u2
maxI

]

� 0. (21)

2. Pour le syst̀eme sous la forme (9) avec la loi de commande
correspondante (10), la maximisation deEx sujetà la contrainte
sur la commande (5) et̀a la pŕesence du bruitn (nTn ≤ 1) est
réaliśee par :

max
G

log det(TGTT) (22)

sujetà :








G 0 αG GAT
y

0 αI 0 BT
y

αG 0 αG 0
AyG By 0 G









≻ 0 (23)

et




G GFT
x 0

FxG u2
maxI Fn

0 FT
n I



 � 0. (24)

Preuve 2 : Pour obtenir (20) ou (23) nous pouvonsécrire la
LMI (12) ou (15) sous la forme :

[

P 0
PA∗ PB∗

]T [

αP−1 0
0 P−1

][

P 0
PA∗ PB∗

]

+

[

−P 0
0 −αI

]

≺ 0.

En appliquant le th́eor̀eme de Schur nous avons :








P 0 αP AT
∗ P

0 αI 0 BT
∗ P

αP 0 αP 0
PA∗ PB∗ 0 P









≻ 0. (25)

En pŕe-et post-multipliant cette ińegalit́e par diag(G, I ,G,G)
on obtient la LMI (20) respectivement (23).

De l’inégalit́e (13) nous d́erivons par congruence avec
diag(G, I ) la LMI (21), par la m̂eme oṕeration avec diag(G, I , I )
nous obtenons la LMI (24) de la LMI (16).

Remarque 3 :Le volume d’un ellipsöıde est inversement
proportionnel au produit des valeurs propres, c’est-à-dire le
déterminant [4]. Par conséquent, pour trouver l’ellipsoı̈de mi-
nimal il convient de ŕesoudre le problème min det(P−1) et
pour trouver l’ellipsöıde maximal le probl̀emeà ŕesoudre est
max det(P−1). Cependant, les outils de MatLab utilisés dans
ce cas sont conçus pour trouver le minimum d’un problème

convexe. Les problèmes pŕećedents sont alors rendus convexes
grâce à la fonction ”logarithme”, soità ŕesoudre en utili-
sant MatLab pour trouver l’ellipsoı̈de minimal et maximal les
probl̀emes min− log det(P), min − log det(G) respectivement
[13].

Remarque 4 :La raison pour laquelle on minimise (maxi-
mise) l’intersection (projection) et non le volume de l’ellipsöıde
complet (pour le système avec observateur ou avec observa-
teur et Youla) vient uniquement du fait que seul l’étatx(k) du
syst̀eme initial nous int́eresse.

Remarque 5 :Le bruit ou les perturbations ont une in-
fluence directe sur la taille des ellipsoı̈des trouv́es. Plus le bruit
consid́eŕe est important, plus le volume de l’ellipsoı̈de minimal
est grand, et plus l’ellipsoı̈de maximal est petit.

Remarque 6 :La pŕesence deα fait que nos ińegalit́es de-
viennent des BMI (ińegalit́es bilińeaires matricielles) mais
commeα est un scalaire alors unαoptim peut être trouv́e en
exécutant une simple boucle récursive. Le solveur PENBMI [7]
sous MatLab peut̂etre utiliśe pouréviter cette boucle.

Remarque 7 :Les ińegalit́es (13), (16), (21) et (24)
repŕesentent des contraintes LMI suffisantes afin de satisfaire les
contraintes sṕecifiées sur les variables manipulées. Puisque les
perturbations influencent le volume des ellipsoı̈des minimal et
maximal, en pŕesence d’une loi de commande fixe, un ensemble
invariant n’existera pas si la valeur deumax n’est pas suffisam-
ment grande.

IV. EXEMPLE

Dans cette section, nous présentons un exemple qui illustre
l’influence du param̀etre de Youla sur le volume des ellipsoı̈des.
Les solveurs PENBMI et SEDUMI [16] (dans l’environne-
ment MatLab) ont́et́e utilisés pour calculer la solution de notre
probl̀eme. Avec cet exemple, nous nous proposons de contrôler
la position d’un moteur̀a induction. Pour ce moteur, le modèle
entre le couple et la position est donné dans [12] sous la forme :

H0 =
θ(s)

τre f(s)
=

1
s( f +Js)

où sest la variable de Laplace.
Pour f = 0,01Nm(rad/s)−1, J = 0,007Kgm2 et la ṕeriode

d’échantillonnage 1,0724msnous avons :

H =
y(k)
u(k)

=
θ(k)

τre f(k)
=

10−4(0,821q−1 +0,8206q−2)

(1−q−1)(1−0,998q−1)
.

Pour annuler les erreurs en régime permanent vis-à-vis d’une
perturbation eńechelon, une action intégrale est ajoutée :

u(k) = u(k−1)+∆u(k).

Le syst̀eme obtenu se met sous la forme :

x(k+1) = Ax(k)+B∆u(k)+Bω ω(k),
y(k) = Cx(k)+Bvv(k),

avec :

A =





1,9980 −0,9980 0,0156
1 0 0
0 0 1



 , B =





0,0156
0
1





C =
[

0,0053 0,0053 0
]

, Bv = 0,001,

F =
[

9,4739 −8,7277 0,9417
]

.



Un observateur aét́e calcuĺe de façon à placer ses
pôles à [0,8 0,81 0,82]. Le gain correspondant est :L =
[

58,9993 49,1245 41,6667
]T

. Le retour d’́etat aét́e obtenu
avec une ḿethode MPC (model predictive control) afin d’avoir
un comportement entrée/sortie souhaité (40ms pour le temps de
réponse et 5% pour le dépassement). L’observateur aét́e calcuĺe
afin d’avoir une dynamique plus rapide que la boucle fermée.

En utilisant les techniques décrites dans [12], nous pouvons
synth́etiser un param̀etre de Youla permettant d’améliorer la ro-
bustesse vis-à-vis d’incertitudes additives non structurées :

AQ =





1,343 −0,3723 −0,120
1 0 0
0 0,1250 0



 , BQ =





16
0
0



 ,

CQ =
[

−7,1015 2,5361 −0,3145
]

, DQ = 41,9289.

La Figure 3 montre la fonction de sensibilité vis-̀a-vis de cette
incertitude additive non structurée. Le traće en pointilĺe corres-
pond au syst̀eme avec observateur (7) et le tracé en trait continu
correspond au système avec observateur et paramètre de Youla
(9). La normeH∞ étant plus petite avec le paramètre de Youla,
la robustesse vis-à-vis de ce type d’incertitude áet́e aḿeliorée.
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Fig. 3. Fonction de sensibilité.

Comme le param̀etre de Youla consid́eŕe dans cet exemple
a ét́e synth́etiśe pour diminuer l’influence d’une incertitude ad-
ditive, ce qui peut̂etre consid́eŕe comme une perturbatioǹa la
sortie du syst̀eme, on prend par la suiteBω = [0 0 0]T .

On impose la contrainte sur la commandeumax= 15V.
Pour le syst̀eme sans param̀etre Q (7), leα optimal pour le-

quel nous obtenons la plus petite intersection avec le sous-étatx
estαopt = 0,0407, pour cette valeur deα le volume de l’inter-
section ellipsöıdale minimale estVPO = 1,22·10−3. Pour la pro-
jection maximale nous obtenonsαopt = 0,003491 et le volume
assocíe estVGO = 5,8411· 107. En introduisant le param̀etre
de Youla les ŕesultats sont remarquables. En effet, nous obte-
nonsαopt = 0,02935 pour l’intersection minimale ce qui donne
VPY = 1,6290·10−4 comme volume minimal de l’intersection,
etαopt = 0,000301 pour la projection maximale avec un volume
VGY = 7,0351·108.

La Figure 4 illustre l’intersection minimale avec le sous-
espacex pour le syst̀eme avec observateur (7) (ellipsoı̈de noir) et
pour le syst̀eme avec observateur et paramètre Q (9) (ellipsöıde
clair).

Observateur

Observateur+Youla

Fig. 4. Intersection minimale.

De même la Figure 5 donne la projection maximale sur le
sous-espacex pour le syst̀eme sous la forme (7) sans paramètre
Q (ellipsöıde noir) et pour le système sous la forme (9) avec
param̀etre Q (ellipsöıde clair).

Observateur

Observateur+Youla

Fig. 5. Projection maximale.

On constate effectivement que le paramètre Q a diminúe le
volume de l’ellipsöıde minimal et a augmenté celui de l’el-
lipsöıde maximal. En augmentant l’espace de l’état le volume
de l’ellipsöıde maximal obtenu sera plus grand (ou minimum
égal) que celui de l’ellipsöıde obtenu pour le système non aug-
ment́e. De m̂eme, le volume de l’ellipsöıde minimal obtenu pour
le syst̀eme augmenté sera plus petit (ou maximuḿegal) que ce-
lui de l’ellipsöıde obtenu pour le système non augmenté.

V. CONCLUSION

Cet article pŕesente une d́emarche pratique permettant
d’élaborer les ellipsöıdes positifs invariants robustes maximal
et minimal lorsqu’un param̀etre de Youla est utiliśe pour ro-
bustifier un correcteur incluant une partie observateur. Ces en-
sembles sont obtenus en utilisant des techniques LMI. Compte
tenu de la pŕesence du bruit et des contraintes sur la commande,
l’approche propośee est un outil puissant d’analyse en perspec-



tive de la synth̀ese. La recherche de l’ellipsoı̈de maximal four-
nit la plus grande ŕegion ellipsöıdale de l’espace d’état pour
laquelle les contraintes sont satisfaites tout en garantissant la
stabilit́e ISS. L’ellipsöıde minimal nous assure que la trajec-
toire de l’́etat sera toujours dans l’ensemble pour un bruitn
(nTn≤ 1), que le contraintes seront satisfaites, avec stabilité ISS
garantie. Enfin nous avons montré que le param̀etre de Youla
donne un ensemble invariant positif robuste minimal (maxi-
mal) plus petit (plus grand), ce qui signifie que les perturba-
tion ont moins d’influence sur le système asservi. Tous ces outils
dévelopṕes ici pour l’analyse seront utilisés comme perspective
pour synth́etiser un param̀etre de Youla afin de robustifier un
correcteur tenant compte de contraintes sur le processus.
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VI. ANNEXE

Soit x(t) ∈ R
n l’ état du syst̀eme,v(t) ∈ V ⊂ R

q une entŕee
externe etV un ensemble compact,∆ l’opérateur d́erivé dans un
contexte de temps continu ou l’opérateur retard dans un contexte
de temps discret. Considérons les deux d́efinitions suivantes :

Définition 1 : Ensemble positif invariant.
L’ensembleS ⊂R

n est dit positif invariant pour un système
sous la forme :

∆x(t) = f (x(t))

si pour toutx(0) ∈ S la solutionx(t) ∈ S pourt > 0. Six(0) ∈
S impliquex(k) ∈ S pour toutt ∈ R alorsS est dit invariant
[1].

Définition 2 : Ensemble robuste positif invariant.
L’ensembleS ⊂ R

n est dit robuste positif invariant pour le
syst̀eme :

∆x(t) = f (x(t),v(t)),

si pour toutx(0) ∈ S et toutv(t) ∈ V la solution est telle que
x(t) ∈ S pourt > 0 [1].

Définition 3 : Stabilit́e entŕee-́etat (Input to state stability-
ISS).

La stabilit́e ISS implique que l’origine est un point asympto-
tiquement stable pour le système nominalx(k+1) = f (x(k),v=
0) avec la ŕegion d’attractionX ⊆ R

n, et que toutes les trajec-
toires de l’́etat sont borńees pour toutes les séquences de pertur-
bation borńees. De plus, chaque trajectoireΦ(x,k,v(·)) → 0 si
v(k) → 0 quandk→ ∞ , où v(·) repŕesente le bruit [5].

Définition 4 : LMI.
Une ińegalit́e matricielle lińeaire, ou LMI, est une ińegalit́e

matricielle de la forme :

F(x) = F0 +∑xiFi ≻ 0,

où x1,x2, ...,xn sont les variables,Fi = FT
i ∈ R

nxn sont donńees,
etF(x) ≻ 0 signifie que le termeF(x) est d́efini positif [8].

Théor̀eme 3 : Théor̀eme de Schur.
Les ińegalit́es quadratiques convexes sont converties sous

forme LMI en utilisant le th́eor̀eme de Schur : soitQ(x) =
Q(x)T ,R(x) = R(x)T , et S(x) ayant une d́ependance affine en
x, alors la LMI :

[

Q(x) S(x)
S(x)T R(x)

]

≻ 0

estéquivalente aux ińegalit́es matricielles :

R(x) ≻ 0,Q(x)−S(x)R(x)−1S(x)T ≻ 0

ou de façońequivalente :

Q(x) ≻ 0,R(x)−S(x)TQ(x)−1S(x) ≻ 0 [8].
S proćedure.
Soit F0 = FT

0 , F1 = FT
1 ∈ R

nxn. Pour toutz tel quezTF1z≥ 0,
l’expressionzTF0z> 0 est v́erifiée s’il existe unα ∈ R, α ≥ 0
tel queF0−αF1 ≻ 0 [3].


