Identification fractionnaire multivariable
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Résumé— Cet article traite de I’identification des systémes
par des modeéles d’ordre fractionnaire multivariables. Une
méthode a erreur de sortie, basée sur une technique d’op-
timisation non linéaire est développée. Elle repose sur un
modeéle d’état fractionnaire multivariable des fonctions de
sensibilité paramétrique, dont la simulation est basée sur
Popérateur d’intégration fractionnaire borné en fréquences.
Différentes simulations illustrent les performances de la
méthode.

Mots-clés systéme d’ordre fractionnaire (non entier),
phénomenes de diffusion, identification multivariable, algo-
rithme de Marquardt, fonctions de sensibilité paramétrique.

I. INTRODUCTION

Récemment nous assistons a la modélisation de nom-
breux phénomenes physiques par des systéemes d’ordre
fractionnaire, motivée par I’application de cette classe de
systémes a divers domaines des sciences de l'ingénieur [1],
[2], [3]. Ces processus sont caractérisés par les propriétés
de mémoire longue et une structure de dimension infinie,
qui apparaissent dans les phénomeénes de diffusion : ther-
mique [4], [5], accoustique [6], [7], électrochimique [8], [9],
électromagnétique [10]...

Dans ce contexte, 'identification de tels systémes par
des modeles entiers s’avere inadaptée et requiert un nombre
important de parametres pénalisant ainsi le modele obtenu.

Le développement de méthodes d’identification basées
sur des modeles non entiers apparait donc comme une
nécessité, mais elles se révelent nettement plus complexes
que dans le cas entier, du fait de ’estimation des ordres
fractionnaires au méme titre que les parametres du modele ;
de plus, ces ordres interviennent non linéairement par rap-
port a la sortie du modele. Dans la littérature deux ap-
proches d’identification sont distinguées :

- La premiere, a erreur d’équation suppose les ordres
de dérivation connus a priori, et seule l'estimation pa-
ramétrique est effectuée [5], [8], [11], et récemment, cer-
taines méthodes telle que la méthode de la variable instru-
mentale a été adaptée pour ’estimation de ’ordre fraction-
naire[12] .

- La seconde a erreur de sortie, estime les ordres au méme
titre que les coefficients, et nécessite une technique d’opti-
misation non linéaire, en 'occurrence, ’algorithme de Mar-
quardt est utilisé dans la littérature [13].

Les parameétres sont estimés soit a partir de la forme mo-
dale d’'un modele d’état commensurable, [5], [14], soit & par-
tir de 'approximation entiere d’'un modele d’état non en-
tier, basée sur 'opérateur d’intégration fractionnaire borné

en fréquences [8], [15], [16]. Dans ce cas, l'ordre non en-
tier est exprimé en fonction des coefficients récursifs de
Popérateur d’intégration, et ’estimation de 'approxima-
tion entiere est effectuée de fagon conventionnelle pour
un modele & un intégrateur et pour un modele a deux
intégrateurs, mais avec 'ordre du deuxieme intégrateur
fixé & 0.5 [17]. Cependant, pour un modele de dimension
supérieure, I’expression explicite de ’approximation entiere
en fonction des parametres a estimer devient inextricable,
et I'inconvenient de ces approches est le calcul des fonctions
de sensibilité applicables exclusivement pour la structure
du modele considéré, donc une écriture de ces dernieres
dans le cas général ne peut pas étre déduite.

Une autre méthode & erreur de sortie, basée sur un nou-
veau modele des fonctions de sensibilité paramétrique [18],
[19], [20], permet d’y remédier au probléeme des approches
précédentes. Le calcul des fonctions de sensibilité est basé
sur la simulation d’un modele d’état fractionnaire multiva-
riable qui permet ainsi d’optimiser le volume de calcul de
la méthode. Il présente ’avantage d’étre applicable lorsque
la dimension du systeme a identifier varie, et reste valide
aussi bien pour le cas entier que dans le cas fractionnaire
commensurable et incommensurable.

Toutes ces méthodes d’identification par des modeéles
fractionnaires ont été développées dans le cas monovariable
et pour la majorité, dans le cas commensurable, le cas mul-
tivariable n’a pas été abordé dans la littérature, a notre
connaissance.

C’est dans ce cadre que s’inscrit la contribution de notre
papier. Elle consiste a adapter la méthode d’identification
fractionnaire a erreur de sortie, développée précédemment
dans le cas monovariable [18], [19],[20] au cas multivariable.

La simulation des fonctions de sensibilité paramétrique
est réalisée par un modele d’état fractionnaire multiva-
riable, basée sur 'opérateur d’intégration non entier borné
en fréquences. Pour réduire le nombre de parametres a esti-
mer, une forme canonique observable : la forme canonique
de Guidorzi est utilisée [21], [22], [23], [24].

Cette communication est organisée suivant le plan sui-
vant :

— Apres avoir décrit la forme canonique de Guidorzi ainsi
que ses propriétés structurelles, la méthode d’identifi-
cation paramétrique des systémes fractionnaires dans
le cas multivariable est développée en détail.

— Des simulations numériques permettent de tester 1’ef-
ficacité de la méthode dans un contexte sans bruit et
en présence de bruit.



— Finalement, nous terminons par une conclusion, et des
perspectives de recherche sont présentées.

II. STRUCTURE CANONIQUE DE (GUIDORZI DES
SYSTEMES MULTIVARIABLES

Soit le systeme fractionnaire multivariable, commensu-
rable suivant (1)

{ D%x(t) = A z(t) + B u(t) (1)
y(t) = C z(t) + D u(t)

avec n,, le nombre d’entrées, n,, le nombre de sorties et
n, le nombre d’états; les matrices A, B, C sont de dimen-
sion appropriées. Nous supposons le systeme completement
observable, décrit par le modele d’état (1) présentant la
forme canonique de Guidorzi. Sa structure est définie par
un ensemble d’indices structuraux v;, ¢ = 1....n,, qui sont
invariants a un changement de coordonnées. Le systeme
est subdivisé en n, sous systemes, chacun de dimension v;,
observable a partir de 1'une des sorties [23], [26], [27].

Les matrices A, B, C ont les formes particulieres sui-
vantes :

A={A;j}aveci,j=1,2 ... ny

Les matrices A;; de dimension (v; X v; ) montrent la
forme compagne suivante :

0
0 Il/ifl
Ay =
0
Q51 43,2 Aj3,v;
0 0
A=
! 0 0
aml aij’yij 0 e 0 (2)
[ by e b,
B = :
L bn,l bn,nu
(1 0
0 0 1 0 0
C =
_0... 0O --- 0 1 o --- 0

Pour la matrice C, les 1 se trouvent aux colonnes 1, v1+1,
.o, (i +rvo+-+v,, 1)+ 1. Les indices v;; sont définis

tels que :

— Vijj = V; pour i =j

- v;; = min (v; + 1, v;) pour i > j

— vy =min (v; , v;) pour i < j

Le systeme original a été décomposé en n,, sous systemes
et le j®™¢ sous systeme de la représentation (A, B, C) est
complétement observable & partir de la j¢™¢ composante
du vecteur sortie y, [28], [29].

L’identification paramétrique du systeme fractionnaire
multivariable (1) consiste a identifier les éléments des ma-
trices du modele, ainsi que l'ordre fractionnaire «; le

nombre de parameétres & estimer dans le cas de la forme
de Guidorzi est : n, + 1 = n(n, +ny) +1 = 21, dans
le cas d’un systéme avec n, = ny = 2 et n = 5; alors
que pour le méme systeme sous une forme quelconque,
np +1 = n? + n(n, +ny) + 1 = 46. Donc le nombre de
parametres est considérablement réduit avec la forme de
Guidorzi, qui sera utilisée par la suite pour 'identification
fractionnaire multivariable.

III. IDENTIFICATION FRACTIONNAIRE MULTIVARIABLE

Considérons le systéme (3) fractionnaire multivariable
d’ordre commensurable suivant :

{ D%x(t) = A z(t) + B u(t) (3)
y(t) = C z(t) + D u(t)

Nous supposons le systeme completement observable et
commandable, et les matrices (A, B,C) du systéme ex-
hibent la forme canonique de Guidorzi.

En ce qui nous concerne, nous supposons la structure
du modele connue a priori, donc les indices structuraux
définis et nous développons la méthode d’identification pa-
ramétrique pour un systeme fractionnaire multivariable, a
deux entrées (n, = 2), deux sorties (n, = 2) et cinq états
(n =5) tel que :
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A partir des matrices A et C' les indices structuraux sont
déduits : v1 = 3 et vy = 2.

L’objectif de I'identification paramétrique est d’estimer
les éléments des matrices A, B, D du modele d’état et
l'ordre fractionnaire «, commun a toutes les variables
d’état.

Les éléments de la matrice A & estimer correspondent
aux éléments des sous systemes sur les lignes aux positions
v; de A soit (n, x n) éléments ; pour la matrice B, (n x n,)
éléments, enfin pour la matrice D le nombre d’éléments a
estimer est de (n, X n,).

Le vecteur 6 de parametres & estimer contient donc (n,+
1) =n x (ny + ny) +ny X ny + 1 éléments.

0 — {9 a} - {am,l"'avl,n"'auny,l"'auny,n

bii-o bin, o b bpm,

dig--- dl,nu"'dny,l"'dny,nu a}

Pour 'exemple considéré, le vecteur 6 contient donc (n,+
1) = 25 éléments.



A. Identification paramétrique

L’identification est réalisée par une méthode a erreur de
sortie (méthode du modele), basée sur ’algorithme de Mar-
quardt [30], [31].

L’ensemble des données est composé de K obser-
vations (ug,y;) avec t = kT, (T, étant la période
d’échantillonnage) et y; = yr + wy, ol yi et wy sont res-
pectivement, la sortie du systeme et le bruit de sortie a
I’échantillon k. Soit  'estimation du vecteur de parametres
exact 6, la valeur optimale de 0 est obtenue en minimisant
le critere quadratique :

avec e = y; — U le résidu.

L’algorithme de Marquardt est utilisé pour estimer 6
itérativement, [30], [32], [33].
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O ) e
Ty = 20 Fonction de sensibilité de la
sortie par rapport a 6
A Parametre de controle

La méthode étant basée sur le calcul des fonctions de
sensibilité, le modele de ces dernieres est développé dans le
paragraphe suivant.

B. Détermination des fonctions de sensibilité paramétrique

La différentiation des équations du modele d’état (3) par
rapport a 6 permet d’obtenir le modele des fonctions de
sensibilité paramétriques tel que :

N B L [eA 9B x
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Par simplification d’écriture nous écrirons (7) sous
forme :
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Avec ny, le nombre de parametres du vecteur 6.
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Les matrices Ay, By, Cs, Dy sont de dimension appro-
priée. Il faut noter que pour le calcul des fonctions de sen-

C
8— =0, et dans

06;

sibilité dans la matrice Dg, nous avons :

le cas d’un systéme propre, Ds =0 .
Pour la derniere composante du vecteur 6, a savoir I’ordre
«, sa sensibilité est déterminée numériquement :

y(t,a + da) — y(t, o) =~ da % =00 0yq
toJe!

Pour une variation suffisamment faible une bonne ap-
proximation de la sensibilité o, /. est obtenue.

Dans le cas fractionnaire, le critere quadratique n’est plus
parabolique comme dans le cas linéaire et une mauvaise
initialisation de @ risque de faire converger ’algorithme vers
des optima secondaires. Pour y remédier a cette difficulté,
une approche globale simple search par intervalle permet
de choisir itérativement différents points d’initialisation et
d’établir ainsi une cartographie du critere et des différents
optima et ’algorithme de Marquardt est utilisé pour affiner
la recherche de 'optimum global.

La méthode d’identification nécessite a chaque itération,
la simulation de deux modeles d’état fractionnaires multi-
variables,a savoir :

— le modele du systeéme & estimer (3) permettant le calcul

du vecteur de sortie y et du vecteur d’état x,

— et le modele des fonctions de sensibilité (7), nécessaire

pour le calcul du gradient et du Hessian.

Leur simulation est réalisée par une approche indirecte
basée sur la synthese d’un opérateur d’intégration fraction-
naire, simulé avec un nombre de cellules N, = 30 cellules
sur une bande de fréquences [107° 1075], [16], [34].



Dans ce cas multivariable, le nombre de parameétres a
estimer est important, la méthode étant itérative, basée
sur la simulation du modele des fonctions de sensibilité
paramétrique, nécessite un volume de calcul important.

Afin de tester lefficacité de Dalgorithme développé ci
dessus, des simulations numériques sont réalisées sur un
systeme multivariable fractionnaire, dans le cas sans bruit
et en présence de bruit, dans le prochain paragraphe .

IV. EXEMPLE DE SIMULATION

Le systeme considéré est un systeme fractionnaire, a 2
entrée, 2 sorties, et 5 variables d’états, I'excitation est une
séquence binaire pseudo-aléatoire de dimension & = 1000,
et de période d’échantillonnage T, = 0.01s; I'identification
est réalisée dans un contexte sans bruit, puis en présence
de bruit.

La Table I illustre les résultats de simulation pour les
deux cas.

TABLE 1
RESULTATS DE SIMULATION, CAS SANS BRUIT ET BRUITE

Parametres ai,1 a2 ai,3 ai,4 ais
Valeurs exactes -2 -3 -3 -2 -1
Valeurs estimées
sans Bruit -1.95 -3.03 -2.94 -1.95 -1.14
Valeurs estimées
avec SNR=26dB -1.17 -2.38 -1.60 -0.74 -3.13
Parametres a1 as 2 a2,3 az,4 a5
Valeurs exactes -1 -2 -1 -1 -2
Valeurs estimées
sans Bruit -0.86 -1.96 -0.73 -0.86 -2.27
Valeurs estimées
avec SNR=26dB -1.53 -1.24 -1.96 -1.25 -0.87
Parameétres b1,1 b1,2 b1,3 b1,4 b1,5
Valeurs exactes 1 0 1 0 1
Valeurs estimées

sans bruit 0.50 0.50 0.51 0.51 0.43
Valeurs estimées

avec SNR=26dB 0.43 0.43 0.32 0.32 1.85
Parametres b271 b2’2 b2’3 b2,4 b275
Valeurs exactes 0 1 0 1 1
Valeurs estimées

sans bruit 0.43 0.50 0.50 0.99 0.99
Valeurs estimées

avec SNR=26dB 1.85 0.23 0.23 1.91 1.92
Parametres a1 a2 as oy as Critere
Val. exactes 0.5 0.5 0.5 0.5 0.5

Val. estimées

sans bruit 0.50 0.50 0.50 0.50 0.50 2.16e-11
Val. estimées

SNR=26dB 0.48 0.38 0.64 0.38 0.57 1.98

A. Cas sans bruit

Les parametres du modele estimé donnés en table I sont
tres proches des valeurs respectives exactes, et les ordres
fractionnaires du systeme sont retrouvés, néanmoins les
éléments de la matrice B sont biaisés.

La Figure 1 des erreurs de prédiction des différentes sor-
ties montre qu’elles sont nulles (de I'ordre de 10~7) et donc,
les courbes de réponses temporelles du systeme estimé coin-
cident parfaitement avec les données temporelles.
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Fig. 1. erreurs de prédiction, dans le cas sans bruit.

Pour les courbes fréquentielles du modele estimé (Figure
2), nous remarquons qu’elles se superposent respective-
ment avec celles du systeme mesuré la bande de validité de
l'opérateur d’intégration borné en fréquences [10~° 10°],
mais qu’il y a un leger décalage pour les courbes respec-
tives reliant la sortie 1 a U'entrée 2. et les courbes reliant la
sortie 2 & ’entrée 1, donc le couplage est mal identifié.

From: In(t) ~ Bode Diagram From: In(2)
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Fig. 2. Réponses fréquentielles, cas sans bruit.



B. Cas bruité avec SNR = 26 dB

Dans un contexte bruité, les erreurs de prédiction des
différentes sorties (Figure 3) sont de l'ordre de 0.15 et les
résultats des parametres estimés sont biaisés, malgré que
les réponses temporelles en Figure 5 montrent une bonne
adéquation avec les données.
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Fig. 3. Erreurs de prédiction des sorties, cas bruité.
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Fig. 4. Sortie 1 de la simulation, cas bruité.
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Fig. 5. Sortie 2 de la simulation, cas bruité.

Pour les courbes fréquentielles respectives (Figure 6), le
décalage constaté précédemment existe sur une plus large
gamme de fréquences.

Ces différentes simulations montrent que ’algorithme a
erreur de sortie développé pour le cas multivariable, donne
des résultats satisfaisants en I’absence de bruit, mais identi-
fie mal le couplage des entrées/ sorties croisées. Néanmoins,
la méthode nécessite un temps de calcul important, et dans
un contexte bruité, 'estimation est biaisée.
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Fig. 6. Réponses fréquentielles, cas bruité

V. CONCLUSION

Une méthode d’identification a erreur de sortie d’un
modele d’état fractionnaire multivariable est présentée
dans cet article. Elle permet ’estimation des parameétres
ainsi que 'ordre non entier du systéme. L’algorithme de
Marquardt connu pour assurer une estimation non biaisée
est utilisé; cependant, le point névralgique de cet al-
gorithme est le calcul des fonctions de sensibilité pa-
ramétriques, nécessaire pour la procédure de minimisation
du critere. La simulation de ces dernieres est réalisée grace
a un modele d’état fractionnaire multivariable basé sur
lopérateur d’intégration fractionnaire borné en fréquences.

Cette étude nous a permis de tester la validité de la
méthode d’identification a erreur de sortie dans le cas mul-
tivariable fractionnaire, et les différentes simulations ef-
fectuées montrent l'efficacité de la méthode en 1’absence
de bruit. Cependant, elle nécessite un temps de calcul et
une capacité mémoire importante, du fait de son aspect
itératif et du nombre important de parametres a estimer,
et montre un biais d’estimation dans un contexte bruité.

L’identification des systémes multivariables comporte
deux étapes principales a savoir 'identification structurelle
et 'identification paramétrique. La premiere, basée sur les
propriétés structurelles du modele et sur sa matrice d’ob-
servabilité permet de determiner les indices structuraux du
systeme multivariable, dans notre cas, nous avons considéré
la forme de canonique de Guidorzi, en supposant la struc-
ture du systéme connue a priori. Cependant, pour le cas
multivariable fractionnaire, le probleme de la matrice d’ob-
servabilité, ainsi que les propriétés structurelles du systeme
sont toujours d’actualité, il serait donc intéressant d’explo-
rer ces axes de recherche en vue de définir une méthode
d’identification structurelle pour le cas multivariable frac-
tionnaire.
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