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Résumé— Cet article traite le probleme de synthése des
observateurs des systémes linéaires de grande dimension.
L’approche que nous proposons ici présente l’observateur
décentralisé pour ces systémes quand les interconnexions ne
sont pas disponibles. Les conditions nécessaires et suffisantes
d’existence de tels observateurs sont données. Un exemple
sera présenté pour valider ces résultats.
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I. INTRODUCTION

L’automatique moderne repose sur la description des
systemes et des phénomenes physiques de plus en plus com-
plexes, cela nécessite I'information a priori sur le systeme
(modele ou valeurs des parametres) et l'information &
posteriori sur la réponse du systéme (ensemble des me-
sures provenant des différents capteurs) soient disponible
en méme temps, hypothese qui est plutot irréaliste dans le
cas de systemes a grande dimension caractérisés par une
dispersion géographique ou un nombre élevé de variables
d’états. Ces systemes ne peuvent pas étres traités avec effi-
cacité que s’ils sont décomposés en sous-systemes intercon-
nectés de dimensions les plus faibles que possible qui méne a
une structure décentralisée beaucoup plus simple & manipu-
ler pour une commande basée observateur. La plupart des
stratégies de commande développées suppose que les états
des sous-systémes sont disponibles ([7], [8]). Cependant, la
disponibilité des ces états n’est pas toujours garantie en
pratique. Dans cet article, on propose un observateur pour
les systemes interconnectés de grande dimension a intercon-
nexions indisponibles, ces interconnexions sont considérés
comme des entrées inconnues. En effet, la synthese d’ob-
servateur a entrées inconnues pour les systeémes ”a petite
dimension” a suscité l'intérét de la communauté automa-
tique ces dernieres années ([16], [9], [11], [2], [4] et [5]),
du moment ou la perturbation du systeme ou une de ces
entrée n’est pas toujours accessible. En [4], on présente une
méthode tres intéressante pour la synthese d’observateur a
entrées inconnues qui utilise 1’équation de Sylvester sous
contrainte et les inverses généralisés. Ce travail est une ex-
tension des travaux présentés en [5] pour les systémes de
faibles dimensions aux cas des systémes a grandes dimen-
sions. Le plan de cet article est le suivant : le probleme
est présenté dans la section 1, I'observateur global dans la
section 2. La section 3 porte sur ’observateur décentralisé,

cet observateur sera appliqué sur un exemple en section 4
et la section 5 conclue ’article.

II. POSITION DU PROBLEME

Considérons le systéme linéaire de grande dimension
formé de N sous-systemes et décrit par le modele d’état
suivant :

X(k+1)
Z(k)

AX (k) + Bu(k) + Fuw(k) (1)
HX (k) + Rw(k) (2)

oit X(k) € R™! u(k) € R, Z(k) € R™! et w(k) €
IR?*! sont respectivement 1’6tat, I'entrée connue, la sortie
et 'entrée inconnue. Considérons la partition des vecteurs
X (k) et Z(k) suivante :

z1(k) z1(k)

z2(k) z2(k)
xw=| . | awm=]|

2 (k) 2 (k)

et les matrices A, B, F, H and R sont des matrices réelles et
constantes de dimensions appropriées et partitionnées selon X (k)
comme suit :

A A2 AN B
Az Aog Aon B
A= . . , B= . ,
ANt ANz ANN Bn
Fy Hy 0 .. 0 Ry
Fy 0 Hy ... 0 Ro
F= , H= , R=
Fn 0 Hyn RN

Remarque 1 : La décomposition ci-dessus ne présentente pas de
limitation, car on peut toujours se ramener & cette forme en utilisant
des transformations de similarité comme dans ([2], [3], [6] et [14]).

Le systéme (1-2) peut alors s’écrire sous sa forme décentralisée, en
N sous-systémes interconnectés, chaque sous-systéme est décrit par :

Zl(k) = Hlxl(k)+sz(k), XS] {1N} (4)
ou
Aii € RMXMA; e RMXM, B e R,
F, € R™M*% H; ¢ R™i*" R, ¢ IRPi*%
etn = ni+...4+nn.



les vecteurs z; (k) et z; (k) sont I’état et la sortie i-éme de sous-systéme
respectivement.

D; = [ An Aii—1)  Aigi+1) Ain ]
et
vilk) = [ xi(k)... mi_1(k) mip1(k) zn(k) ].
L’objectif de cet article est de synthétiser un observateur

décentralisé pour chaque sous-systéme donné par (3 —4) qui satisfait
les performances globales obtenues avec les observateurs centralisés.
Pour résoudre ce probléme, on considére que les interconnections entre
le sous-systémes ¢ et le sous-systéme j i € {1...N} et j # i sont
inconnues. Avant de présenter des observateurs d’ordre plein dans

sa forme globale, on tient & transformer le systéme (1 — 2), en un
systeme équivalent plus adapté a la synthese d’observateurs a entrées
inconnues. En effet, on va essayer d’extraire les mesures libres des
perturbations, on n’utilise que la partie utile de w(k) et de Z(k). La
partie des signaux de w(k) et de Z(k) n’apportant pas d’information
ne sera pas utilisée.

Soit g1 le rang de R, alors, il existe deux matrices régulieres U et V'

telles que :
1 0
UTRV = < i ) (%)

Le systeéme (1-2) devient :

X(k+1) = AX(k)+ Bu(k) + F1Z1(k) + Fowa(k)  (6)
Zi(k) = HiX(k)+wi(k) (7)
Za(k) = HaX(k) (8)

z Jat _
(Z;> = UZ,(H;>:H:UH,
< Z; > = Vflw,A:A—Flﬁl

gt FV = (1 F).

Avant d’aborder la synthése des observateur, introduisons quelques
hypotheses.

Hypothése 1 : rangHsF; = rangF;.

Hypothese 2 : rang(H; ( D; F; ))=rang( D; F; ).

III. OBSERVATEUR GLOBALE
L’observateur & entrée inconnues relatif au systéme (6 — 7 — 8) est

donné par :

Ek+1) =

X(k) =

NE(E) + Mu(k) + L1 Z0(k) + LaZa(k)  (9)
§(k) — EZa(k) (10)
Ou X est l'estimée de X, & est I’état de 'observateur. les matrices

N, M, L1 et Ly sont des matrices & déterminer telles que e(k) =
X (k) — X (k) soit non biaisé, i.e independent de u(k) et de w(k), et
converge vers zéro lorsque k — oo.
Les propositions suivantes donnent les conditions d’existence et de
stabilité de I'observateur donné par (9 — 10).

Proposition 1 : Le systéeme (9 — 10) est un observateur asympto-
tique i.e : lim X (k) — X(k)=0si:

k—oo

i) N est stable.
i1) PA— NP —LyHs =0
1ii) PFo =0
w) PB—M =0
v) PFy =Lj,ou P= (I+EH2)

Preuve 1 : Soit e(k) = X (k) — X (k) erreur d’estimation, alors :

e(k) = X(k)—&(k) + EZ(k)

sa dynamique est donnée par :

e(k+1) = X(k+1)—¢&k+1)+EZy(k+1)
Ne(k) + (PA— NP — LoH2) X (k)
+ PFuwa(k)+ (PB — M)u(k)

(PF1 — L1)Z1(k)

+

oll P = (I + EHs). L’erreur e(k) est indépendante de X (k), de u(k)
et des perturbations si :

(PA— NP —L3H3) =0 (11
PF; =0 (12)

PB-M=0 (13)

PFy =Ly (14)

Dans ce cas klirn e(k) = 0 si et seulement si N est stable, ce qui
— 00

correspond & la condition ¢) de la proposition 1, ainsi on termine la
démonstration.

Maintenant, pour résoudre 1’équation de Sylvester (11) sous la
contrainte 12, on utilise la méthode des inverses généralisées, cette
méthode est due & [4] : L’equation (11) peut s’écrire, en tenant que
de expression de P, comme suit :

N=PA-KH, (15)
ou
K =Ly +NE (16)
et _ B
Ly = K(I + H2E) — PAE (7)

Alors I'equation régissant la dynamique de l’observateur (9) devient :

E(k+1) = (PA— KH2)¢(k) + L1Z1 (k) + L2 Z2(k) + Mu(k) (18)

ol les matrices M, L1 et Lo sont obtenus & partir de (13), (14) et
(17) respectivement.

Alors le probleme de syntheése d’observateurs & entrées inconnues
d’ordre plein est réduit & trouver une matrice E qui satisfait (12)
et une matrice K telle que la paire (PA, Hz) est détectable. Ce
probléme est équivalent au probléme standard de synthése d’observa-
teurs quand toutes les entrées sont connues. D’apreés (12) on a :

EHyFo = —F (19)
La solution (19) de cette equation dépend du rang de la matrice
C2 D12, (19) existe si

rang(HaF2) = rang(F2).

La forme générale de cette solution est donnée par la relation sui-
vante :

FE = 7F2(H2F2)+ + Z(I — H2F2(H2F2)+) (20)

olt Z est une matrice arbitraire qui peut étre déterminée par place-
ment de pole et (HaF>)T est la pseudo-inverse de la matrice (HaFb),
donnée par

(H2F2)* = (H2F) " (HaF2)” ' (H2F2)T (21)
En utilisant (20), la relation (15) aura la forme suivante :
N = A-F(H:FR)TH)A
+ Z(I — HaFs(HaF2)T)HaA — KHo (22)

Pour la synthése d’un observateur (10) stable, les conditions
nécessaires et suffisantes sont donnés par le théoréeme suivant :
Théoréme 1 : Supposons que P de rang maximal, sous I'hypothese
1, pour le systéme (1-2), 'observateur (10) existe si et seulement si
i) (PA, Hz) est detectable,
1) rang ( AIH;A F02 ): n+f VA€ C tel que Re(A) >0

Preuve 2 : Définissons deux matrices :

P 0
S = F2+ 0 de rang plein colonne
0 I
T = I 0 ¢ N
= —()\F; . F;’A) I est non singuliere,



alors :

M—-—A F B My, —A Fp
rang < 1, 0 ) = rang S ( e 0 T
AP—-PA 0
= rang 0 Iy
Hoy 0

AP — PA
f + rang ( A >

d’autre part, comme (PA, Hy) est détectable, alors :

rang ( M I}QPA > =n, Ve C telgue Re(\) > 0.
M — PA P 0 M — PA
rang (7 g = rang( i

< AP — PA )
= rang H =n

d’out le résultat.

IV. OBSERVATEUR DECENTRALISE

On considére maintenant le systéme interconnecté dans sa forme
décentralisée décrit par les equations (3) et (4). Soit g;; le rank de
R;, il existe alors deux matrices non singulieres U; et V; telles que :

I, 0
U;R;V; = < "61 0 ) (23)
donc le systéme (3-4) s’écrit alors :
+  Fiyziy + Fiywa(k) (24)
zi, (k) Hi z;(k) +wi(k), i€ {1...N} (25)
ziy (k) = Hiyzi(k) (26)
avec :
Ziy _ H; > _
= Uz, 1 = U:H;
< 222 ) (ad < H7,2 K3 K3
( o ) = Vi 'w, Ay = Ay — Fiy Hiy
w2 ?
et F,LV; = ( Fil Fi ) .

Le but est de synthétiser un observateur asymptotiquement stable
de la forme :

&i(k+1) = Ni&(k) + Liyziy (k) + Liyziy (k)
+  M;u(k) (27)
#i(k) = &(k) = Eiziy (k) (28)

donc le probléeme de la synthése d’observateur décentralisé se réduit
a trouver les matrices Ny, M;, L;, , Li, et E; tel que klim zi(k) —
— 00

Zi(k) = 0. La proposition suivante donne les conditions d’existence
et de stabilité d’un tel observateur.

Proposition 2 : Le systéme (27 — 28) est un observateur asympto-
tiquement stable i.e : klim zi(k) —Z;(k) =0si:

— 00

i) N; est stable.
ii) PjAy — NiP; — LiyHyy =0
w) P;D; =0
w) PiF;, =0
i) PiB; — M; =0
v) PiFil — Lil =0,ou P,=1+ E'l'I{»L‘2

Preuve 3 : soit e;(k) = z;(k) — &;(k) Perreur d’estimation, alors :

ei(k) = xi(k) — £(k) + Ejiziy (k)

sa dynamique est donnée par :

ei(k —+ 1)

Niei(k) + (PiAy; — NP, — Liy Hyy )zi(k)  (29)
+ (PiB; — My)u(k) + (PiFil — L, )zil (k)
+  PiFi,wi, (k) + PiDivi(k)

ou Pi =1+ EiHig-

ei(k) = x;(k) — Z;(k) est non biaisée si elle ne depend pas de ’entrée,
des interconnections et des perturbations, donc en utilisant (29) on
obtient

P Ay — N;P; — LiyH;, = 0 (30)
PD; = 0 (31)

PF, = 0 (32)

PBi—M; = 0 (33)

PF;, —Ly = 0 (34)

Dans ce cas lim e;(k) = 0 si N; est stable ce qui correspond 4 la
— 00

condition ).

La méthode de synthése d’observateurs a entrées inconnues d’ordre
plein qui suit, est due & Darouach et al [4] pour la résolution de I’equa-
tion de Sylvester sous contrainte, en utilisant les pseudo-inverse.

L’équation (30) peut s’écrire en tenant que de l’expression de P;,
comme suit :

N; = P Ay — K;Hi, (35)

ou
K; = L, + N; E; (36)
Li, = Ki(I 4+ Hi, E;) — PiAuE; (37)

Alors I’équation régissant la dynamique de I'observateur (27) devient

&i(k+1) = (PAy — KiHiy)€i(k) + Ly ziy (k)

+ Lig Zig (k‘) + Mzu(k) (38)

ol les matrices M;, L;; et L;,, sont obtenues respectivement a
partir de (33), (34) et (37).
D’autre part, en utilisant (31) et (32) on a :
P; ( D; F;, ) =0

ce qui est équivalent a :

EHi, ( D; Fi, )=—( D; F ) (39)
La solution de (39) existe si et seulement si :
rang (Hi2 ( D; F;, )) = rang( D; F, )
dans ce cas la solution générale de (39) est donnée par :
Ei=—(D; Fy, )SH+2(-52)7)) (40)

ou Z; est une matrice arbitraire de dimension appropriée et

Y, = H; ( D; Iy, ),E:r
est une inverse généralisée de X; vérifiant 3; E;"Ei = 3;. Dans ce cas
N; devient :

Ni = Au— (D Fy, )()]H,Au

+  Zi(I - 2(2) ) Hiy A — KiHiy (41)

Alors le probleme de syntheése de 'observateur décentralisé se
réduit & trouver une matrice E; qui satisfait (40) et une matrice
K; telle que (P;A;; — K;H;,) est stable. Ce probléme est équivalent
au probléme standard de synthése d’observateurs quand toutes les
entrées sont connues. Les valeurs propres de (P%A;Z — K;H;,) peuvent
étre fixées arbitrairement, par un choix convenable de Kj, si et seule-
ment si la paire (P;A;;, H;,) est observable. Si (Piffii,HiQ) ne lest
pas, alors on peut trouver une matrice K; de facon a assurer la stabi-
lité asymptotique de I’observateur si et seulement si (P; Ay, H;,) est
détectable.



Remarque 2 : i) Si (P;Aj;, H;) est observable alors on a un place-
ment arbitraire des poles par un choix judicieux de K;. Donc on peut
trouver une matrice K; assurant la stabilité asymptotique de ’obser-
vateur si et seulement si (Piffii, Hiz) est detectable, dans ce cas, les
poles fixes de 'observateur sont les zeros invariants du systéme.

#i) Le choix de la matrice K; est trés important dans la synthese
de I'observateur. En effet, ’observabilité de la paire (PiA_ii, H;,) est
donné par le rang de la matrice

H;,

Hi, PiAii

Hi, (P A )it

est de rang plein si et seulement si P; est aussi de rang plein.
Les conditions nécessaires et suffisantes de stabilité sont données
par le théoréme suivant :

Théoréme 2 : Pour le systeme (3-4), observateur (27-28) existe
si et seulement si :

i) rang(H;, ( D; Fi_2 )) = rang( D; F;, ) = d;,

ii) rang AP = Pidii ) _ ngVAe C, Al >1

H;,

Preuve 4 : la condition 3) est nécessaire pour I'existence de E; et
par conséquent de ’observateur, cela peut se déduire de 1’équation
(25). D’autre part, de (40) on peut trouver une matrice K; telle que
(41) est asymptotiquement stable si et seulement si (P; Ay;, H;,) est
detectable ce qui conduit a :

mng( Ay, *VPiAiii

i, ) =niVA € C, |\ >1

ou de maniére équivalente, VA € C,|A\| >1

My, — PiA; \ _ [ AP, — PAy;
H;, H;,

Ce qui compléte la démonstration.

In, ME;
rang 0 I,

)=

Le théoréme suivant donne La condition 4z) en fonction des zéros
invariants du sous-systéme i.

Théoréme 3 : On suppose que rang (H;,Df;) = d;, Df; étant
égale a ( D; F;, ), alors les conditions suivantes sont equivalentes :

i) (P A — K;H;,) est détectable,

ii) rang AFi ;I.PiA”A =n; VAeC, |\ >1
K3

iii) rang ( )‘I"iI; Ad L())Z Féz ) =mn; +di, VA€ C, A\ > 1.
T

Preuve 5 : 1) et i1) sont équivalentes grace au Théoréme 1. Afin de
montrer que i) est equivalente & i), définissons les deux matrices :

P 0

I 0
Df 0 T; = -
Of,; 1) g < —(,\D}ri —D;A“) I )

S; =

ou S; de rang plein colonne et T; une matrice non singuliére, alors on
a:

rang( )\I"}{i_ Ais Dofqz >

= rangSl'( AI"I'}; Aii Dofi >Ti
1

AP, — PiA; 0

= rang 0 I
H;, 0
= d; +rang ( AP ;{_PiA“ >
2

= n; + rang(Dfi)

ce qui prouve le théoréme

Remarque 3 : Le systéme donné par (9 — 10) apparait comme une
forme décentralisée du systéme donné par (27 — 28) tels que :

Ny 0... 0 Li, 0... 0
N = 0 Li=| o ,
0 Ny 0 Ly,
Li, 0 0 My
Ly = 0 M=
0... Ly, My
E; O.. 0
et £ = 0
0 En

V. EXAMPLE NUMERIQUE

Considérons le systéme interconnecté suivant :

1 -1 0 1 0 0 0 o0 2
0 -2 0 2 0 1 0 1 1
0 1 -1 0 1 o0 1 0 1
0 0 0 2 0 1 1 0 0
A = 1 o 1 0 1 0 0 -2 0 |,
o0 2 0 0 1 -1 0 0 1
-1 0 0 0 -1 0 1 0 0
1 0 0 1 0 0 -1 -2 0
o 0o 1 0 2 0 0 1 -2
1 0 0 0 1
00 0 0 1
10 0 0 0
01 0 0 1
B = 001 0|, F=|1]|,R=0
00 0 0 0
00 0 1 1
00 0 0 1
00 0 1 0
1 1.0 0 0 00 0 0
1 01 00 00 0 0
001 000000 O
00 01 0100 0
H = 00 00 1 00 0 0
00 00 1 1 0 0 0
00 0 0O0OUO0OT1T0 0
00 00 O0O0GO0T1 0
00 00 0 O0O0 0 1

Ce systéeme est composé de trois sous-systeme interconnectés tels
que :

Le sous-systéme 1 :

) 1 -1 0 1 0 0
A11 = All = 0o -2 0 ,A12 = 2 0 1 s
0 1 1 0 1 0
0 0 2 1 000
T 01 1 |,Bi=[0 0 0 o],
1 0 1 1 000
1 1 0 1 0
Hy, = 10 1 |,Fo=|1],Ri=|0],
0 1 0 0 0
0 0
R, = 0 |,Hi,=| 0
0 0

Le sous-systéme 2 :



Ass

F3,

L’observateur décentralisé :
Pour le sous-systéme 1 on a :

My

Ly,

Ey

Pour le sous-systéme 2 on a

N»

Es

2 0 1 0 0 0
01 0 A= 1 0 1 |,
0 1 -1 0 2 0
1 0 0 01 0 0
0 -2 0 |,Be=[ 0 0 1 0
0 0 1 0 0 0 O
1 0 1 1 0
01 0 |,Fep=|1|,Re=[0
0 1 1 0 0
0 0
0 | ,Hy=| 0
0
1 0 0 -1 0 0
-1 -2 0 , Ag1 = 1 0 0
0o 1 =2 0 0 1
0 -1 0 00 0 1
1 0 0 |,Bs=| 0 0 0 0
0 2 0 0 0 0 1
1 0 0 1 0
01 0 |,F3,=[11|,Rz=[0
0 0 1 0
0 0
0 | ,Hs, = 0
0 0
—0.0015 —0.0014 0
0 —0.0001 0 ,
0.0008  0.0014  —0.0007
04787 0 0 0
10~ —o. 1276 o 0 o0 |,
0 0 O
0 0 0
0o 0o o |,
0 0 0
0.0187 —0.0145  —0.1262
10714 0.0122 —0.0124  —0.09103
—0.00033 0.0000034  0.08873
o o 71
1 -1 -1
—0.0015 0 —0.0015
—0.0015 —0.0006 —0.0014 |,
0.0015  0.0001  0.0014
0.222 —0.222 0
10715 0.208 —0222 0 |,
—0.326  0.666 0
0 0 0
0o o0 o |,
0 0 0
0.0444 0.133 —0.0887
10714 0.0416 0.098 —0.0706
—0.0652 —0.01044  0.0547
-1
0 —1 0
o 1 -1

)

Pour le sous-systéme 3 on a

—0.0015 0 0
N3 = 0 —0.0007 0 ,
0 0 0.0001
0 0 0 0.0555
M3 = 107%| 0 0 0 0.00042 |,
0 0 0 0.222
0 0 0
Lz, = o o0 o0 |,
0 0 0
0.118  —0.0405 0.110
Lz, = 10715 0.021 0.443  —0.000514 |,
—0.015  —0.191 —0.444
-1 0 0
E3 = 0 -1 0
0 0 -1

Les figures 1 and 2 donnent les résultats de simulations obtenus avec
les sous-systémes ci-dessus. 1l est clair que la méthode présenté per-
met la convergence de 'estimateur décentralisé aussi bien au systéme
décentralisé qu’au systéeme global.

1 T T T T T T T
| =x1—:
[9) 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
0. T T T T T T T
70é E . . . . . . — e2=x2-x120bs
(9] 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
0.1 T T T T T T T
o8 E : . . . . . — e3=x3-x130bs
[9) 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
0.2 T T T T T T —T
03 = N I N N N I — 1obsH]
o] 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
9F : : : : : : = 5=x5 —x220bs| ]
[) 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
_8F : : : : : : — c6=x6—x23obs]]
[9) 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
0. T T T T T T T
—0§ E——— . . . . — e7=x7-x31obs
9 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
0.!
ofF : " " " " " ] 883200
o 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
1 T T T T T T T T
° }, ©9=x9-x330bs
o 10 20 30 40 50 60 70 80 920 100

1 T T T T T T T
| = —
72}» : : : : : : a el1-x11-x110bsH
(0] 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
0. T T T T T T T
—né}’ n n n N n n = e12=x12-x120bs[
[ 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
0.1
o8 E : . . . . — ©13=x13-x130bs[
9] 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
0.
o8E : : : : : : q 2121 xz1obs]
o 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
IF " " " " " " T 22322 —x2200s] ]
[) 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

e23=x23-x230bs|

o} 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
0.!
I : : : —— 31x31 xatobs]]
o 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
0.!
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Fig. 2. lerreur entre le systéme décentralisé et 1’observateur
décentralisé

VI. CONCLUSION

Dans cet article, nous avons présenté la synthese d’observateur
a entrées inconnues pour les systemes & grandes dimensions, les
conditions de convergence et de stabilité sont étudiées, I’estimateur
décentralisé obtenu est comparé au systeme global a 'aide d’un
exemple validant les résultats. Une extension de ce travail au ob-
servateurs robustes pour les systemes singuliers & grande dimension
est en cours d’étude.
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