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Résumé— Cet article propose la synchronisation du mouve-
ment de deux systémes interconnectés a travers un réseau
de communication. Une attention spéciale est accordée a la
problématique du retard variable dans la chaine de commu-
nication, causé par la discrétisation. Deux méthodes de sta-
bilisation on été proposées : une basée sur la construction
d’un modele affecté par incertitude polytopique et ’autre
basée sur la construction d’une fonction de Lyapunov.

Mots-clés— Synchronisation de mouvements, systémes a re-
tard, admissibilité d’états, stabilisation

I. INTRODUCTION

Le probleme de synchronisation des mouvements
de systemes interconnectés est bien connu dans la
littérature. Parmi les applications, I’exemple classique est
la téléopération des robots manipulateurs. Dans ce cas, un
opérateur humain controle un systeme esclave éloigné d’un
site principale, et recoit un retour de force de ’esclave,
en ayant la sensation d’étre présent et en contact direct
avec celui-ci. Ce phénomene est appelé retour de force ou
réflection de force [6]. Ce probleme a été étudié par [14],
[18], [26], [1]. De plus, la synchronisation des mouvements
offre la possibilité d’avoir plusieurs systemes qui se com-
portent de la méme maniere, de facon cordonnée, grace a
des correcteurs décentralisés.

Par exemple, [7] propose la synchronisation via une
structure de commande de type prédicteur de Smith. Dans
ce cas, le retard a été considéré fixe. Une étude comparative
entre différents correcteurs a été faite dans [2].

Une des contributions de cet article est 1’étude du re-
tard variable, et la comparaison entre deux techniques pro-
posées. [22], [20], [21] ont construit un modeéle polytopique
incertain en utilisant les outils de la géométrie convexe.
D’autres techniques d’approximation de modele présentes
dans la littérature sont [8], [9], [12], [25]. L’avantage princi-
pal est le suivant : une fois que le modele incertain est dis-
ponible, nous pouvons appliquer des techniques classiques
de commande robuste pour le probleme de stabilisation.
En revanche un modele étendu doit étre utilisé, et toutes
les entrées de commande passées doivent étre retenues en
mémoire.

Pour éviter ces inconvénients, il y a 'approche de Lyapu-
nov, ott les fonctionnelles de Lyapunov-Krasovskii (LKF) et
les fonctions de Lyapunov-Razumikhin (LRF) sont mises en
évidence dans [15]. Ces approches, combinées a une trans-
formation de modele appropriée, nous donnent des condi-
tions de stabilité (voir les travaux [10], [11], [16] pour le
cas continu, et [23], [4], [19] pour le cas discret). Il est im-
portant de mettre en évidence que dans la plupart des cas
discrets, nous avons seulement une fonction candidate de
Lyapunov, et pas une fonctionnelle. Mais par convention,
elles sont aussi appelés ”LKF Discret”.

Tous ces aspects son liées a I'étude des systemes avec
retard. Pour plus d’information sur le sujet et ainsi que sur
les problemes ouverts dans ce domaine le lecteur pourra
trouver des information dans [24].

Dans la nature, la présence de contraintes physiques est
tres commune. Dés que ces contraintes ne sont pas res-
pectées, des composantes physiques du systéeme peuvent
étre endommagées ou des actionneurs peuvent rentrer
en saturation, ce qui ramene le systeme a l’instabilité.
La présence d’un ensemble de sortie maximal est tres
intéressante du point de vue des contraintes. La garan-
tie qu'un ensemble de contraintes sera respecté est connue
dans la littérature comme ensemble admissible mazimal
(développé dans [13]).

L’objectif ici est de synchroniser deux systémes
mécaniques placés dans deux sites différents, en utilisant
le retour de force, proposé dans [7] (Section II). Comme la
communication est faite par un réseau avec retard, deux
techniques de stabilisation ont été proposées dans la Sec-
tion IIT : 'approche polytopique, ot le systeme est modelisé
comme un systeéme incertain polytopique et ou des tech-
niques de commande robuste classiques ont été appliquées
(Section III-A) ; et I'approche de Lyapunov, ou en utilisant
la discrétisation d'un LKF et les idées de [5], [17], des condi-
tions LMI ont été utilisées pour obtenir un gain de retour
d’état (Section III-B). A la fin de Darticle dans la Section
V, des simulations numériques ont été réalisées pour valider
les résultats, en utilisant la commande prédictive (Section



V).

II. PROBLEMATIQUE

Considérons un systeme de synchronisation, représenté
par le schéma bloc montré par la figure I. Les deux systémes
interconnectés P; et P ont des dynamiques connues. La
connexion des systémes sera faite par réseau, et la présence
du retard est implicite au processus. L’objectif est la syn-
chronisation des sorties 1 et x3 ), malgré les effets du
retard dans le réseau de communication. Le retard entre
Py et Py est dy. De l'autre coté, entre P et Pp, la va-
leur du retard est ds. Le retard d’un cycle complet dans la
boucle, connue comme "Round Trip Time (RTT)”, est la
somme de d; et ds.

Les deux systemes sont représentés par des équations
différentielles linéaires a retard :

21(t) = Ar,cx1(t) + By cur (t — ha), (1)
j?g(t) = A27c$2(t) + Bg,cul (t — hg)

o A; . € R"™" B; . € R™™, x;(t) € IR" sont les vecteurs
d’état, u;(t) € IR™ sont les vecteurs des entrées et h; > 0
est le retard au niveau de lentrée, Vi = 1,2. Considérons
une période d’échantillonnage T, les instants tp = kT, et
les états échantillonnés 1, = x;(tx). Comme discuté dans
[22], un degré d’incertitude est imposé quand nous traitons
un systeme a retard :

hi = dZ‘Te — € (2)

La variable d’incertitude e est bornée et varie dans le
temps :
0<e<e<T., (3)

En conséquence le modele discrétisé est décrit par :

1 g1 = A121 5 + Bt p—dy, — A1 (81, k—dy — U1 k—dy+1)
To 1 = Aok + Botlla —a, — Do (U2 k—dy — U2, k—da+1)
(4)
ou A;, Vi = 1,2, sont les termes que doivent compenser 1’ef-
fet de I'incertitude introduite par €. Les matrices A;, B;, A;
sont :

Te
p— A.L CTe — Ai,c Te*
A; = eAieTe By = / eAieTe=T) B, dr,

o 7 (5)
A; = / e~ 4T B, dr,
~le

obtenues en supposant que les entrées de commande ;
sont constantes par morceau u;(t) = u; g, Vt € [tg, tp+1)-
Le vecteur des entrées @ —q, € IR™ est donné par :

Ul p—r = F1p + Fo —q, + U1k, (6)
Ug g7 = F1 —q, + Fop +ugp

ou F; ., i = 1,2 sont les forces a 'entrée. Les entrées de
commande u;, i = 1,2 sont données par :

uyr = Kiey g, (7)
Uz = Koca i,

ou les gains de retour d’état K;, ¢« = 1,2 sont obtenus par
la procédure présentée dans la section III et l'erreur g; 4,
i = 1,2 est calculée comme suit :

El,k = mljffdlfdz - x2,k}*d27 (8)
E2,k‘ = _xl,kfdl - xQ’k7d17d2.

L’objectif est la stabilité et la synchronisation des
systemes P; et P, malgré la présence du retard de commu-
nication tout en respectant un ensemble de contraintes :

Cxy + Duy, < W. 9)

€
} Delay (d) I-L

Fig. 1. Schéma bloc pour la synchronisation.

I1I. STABILITE DE SYSTEMES A RETARD

Pour simplifier la notation, on va considérer par la suite
lecas A=A = Ay et A = A; = A en mentionnant que
le cas général peut étre traité de fagon similaire.

A. Approche polytopique

L’objectif est de confiner A donné par (5) dans un poly-
tope de telle facon a couvrir toutes les réalisations possibles
de (4) en fonction de la variation du retard e. La construc-
tion est basée sur la forme canonique de Jordan A4;. =
VZ-AiVi_l. Trois cas principaux doivent étre considérés :
matrice A. non défective, avec des valeurs propres réelles,
matrice A, non défective avec des valeurs propres com-
plexes conjuguées et matrice A. défective. Tous les autres
cas peuvent étre obtenus par la combinaison de ces cas
principaux. Les détails sur chaque construction ne seront
pas développés dans cet article, les détails de construction
étant développées dans [22], [20], [21].

Comme on veut la synchronisation des systemes
mécaniques, considérons une matrice A, € IR™ " inver-
sible et non défective, avec les valeurs propres réelles et
non répétées. Les blocs de Jordan de multiplicité 1 nous
donnent une fagon tres simple de construire un simplex n-
dimensionnel pour emboiter la dépendance non-linéaire de
A(e). Les sommets sont donnés par :

AO = 0n><m7

€
Aj=n V/ NTdrVTIB,, Yi=1,...,n, (10)
0
ou A; correspond au j°"¢ bloc de la matrice A complétée
par des zéros.

Remarque 1 : Des ensembles polytopiques moins conser-
vatifs peuvent étre obtenus par optimisation. Cette ap-
proche ne sera pas développée ici (voir [20] et [21] pour
plus des détailles).



La dynamique (4) peut étre réécrite dans une forme com-
pacte :

&1 = Aaér + Baug, (11)
avec :
A B-A 0 ... 0
0 0 I, ... 0
An=|... ... .

O 0 0 I,

0 0 0 0
A . (12)
0 Uk —d

Ba = s =

0 Uk—1
Im Uk

Considérons les sommets A; pour construire un modele
polytopique a partir de I'Eq. (12) avec n + 1 réalisations,

A € Co{do,...,0,}. Un modele étendu global est obtenu
sous la forme :
§kv1 = An&k + Baug

An € Cof{An,, An,, ... (13)

An, }.

En utilisant @ > 0 et R > 0 comme matrices de
pondération, dans un probleme d’optimisation du type
min-max, la synthese d’une lois de commande stabilisante
up = K& peut étre imposée en fonction de la faisabilité
d’un probleme LMI ([5] et [17]) :

AN
sujet a :
S SAX +YTBY sQY? YTRY?

AAiS + BAY S 0 0 “0
Q28 0 I 0 =
RY/2y 0 0 ~I

S=1
V i=0,...,n
(14)

avec K =Y S™1.

A.1 Ensembles admissibles robustes

Pour obtenir un ensemble admissible robuste, le premier
pas est de réécrire les contraintes (9) en fonction d’une
variable d’état augmenté € :

P& + Duy < W. (15)
En utilisant la lois de commande stabilisante u, = K&, =
Y S, trouvé via la LMI (14), 'ensemble polyédral peut
étre défini dans ’espace augmenté comme suit :

P= {g € R+dm) | (D 4 DE)E < W} . (16)

Nous nous intéressons maintenant au concept d’ensemble
admissible mazimal [13] pour des modeles polytopiques [20]
par rapport a la lois de commande uy = K&j. Introduisons :

Définition 1 : Pour un systéme avec incertitude polyto-

pique :

k1 = P&k
[ NS CO{(AAO +BAK); RN (AA,,, +BAK)},
(17)

et un ensemble P prédéfini, I’ensemble admissible O}
mazimal est défini comme la collection de tous les états
initiaux & a partir desquels les trajectoires du systeme res-
tent a l'intérieur de P pour tous les instants futurs k > 0,
ke (N). ]

En conclusion, I’ensemble maximal admissible de sorte
peut étre défini :

k
0%, = {éol [[ 2 € P.v®; € Ok, Vk € N} - (18)

=0

L’étude d’un tel ensemble a été proposé en [20]. De plus,
I'ensemble O} a les propriétés d’invariance robuste [3] et
sera utilisé dans un schéma de commande prédictive.

B. Approche de Lyapunov

Pour é0viter une représentation d’état étendue 1'objectif
est d’obtenir une lois de commande du type retour d’état :

up = Kxp,. (19)

A partir de équation (4), le systéme en boucle fermé

devient :
Tpy1 = Axy, + AKIk_d+1 + (B — A)Kﬂj’k_d. (20)
Théoréme 1 : Considérons le systéme discrétisé (20)

K=YG;"', (21)
ot Go = GI > 0 et Y sont obtenues en résolvant le
probleme d’optimisation suivant :

min ¥
’YgGUaGastqu (22)

soumis a : (23)
Preuve 1 : Pour le systeme (20) considérons la fonction
Lyapunov candidate :

d—1
Vi = foOxk + foﬂ-Plxk,i + $£,dP2xk,d > 0. (24)
i=1
Pour assurer la stabilité asymptotique, la fonction can-
didate doit satisfaire :

Vier1 — Vi <0. (25)

C’est a dire que la fonction décroit pour n’importe quel
trajectoire du systeme. En utilisant les idées de [17], le
critere de performance robuste suivant peut étre proposée :

Viger — Vi <
- (l’fok + U;‘g_d+1Rluk—d+1 + uf_dRWk—d)
= - (mf@xk + x%ﬁd IKTRlek_d+1+
+ .Z'g_dKTRQK.’L’k,dJS .

(26)
En vérifiant la convergence, nous avons :
Virr =V =
[Azy + (B — A)Kzy_g + AKzy_g1]” Po
[Az, + (B — A)Kag—g + AKxp_gi1] +
d—1
+ Z I£_¢+1P1Ik—i+1+ (27)
i=1

T T
—|—xk7d+1P2:ck_d+1 —xy, Poxy—
d—1

T T
— E Ty Pirp_i — vj_gPotp_q.
i=1



Go 0 G. 0 GoAT GoQz 0 0
1
0 Ge 0 0 Gy YTAT 0 YTR? 0
1
0 0 Gy 0 0 YT'(B-AT 0 0 YTRZ
Gz 0 0 Gz 0 0 0 0 0
0 Gy 0 0 Gy 0 0 0 0 |>o0 (23)
AGoy AY (B—-A)Y 0 0 Go 0 0 0
1
Q2Go 0 0 0 0 0 NI 0 0
1
0 RZY 0 0 0 0 yI 0
1
) 0 RZY 0 0 0 ST
En simplifiant les termes de (27) et en utilisant la nota- B.1 Ensemble d’état admissible par rapport au retard
tion : Considé N .
T _ 1 T r 1T onsidérons le systeme autonome :
& =[5 Thcay Thodl (28) _
on obtient que (27) peut s’écrire sous la forme matricielle : Co1 = Al fori=1,....d, (35)

Vi = Vier1 = & An&e. (29)
De plus (26) devient :
& (Aa = Qa) & 20, (31)
ou :
Q 0 0
Qa= |0 KTRK 0 (32)
0 0 KTRyK
Cette équation peut s’écrire comme suit :
Py—Q 0 0
0 P —KTRiK 0 —
0 0 P, - KTRyK
P 0 0 et o0 0
0 P, 0 0 Pt 0
PyA P AK Py(B-AK 0 0 Pt
P 0 0
0 Py 0 > 0.
PyA PyAK Py(B-AK
(33)

Maintenant on considere que Py = vGq L p = WGfl
et P, = 4G5 ', on multiplie (33) par L et on applique
le complément de Schur. Vue la nouve’he inégalité, par
congruence avec diag(Go,Go,Go,Go,Go, Go) et avec les
notations Y = KGy, G, = GoG'Go, G, = GoG5'Gy,
on obtient :

Go O 0 G, 0 GoAT
0 G, 0 0 G, YTAT
0 0 Gy 0 0 YI'(B-AT
G, 0 0 G, 0 0 B
0o G, 0 0 G, 0
AGy AY (B—A)Y 0 0 Go
[GQz 0 0 ]
1
T2
0 YIRE 0 Arlr oo o0
0 0 YTR:| |0 11 o|xT>o0.
0 0 0 0 0 ir n
0 0 0 K
L 0 0 0 |
X

(34)

En utilisant le complément de Schur, on obtient la LMI
finale (23) ou Go, G4, Gy, v et Y sont les variables de
décision. Pour compléter la preuve il faut dire que K est
obtenu via K = Y Gy . ]

ou le vecteur d’état étendue £ est le méme que (28) et A;
est obtenue en utilisant la relation suivante :

A Onx(ifl)n BK Onx(dfi)n
Lk . I 0 0
5 = : 9 AZ = .
Thd 0 I 0
(36)
A ‘ Onx(ifl)n BK Onx(dfi)n
T 0 0
A=|0] T 0 (37)
0 0 I 0
Le terme BK se déplace dans la premiere ligne de la ma-
trice A; pour ¢ = 1,...,d de facon a couvrir toutes les

réalisations du retard d.

B.2 L’utilisation de la théorie classique ” Mazimal Output
Admissible Sets”

En utilisant la théorie classique des ensembles admis-
sibles maximaux, considérons l’ensemble de contraintes
donné par le domaine polyédral :

X ={xeR"| Hyx < h,} (38)
et les contraintes de commande :
U={uelR™| Hyux < hy}, (39)

on peut utiliser 'expression de la boucle fermée uy = Kxy,
pour obtenir une forme compacte :

P,={zecR"| [g’”] z < [;ﬂ (40)
\/u—/ \f—’
H h

Par le produit croisé des régions P, dans un espace étendu,
le polyedre peut étre défini :

P:PxxPxx...xPx:{geﬂ{(dJrl)n‘ Hﬁgh}
d+1

(41)
Définition 2 : étant donnés une dynamique discrete
linéaire (comme (35)) et un ensemble polyédral P,



Py— ATPyA— Py
—KTATPyA
~KT(B—-A)TPA

Ap =

I'ensemble admissible 2 maximal est défini comme la col-
lection de tous les états initiaux &y pour lesquels les tra-
jectoires du systeme restent dans P pour tous les instants
futurs £ > 0. [ |
Pour chaque dynamique A;¥i = 1,...,d lensemble
maximal des états admissibles [13] est défini comme :

k
&l |JAl6 € PYkEN
j=0

Q; = (42)

Autrement dit, ’ensemble maximal admissible est décrit

comme l'intersection de €; pour i =1,...,d :
d
Q=% (43)
i=1

Par construction Q ¢ P ¢ IR(@HD7,

B.3 Algorithme

En utilisant la représentation de P en (41) et la séquence
suivante :

=0

k
Qf:{gﬂ UAigoeP,vogkgt}, (44)

une construction algorithmique est proposée :

Algorithm 1 Obtention algorithmique de Q$°

Require: 121, Z, tmaz

Ensure: 9°

1:  Définir t = 0.

2: Si QI = Qf) arréter. Définir t* = ¢t et ; = Q° = QF.
Si QI £ Q) continuer. Sit > ¢4, arréter.

3: Remplacer t par t + 1 et retourner au pas 2.

IV. COMMANDE PREDICTIVE
Une application des techniques décrites dans cet ar-
ticle peut étre trouvée dans les schémas prédictifs, qui im-
pliquent la résolution d’un probléeme d’optimisation :

T
k;, = argmin el Pel%y

u

N—-1
T
+y {@E% QLY + ul Rups, (45)
=0

soumis a :
Ekrjrr = An,&kvj + Baugj, i =1,...,n
F§k+j+Duk+j§W/',j:1,...,N—1 (46)
Ernv € O

La premiere composante de la séquence optimale de com-

mande k; est appliquée comme entrée de commande, et
Poptimisation recommence avec les nouvelles valeurs me-
surées.

—AT Py AK
Py — KTATPAK — Py
—KT(B - A)TPAK

—ATPy(B - A)K
—KTATPy(B - AK
P, -~ KT(B—-A)TPy(B—-AK

(30)

V. EXEMPLE D’APPLICATION

L’exemple considéré est représenté par le probleme de
synchronisation développé par [7], ott deux systémes robo-
tiques a un degré de liberté sont interconnectés a travers
un réseau. La présence du retard est intrinseque au proces-
sus de communication. Les dynamiques des systemes sont
données par :

Jnl + b, = 7o, (47)
ou J,, b, et 6 sont respectivement, l'inertie, le coefficient
d’amortissement et 'angle de la liaison.

Pour simplifier l'analyse, deux systemes identiques
(P1(s) = P»(s)) seront considérés. Les fonctions de trans-
fert sont les suivantes :

1
P, =P = . 4
1(s) = P2(8) = Giqs57 1 0.10125 (48)
Pour une période d’échantillonnage 7, = 0.002s, la

représentation discréte dans Pespace d’état de (48) est :

1.9672 —0.9672 1
A1,2 = 1 0 } 5 Bl,z = {O] . (49)
Le retard maximal, ou RTT, est de h = 0.01s.
Donc le retard maximal discret est de d = 5 périodes

d’échantillonnage.
Pour obtenir le gain de retour d’état, les matrices de

pondération choisies sont Q = I et R = 1, et en résolvant
la LMI (23), on obtient :

K =10""[0.8687 —0.3202].

Pour déterminer ’ensemble maximal admissible, I’ensemble
de contraintes de I'état a été utilisé :

-5 < x <5.

Les forces exercées par lopérateur sont Fi(t) = 2
sin(27t) et F, = 0. La loi de commande est prédictive,
déterminée par l'optimisation (45), en utilisant I’ensemble
maximal admissible comme contraintes terminales d’opti-
misation. L’évolution temporelle est montrée dans la Fig.
2. Les états sont parfaitement synchronisés en respectant
les contraintes, malgré la force d’intéraction humaine et le
retard variable.

Les forces exercées par l'opérateur sont Fi(t) = 0 et
F5 = 0, par contre les conditions initiales pour le maitre
sont x1(0) = [—1;1] et pour esclave 22(0) = [0.5; —0.5].

La loi de commande prédictive optimise (45), en utilisant
I’ensemble maximal admissible (43) comme contraintes ter-
minales d’optimisation. L’évolution temporelle est montrée
dans la Fig. 3. Les états sont synchronisés en respectant les
contraintes, malgré les conditions initiales non-nulles et le
retard variable.



Etats

x1
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x107° Commande

Fig. 2. Evolution des états et de la commande pour les deux systémes.

Les forces d’itération humaines sont F (t) = 2s*sin(27t) et F» = 0.
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Fig. 3. Evolution des états et de la commande pour les deux systémes.

Les conditions initiales pour le maitre sont z1(0) = [—1; 1] et pour
Pesclave z2(0) = [0.5; —0.5].

VI. CONCLUSIONS

Cet article a proposé la synchronisation du mouvement

de deux systémes interconnectés a travers un réseau de
communication. Une attention spéciale est accordée a la
problématique du retard variable dans la chaine de com-
munication causé par la discrétisation. Deux méthodes de
stabilisation on été proposées : une par approximation po-
lytopique et 'autre par une fonction de Lyapunov.
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