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Résumé�Cet article présente une méthode originale d'esti-

mation de paramètres basée sur l'utilisation des relations

obtenues lors de l'analyse d'identi�abilité par morceaux

d'un modèle phénoménologique de combustion d'un moteur

diesel. Ce modèle est utilisé pour le design, la validation

et le pre-tuning des lois de contrôle du moteur. Une mé-

thode d'estimation algébro-di�érentielle en cascade est utili-

sée pour l'étude de l'identi�abilité. Cette recherche est faite

en utilisant les relations liant l'entrée, la sortie et les para-

mètres du modèle. Ensuite ces relations sont transformées

en utilisant des intégrales itérées combinées avec une esti-

mation numérique originale de dérivées et une méthode de

moindre carrés.

Mots-clés� identi�abilité, estimation de paramètres, distri-

bution, estimation de dérivées, optimisation, modèle de

Wiebe, combustion.

I. Introduction

L'utilisation de modèles de prédiction du comportement
d'un système pour faire des choix techniques ou pour com-
prendre son fonctionnement est devenu très important.
Ceci est particulièrement vrai en ce qui concerne l'indus-
trie automobile ; En e�et le durcissement des normes euro-
péennes antipollution et la volonté de minimiser la consom-
mation conduisent à recourir de plus en plus à la modéli-
sation.

Un modèle de combustion double phase de Wiebe est
retenu et étudié [9], [10]. Ce modèle correspond à un mo-
dèle phénoménologique qui a l'avantage d'être simple et de
représenter le phénomène observable. Par ailleurs, le mo-
dèle mathématique correspondant a l'avantage d'être ra-
pide d'exécution et permet des simulations en temps réel
comme pour HIL (Hardware In the Loop) [1]. Par contre, le
fait que ce ne soit pas un modèle physique rend impossible
toute forme d'exploitation en dehors de la zone d'appren-
tissage. Cependant, pour qu'il puisse être utilisé de manière
satisfaisante il doit être calibré, c'est à dire que l'on doit
estimer les paramètres qui le composent.

Avant d' estimer des paramètres il faut faire une analyse
d'identi�abilité [6]. L'identi�abilité appartient à la catégo-
rie des problèmes inverses. C'est une question a priori : est
ce que deux paramètres distincts conduisent à des sorties
distinctes ? Si la réponse est négative il ne sera pas pos-
sible de conduire l'estimation de manière satisfaisante sans
des connaissances a priori supplémentaires. Il faut recon-
sidérer le modèle. L'élimination algébro-di�érentielle per-
met d'établir les relations qui lient l'entrée, la sortie et les
paramètres. Ces relations permettent d'étudier l'identi�a-
bilité [3], mais elles conduisent, dans une certaine mesure,

à une procédure d'estimation des paramètres sans aucune
connaissance a priori sur ceux-ci. Peu d'études utilisent de
manière e�cace ces relations compte tenu des données brui-
tées que l'on a en pratique. L'élimination di�érentielle né-
cessite d'avoir des fonctions régulières, ce qui n'est pas le
cas pour notre modèle de combustion. Aussi, une élimina-
tion par morceaux sera conduite. Par ailleurs, l'emploi de
l'intégration itérée permettra de réduire l'ordre des dérivées
qui apparaissent dans certaines relations. Pour les autres,
une méthode originale d'estimation de dérivées basées sur
la théorie des distributions sera utilisée [5]. Il sera en�n
montré, comment les relations qui résultent de ces trans-
formations, permettent de construire une procédure d'esti-
mation des paramètres, pour ce type de modèle. Cet article
est organisé de la manière suivante. La partie 2 présente le
modèle phénoménologique et le système mathématique qui
en résulte. La partie 3 présente l'analyse d'identi�abilité.
Certaines dé�nitions sont rappelées et l'étude de l'identi�a-
bilité par morceaux ainsi que les relations qui en résultent
sont montrées. La partie 4 traite de la transformation de
ces relations et donne une procédure e�cace d'estimation
de dérivées de signaux bruités. La partie 5 est dédiée aux
procédures numériques : estimation des dérivées, des pa-
ramètres et présentation des résultats. Finalement dans la
dernière partie nous concluons.

II. Le modèle de combustion diesel

Cette partie donne la description du modèle de combus-
tion ainsi que sa formulation mathématique.

A. Le modèle phénoménologique

Le modèle de Wiebe deux phases permet de modéliser la
combustion diesel. Le modèle de la chambre de combustion
est basé sur le premier principe de la thermodynamique.
La variation de l'énergie interne suit l'équation suivante :

dU

dθ
= dQ+ dW +

∑
i

hidmi (1)

avec
U : Energie interne [J]
dQ : Echange d'énergie avec l'extérieur [J/s]
dW : Travail avec l'extérieur [J/s]
hi : Enthalpie spéci�que [J/kg]
dmi : Transfert massique [kg/s]
Dans le cas de la chambre de combustion, nous pouvons
identi�er :



- Les échanges d'énergie avec l'extérieur qui sont égaux
aux pertes aux parois mais aussi à l'apport d'énergie dû à
la combustion.
- Le travail est celui du piston sur les gaz
- Les échanges de matières sont les �ux massiques à travers
les soupapes de l'échappement et de l'admission.
Nous pouvons résumer le principe de ce modèle par le
schéma suivant :

 

Combustion chamber 

Intake valve Exhaust valve 

Piston work 

Wall exchange Combustion heat 

Fig. 1. illustration du modèle de combustion de Wiebe

Les phases de Wiebe représentent la combustion de pré-
mélange et de di�usion. Ces deux combustions ont lieu cha-
cune durant un cycle moteur. Ci-dessous nous décrivons
rapidement le processus de combustion diesel.

1. Après l'admission et la compression des gaz, le carburant
est injecté dans la chambre de combustion. Ce carburant
y est supposé sous forme vaporisée dans le cas de Wiebe.
La compression surchau�e le carburant. Ce réchau�age en-
traîne l'allumage. Ceci marque le début des deux �ammes
de combustion de pré-mélange et de di�usion.

2. La première phase représente la �amme de pré-mélange.
A ce stade, l'air et le carburant sont parfaitement mélangés.
Quand l'instant de l'allumage est atteint, une combustion
massique intervient. Il y a dans ce cas une multitude de
points d'allumage dans la chambre de combustion. Nous
disons que la combustion est contrôlée par la chimie.

3. La seconde phase représente la �amme de di�usion.
Dans ce cas, la transformation est in�niment rapide à cause
de l'augmentation de la température due à la �amme de
pré-mélange. La combustion est alors contrôlée par la vi-
tesse de fusion de l'air et du carburant. Ceci justi�e le terme
de ��amme de di�usion�.

Le modèle de Wiebe permet ainsi de modéliser ces deux
�ammes. Nous avons besoin d'associer à ce modèle de dé-
gagement de chaleur, le travail du piston sur les gaz et les
échanges aux parois.
� Le travail dans sa forme traditionnelle −P.dV , où Pcyl
est la pression dans la chambre et dV est la variation
de volume

� Les échanges avec les parois sont de la forme h.S.(T −
Tw), où H,S, T et Tw sont respectivement, un coe�-
cient d'échange, la surface d'échange, la température
des gaz dans la chambre de combustion et la tempéra-
ture aux parois.
Avec (U) l'énergie interne et (M) la masse dans la
chambre, nous pouvons calculer la pression et la tem-
pérature des gaz. Cette température est obtenue grâce
à la première loi de Joules :

U = Cν .M.T , Cν = Capacité calori�que pour un volume
constant [J/kg/K], T = température [K].
La pression est calculée avec la loi des gaz parfaits :
Pcyl = M.r.T

V
où :
Pcyl : pression cylindre [Pa]
r : constante des gaz parfaits [J/kg/K]
V : volume [m3]

B. Le modèle mathématique

Ce modèle peut être décrit comme suit.

(Σp,ν) =


dX
dθ = F (X, θ, p) + Cν (θ)
X (θ0) = X0

Y = h (X, θ)
(2)

X représente le vecteur d'état dans le modèle décrit dans
la partie II −A :

-X = (M,U)t, (M,U) ∈ (R+)2

-Y = X représente la sortie θ ∈ [0,Θ]
-p = (p1, . . . , pl) ∈ E représente le vecteur des paramètres,
où E est l'ensemble des paramètres admissibles qui est une

partie de (R+)l , l ∈ N.
Pour le modèle décrit dans la partie II − A le vecteur des
paramètres est : p = (αpp, fpre, δp,mp, δd,md) et p ∈ E ⊂
(R+)6

-ν est une entrée créneau,
ν (θ) = Qinjmax (H (θ −ADV )−H (θ −ADV − θinj))
avec Qinjmax > 0 et θinj > 0. Nous notons Ωad l'ensemble
de ces entrées.
H est la fonction de Heaviside :
Nous posons :
-C = (1, CcarbTcarb − Lvap)t

-F = (F1, F2)t, avec :
-F1 (X, θ, p) = 0 et
-F2 (X, θ, p) =
k1 (U)−Qparois (αpp, X)+Kω (fpref1 (p, θ)H (θ −ADVp)) +
Kω ((1− fpre) f2 (p, θ)H (θ −ADVd))
où :

-k1 (U) = − (γ − 1)
(
dU
dθ −

U
Pcyl

dPcyl
dθ

)
-K = PCI.Minj .

-f1 (p, θ) = − d
dθ

[
exp

(
− αp

∆
mp+1
p

(θ −ADVp)1+mp

)]
-f2 (p, θ) = − d

dθ

[
exp

(
− αd

∆
md+1
d

(θ −ADVd)1+md

)]
-Qparois (αpp, X) = αppSpk2 (M,U) où Sp est une fonction
connue.

-k2 (M,U) =
(

(g−1)
2
3

C
1
3
ν

U

M
1
3 V

2
3

(
(g−1)U
CνM

− Tp
)

(1 + 1, 24Vpmoy)
)

est une fonction connue de l'état et αpp est un paramètre
à identi�er.
Ici nous supposons que :

� H1 : 0 < ADV < ADVp < ADVd < Θ
� H2 : k2(M,U) 6= 0

III. Identifiabilité

A. Dé�nitions

Nous rappelons ici quelques dé�nitions où nous posons
p = (p1, . . . , pl).



Dé�nition III.1 : Le paramètre pi est globalement iden-
ti�able si, pour tout (p̂, p̃) ∈ E et p̂i 6= p̃i, il existe une
entrée ν telle que les systèmes Σp̂,ν et Σp̃,ν conduisent à
des sorties di�érentes.
Dé�nition III.2 : Le modèle est dit globalement identi-

�able si tous les paramètres sont globalement identi�ables.

B. Analyse d'identi�abilité

Dans cette section, une étude d'identi�abilité en série est
proposée. Elle utilise successivement des relations qui lient
des fonctions connues et des paramètres. Les principaux ré-
sultats d'identi�abilité sont donnés et établis dans la suite

Théoreme III.1 : Le modèle de combustion diesel Σp,ν
est globalement identi�able.
Ce résultat est une conséquence des propositions suivantes :
Proposition III.1 : Les relations entrée-sortie-paramètres

sont données successivement par :

1. If θ ∈ J1 = [0 ADV [

dU

dθ
(θ, p) = k1 (U(θ, p))− αppSpk2(M(θ, p), U(θ, p)) (3)

2. If θ ∈ J2 = [ADVp ADVd[

((dy1dθ )2 − y1
d2y1
dθ2 )(θ −ADVp) =

−mp
dy1
dθ y1 − fpre d

2y1
dθ2 (θ −ADVp) +mp.fpre

dy1
dθ

(4)

dy1

dθ
= − αp

∆mp+1
p

z2(mp + 1)(y1 + fpre) (5)

3. If θ ∈ J3 = [ADVd,Θ[[
(dy2dθ )2 − (1− y2 − fpre)d

2y2
dθ2

]
(θ −ADVd) =

−md
dy2
dθ (y2 − 1− fpre)

(6)

dy2

dθ
= − αd

∆md+1
p

z4(md + 1)(y2 + fpre − 1) (7)

où :
-y1(M,U, p) =
dU
dθ −k1(U)−αppSpk2(M,U)−Qinjmax(CcarbTcarb−Lvap)
-y2(M,U, p) = y1(M,U, p) +Kωfpref1(θ, p)
-z2(θ, p) = (θ −ADVp)mp et
-z4(θ, p) = (θ −ADVd)md
Proposition III.2 : Y (θ, p) représente la sortie du sys-

tème Σp,ν . Alors pour tout (p̂, p̃) ∈ E si Y (θ, p̂) = Y (θ, p̃)
pour tout θ de [0 Θ] et p dans Ωad alors successivement

α̂pp = α̃pp ,
(

(m̂p, f̂pre) = (m̃p, f̃pre)
)
, ∆̂θp = ∆̃θp ,

m̂d = m̃d, ∆̂θd = ∆̃θd
Preuve de ces deux propositions :

Dans la suite, nous supposons que Y (θ, p̂) = Y (θ, p̃) pour
tout θ dans [0 Θ] et p dans Ωad
1)Relation (3) et identi�abilité globale de αpp :

-l'entrée ν est égale à zéro sur [0, ADV ], la fonction
f1 (p, θ)H (θ −ADVp) + (1 − fpre)f2(p, θ)H(θ − ADVd)
aussi. Ceci conduit à (3). Les sorties sont égales sur [0,Θ]
et donc sur [0, ADV ]. (3) peut être utilisé et donne :
(α̂pp − α̃pp)Spk2(M(θ, p), U(θ, p)) = 0 pour tout θ dans
]0, ADV [ et sous l'hypothèse k2(M(θ, p), U(θ, p)) 6= 0 ceci

conduit à α̂pp = α̃pp.

2)Relation (4) et(5) et identi�abilité globale de mp etfpre :

Maintenant nous considérons ]ADVp, ADVd[ et notons
z1 = exp(− αp

∆θ
mp+1
p

(θ −ADVp)1+mp) et

z2(θ, p) = (θ −ADVp)mp .
Si θ ∈ [ADVp ADVd[ la fonction f2(p, θ)H(θ − ADVd) est
égale à zéro, en utilisant les notations de la proposition
(III.1) le système suivant est obtenu :

(S1) =


y1 = fpre (1− z1)
dz1
dθ = − αp

∆θ
mp+1
p

z2(mp + 1)z1z2

dz2
dθ (θ −ADVp) = mpz2

(8)

Nous dérivons la première équation du système (8) par
rapport à θ, l'équation résultante combinée à cette même
équation donne z1 et

dz1
dθ comme fonction de y1 et

dy1
dθ . Puis

en substituant les résultats dans la deuxième équation du
système S1, z2 est obtenu comme fonction de y1 et dy1

dθ et
ainsi la relation (5) est obtenue. Ensuite en substituant les
résultats dans la troisième équation de (S1), la relation (4)
est obtenue. Ce résultat a été véri�é avec le package Di�alg
dans MAPLE 11 [2] qui est une collection de commandes
permettant de manipuler des systèmes d'équations et in-
équations di�érentielles polynomiales (ODEs and PDEs).
L'élimination di�érentielle fait partie de ses fonctionnali-
tés.
Les sorties sont égales sur [0,Θ] donc sur [0, ADVp] et

avec le résultat α̂pp = α̃pp obtnu dans 1) nous avons :

y1(M,U, p̂) = y1(M,U, p̃), dy1dθ (M,U, p̂) = dy1
dθ (M,U, p̃) et

d2y1
dθ2 (M,U, p̂) = d2y1

dθ2 (M,U, p̃) pour θ dans ]ADVp, ADVd[.
En utilisant (4)et θ dans ]ADVp, ADVd[ nous obtenons :

−(m̂p − m̃p)dy1dθ y1 − (f̂pre − f̃pre)d
2y1
dθ2 y1(θ −ADVp)+

(m̂pf̂pre − m̃pf̃pre)dy1dθ = 0
(9)

Considérons :D(θ, y1) le Wronskien de {dy1dθ y1,
d2y1
dθ2 y1(θ−

ADVp), dy1dθ }
L'équation (9) est deux fois dérivable par rapport à θ sur

]ADVpADVd[ , ce qui donne :

D(θ).((m̂p−m̃p)), f̂pre− f̃pre, m̂pf̂pre−m̃pf̃pre)t = 0 (10)

D n'est pas identiquement nul sur ]ADVpADVd[ , (10)
conduit à m̂p = m̃p et f̂pre = f̃pre
3)Identi�abilité globale de ∆θp :

Puisque m̂p = m̃p nous avons z2(θ, p̂) = z2(θ, p̃) et, en

utilisant (5) nous obtenons : ( −αp
c∆θ
mp+1
p

− −αp
f∆θ
mp+1
p

)z2(mp +

1)(y1 + fpre) = 0. Ceci conduit à
−αp
c∆θ
mp+1
p

= −αp
f∆θ
mp+1
p

et

puisque m̂p = m̃p, nous obtenons ∆̂θp = ∆̃θp
4)Relation (6) et (7) et identi�abilité globale de md :

Maintenant, nous considérons θ ∈ [ADVp,Θ] et notons
z3 = exp(− αd

∆θ
md+1
d

(θ −ADVd)1+md) et

z4(θ, p) = (θ −ADVd)md .



Alors en utilisant les notations données dans la proposition
III.1 le système suivant est obtenu :

(S2) =


y2 = (1− fpre) (1− z3)
dz3
dθ = − αd

∆θ
md+1
p

z2(md + 1)z3z4

dz4
dθ (θ −ADVp) = mpz4

(11)

En utilisant la même procédure que précédemment c'est
à dire en éliminant successivement z4 et z3, nous obtenons
(6) et (7).
Les sorties sont égales sur [0,Θ] et puisque α̂pp = α̃pp,

m̂p = m̃p et f̂pre = f̃pre on a y2(M,U, p̂) = y2(M,U, p̃)
ainsi que l'égalité de leurs dérivées successives (par rapport
à θ) sur ]ADVd,Θ[
En utilisant (6) θ ∈]ADVd,Θ[ nous obtenons : −(m̂d −

m̃d)dy2dθ (y2 − 1− fpre) = 0. Ceci conduit à m̂d = m̃d

5)Identi�abilité globale de ∆θd :
Puisque m̂d = m̃d , z4(θ, p̂) = z4(θ, p̃) alors l'équation
(7), mène à : ( −αd

c∆θ
mp+1
d

− −αd
f∆θ
md+1
d

)z4(md + 1)(y2 + fpre −

1) = 0. Ce qui conduit à −αd
c∆θ
mp+1
d

− −αd
f∆θ
md+1
d

et ∆̂θd =

∆̃θd.L'identi�abilité globale du modèle est ainsi montrée.

IV. Intégration itérée, relations

entrée-sortie-paramètres et estimation de

dérivées.

Le but de cet article est de donner une procédure e�cace
pour l'estimation numérique de paramètres. Cette procé-
dure commence avec les relations entrée-sortie-paramètres.
Ces relations peuvent contenir des dérivées de premier
ordre mais aussi des dérivées d'ordre supérieur. Les ob-
servations étant bruitées, estimer les dérivées devient un
problème mal posé. Pour éviter ceci une approche en deux
étapes est utilisée. C'est ce que nous décrivons dans les
deux paragraphes qui suivent.

A. Intégration itérée et relations entrée-sortie-paramètres

La première étape consiste à intégrer aussi loin que pos-
sible, les relations entrée-sortie-paramètres en utilisant des
intégrations par partie et des intégrales itérées avec la for-
mule de Cauchy :∫ x
a
. . .
∫ t
a
f(u) du =

∫ x
a
f(t) (x−t)i−1

(i−1)! dt. Ceci conduit à des

relations intégro-di�érentielles. Nous appliquons cette dé-
marche à notre modèle de combustion en considérant les
relations (3),(4),(5),(6),(7). Ce qui donne les résultats sui-
vants.
Proposition IV.1 : Notons Yi(θ) = yi(M(θ, p), U(θ, p))

pour i = 1, 2 alors les relations intégro-di�érentielles
entrée-sortie-paramètres sont données par :

1. Si θ ∈ [0 ADV [

U(θ, p)−U0−
∫ θ

0

k1 (U(t, p)) dt = αpp

∫ θ

0

Spk2 (X(t, p)) dt

(12)

2. Si θ ∈ [ADVp ADVd[

−mp + 1
2

I1(θ) +mp.fpreI3(θ) = R1(θ) (13)

−αp(mp + 1)

∆θmp+1
p

I4(θ) = I3(θ) (14)

3. Si θ ∈ [ADVd Θ[

−md + 1
2

I5(θ) = R2(θ) (15)

−αd(md + 1)
∆θmd+1

d

I5(θ) = R3(θ) (16)

Avec :
I1(θ) =

∫ θ
ADVp

Y 2
1 (t) dt ; I2(θ) = −2

∫ θ
ADVp

Y1 (t) dt +
Y1 (t) (θ −ADVp).
I3(θ) =

∫ θ
ADVp

Y1 (t) dt

R1(θ) = −Y
2
1 (t)
2 (θ−ADVp) + 1

2

∫ θ
ADVp

Y 2
1 (t) dt+

∫ θ
ADVp

(θ−
t)(t − ADVp)(dY1

dθ (t))2 dt ; I4(θ) =
∫ θ
ADVp

(θ − t)(t −
ADVp)(Y1(t) + fpre) dt ;
I5(θ) =

∫ θ
ADVd

Y 2
1 (t) dt+ 2(fpre + 1)

∫ θ
ADVd

Y1(t) dt

R2(θ) =
∫ θ
ADVd

(θ − t)(t − ADVd)(Y1 (t) + fpre − 1) dt ; et

R3(θ) =
∫ θ
ADVd

Y2(t) dt
Ces relations seront utilisées pour construire notre procé-
dure d'estimation. Cependant, il reste des dérivées pre-
mières et secondes de U dans certains termes de ces re-
lations, que nous devons estimer.

B. Une méthode pour estimer les dérivées

B.1 Description de la méthode

La deuxième étape consiste en une méthode originale
d'estimation de dérivées basée sur la théorie des distribu-
tion proposée dans ([5]). Dans cette même référence une
comparaison avec la méthode développée dans [4] a été ef-
fectuée. Nous signalons que notre application ne nécessite
que l'utilisation de fonctions tests. Ces fonctions sont in-
dé�niment di�érentiables avec un support compact. Dans
cet article, les fonctions tests sont construites à partir de
la fonction suivante :

ψ(x) =

{
e

1
x2−1 if | x |< 1

0 if | x |≥ 1
qui est indé�niment di�érentiable et à support dans

[−1; 1]. Les autres fonctions tests ψIε sont générées à par-
tir de ψ(x), par translation et changement d'échelles. Ce
qui permet d'obtenir ψIε dont le support est inclus dans
Iε. Elles jouent le rôle de fenêtres glissantes. La méthode
est basée sur la combinaison d'un développement de Taylor
tronqué du signal et de fonctions tests.
L'utilisation du développement de Taylor tronqué est

classique di�érences �nies . Ce qui change, c'est la manière
de l'employer. Considérons une fonction analytique y dans
]a; b[ ⊂ R. θ0 ∈ Iε ⊂]a, b[ ,telle que la longueur de Iε soit ε.
Le développement de Taylor tronqué yN de y, qui est une
approximation de y quand ε tend vers zéro, est donné par :

yN (θ) =
∑N
n=0 y

(n)(θ0) (θ−θ0)n

n!
et pour k = 1, . . . , N

y(k)N (θ) =
N∑
n=k

y(n)(θ0)
(θ − θ0)n−k

(n− k)!
(17)

Alors, en multipliant cette égalité par ψIε et en intégrant



sur Iε , puisque le support de ψIε est inclus dans Iε et
en utilisant une intégration par partie, le système linéaire
triangulaire suivant est obtenu : pour k = 1, . . . , N

N∑
n=k

y(n)(θ0)αn−k = (−1)k
∫
Iε

yN (t)ψ(k)
Iε

(t) dt (18)

Avec αn−k =
∫
Iε

(t−θ0)n−k

(n−k)! ψ
(k)
Iε

dt les inconnues sont

yk(θ0)pour k = 0, . . . , N et le déterminant du système est
αN0 qui n'est pas égal à zéro. Alors yk(θ0) pour k = 0, . . . , N
peut être obtenu comme solution de ce système. Si on rem-
place yN par y dans (18) une estimation numérique ykε,N (θ0)
de yk(θ0) est obtenue.

B.2 La méthode et les données bruitées

Considérons un signal expérimental soumis à un bruit
additif η(t) qui peut se décomposer de la manière suivante :
([4]) : η(t) = η0(t) + δ , où η0(t) est un bruit de moyenne
nulle et δ est une constante égale à la moyenne de η(t).
Alors ,∫
Iε
η(t)ψ(k)

Iε
(t) dt =

∫
Iε
η0(t)ψ(k)

Iε
(t) dt + δ

∫
Iε
ψ

(k)
Iε

(t) dt =∫
Iε
η0(t)ψ(k)

Iε
(t) dt car le support de ψ

(k)
Iε

est inclus dans
Iε. L'integration et l'utilisation d'une fonction test avec un
support adéquat réduit l'e�et des bruits non structurés qui
correspondent aux perturbations haute fréquence et annule
les bruits structurés.
Cette méthode d'estimation de dérivée réduit donc le bruit
additif d'un signal soumis à une perturbation.

C. Méthodologie d'estimation des paramètres du Modèle de

Wiebe

Dans cette section, nous présentons les deux approches
utilisées pour l'estimation des paramètres du modèle de
Wiebe à double phases.
Ces deux approches possèdent une étape commune qui
consiste à donner une première estimation globale des pa-
ramètres par morceaux, en utilisant les équations intégro-
di�érentielles de la proposition IV.1 combinées avec la tech-
nique d'estimation des dérivées de la section IV −B
. La di�érence entre ces deux approches réside dans le choix
de la méthode d'optimisation utilisée pour ra�ner l'estima-
tion des paramètres.
Remarque IV.1 : Pour l'étude numérique nous avons

utilisé Pcyl et M de préférence à M et U puisque les don-
nées observées dont on dispose est la quantité Pcyl.
D'autre part, nous utilisons une quantité thermodyna-
mique de nature di�érente de Pcyl pour construire notre
fonction coût. Ceci est justi�é par le fait que cette quan-
tité est en étroite relation avec certains paramètres qu'on
cherche à estimer ce qui permettra l'amélioration de l'esti-

mation. cette quantité thermodynamique est
dQcyl
dθ les dé-

gagements de chaleur qu'on peut obtenir à partir de la pres-
sion cylindre Pcyl en utilisant la loi du taux de dégagement
de chaleur donnée par :

dQcyl
dθ

=
γ

γ − 1
Pcyl.

dV

dθ
+

1
γ − 1

V.
dPcyl
dθ

(19)

C.1 Utilisation des équations intégro-di�érentielles

L'estimation du vecteur des paramètres
p = (αpp, fpre,∆θp,mp,∆θd,md), est obtenue d'une façon

successive. En e�et, Nous estimons tous les paramètres qui
�gurent dans les équations intégro-di�érentielles de l'in-
tervalle J1. nous injectons cette connaissance de ces pa-
ramètres a�n d'estimer les paramètres existant dans l'in-
tervalle J2. La même procédure est appliquée pour estimer
les paramètres de l'intervalle J3. Cela se traduit mathéma-
tiquement par la résolution des 3 problèmes des moindres-
carrés suivants :

minγ1,l(θ),...,γdl,l(θ)
∑n1
k=1

(∑dl
j=1Ak,j,lγj,l(θ)− bk,l

)2

, l ∈
{1, 2, 3} avec
-dl est le nombre de bloc de paramètres existant dans l'in-
tervalle Jl.
-Ak,j,l est le coe�cient correspondant à chaque bloc de pa-
ramètres sur l'intervalle Jl, l = 1, 2, 3. l'expression de ces
coe�cients est donnée par les équations de la proposition
IV.1
-bk,l le second membre des équations qui correspond à
chaque intervalle Jl.
Ces problèmes étant linéaires en les blocs de paramètres
sont résolus par la méthode QR
première approche :

La première approche consiste à utiliser la méthode d'op-
timisation de Levenberg-Marquardt en utilisant la pre-
mière estimation obtenue à partir des équations intégro-
di�érentielles comme un point initial. Elle consiste à mi-
nimiser un critère de type moindres carrés, ce critère est
construit sous forme d'une combinaison linéaire des erreurs
quadratiques commises sur la reconstruction de la pression

cylindre Pcyl et le dégagement de chaleur
dQcyl
dθ , d'ou le

problème d'optimisation suivant :{
min
θ

[ω1F1(θ) + ω2F2(θ)]

θ ∈ [aj , bj ]
6
avec aj and bj > 0

(20)

où :
- aj et bj sont les bornes inférieures et supérieure de chaque
paramètres j.

-F1 =
∑N
i=1

(
P̂cyl(θi, p)− Pcyl(θi)

)2

-F2 =
∑N
i=1

(
dQ̂cyl(θi,p)

dθ − dQcyl
dθ

)2

-P̂cyl(θi, p) et
dQ̂cyl(θi,p)

dθ sont les solutions du modèle cor-
respondantes à p.

-Pcyl(θi) et
dQcyl(θi)

dθ sont les signaux mesurés ou déduc-
tibles.
Deuxième approche :
Dans ce cas, on a considéré une optimisation multi-objectifs
pour estimer les paramètres du modèle. Cela est justi�é
par le fait que la fonction coût à minimiser est une somme
pondérée de deux critères de moindres carrés portant sur

les variables d'états Pcyl et
dQcyl
dθ . Le choix de ces pondé-

rations peut in�uencer l'estimation des paramètres et la
bonne reconstruction des variables d'états observées. Ce-
pendant �xer la valeur de ces pondérations est trop di�-
cile et demande des connaissances à priori sur le phénomène
physique qu'on ne possède pas.
Pour estimer les paramètres du modèle, l'algorithme
NSGA-II proposé par Deb [7], [8] est utilisé pour résoudre
le problème d'optimisation multi-objectif suivant :{

minθ (F1, F2)
θ ∈ [aj , bj ]

6
avec aj and bj > 0

(21)



- aj et bj sont ,dans ce cas , obtenus à partir des résultats
de la méthode des équations intégro-di�érentielles.

C.2 Résultats

Dans cette section, les résultats numériques obtenus en
utilisant les deux méthodes précédentes sont présentés :
-dans le tableaux 1 sous forme de l'erreur relative commise
pour reconstruire les courbes expérimentales.
-dans les �gures 2 et 3, on représente les sorties expéri-
mentales et reconstruites correspondant à la première et la
deuxième méthode.
Les résultats obtenus en combinant l'estimation globale

des paramètres suivie par une méthode d'optimisation lo-
cale semble intéressante. En e�et, elle a permis d'avoir de
bons résultats en termes de précision (la valeur de l'erreur
relative est petite) et surtout en terme de temps d'exé-
cution. Par contre, l'obtention d'un bon résultat par cette
méthode est fortement liée à la première estimation fournie
par la méthode globale et dépend aussi de la valeur attri-
buée aux pondérations de la fonction objectif du problème
d'optimisation.
La deuxième méthode a permis d'améliorer les résultats
donnés par la première méthode en terme de précision (une
erreur relative plus petite) mais au détriment d'un temps
considérable d'exécution de l'algorithme. Ce temps est dû
au fait que l'algorithme génétique évalue (3 ∗ N ∗M) fois
la valeur de la fonction objective, où M est la taille de la
population et N est le nombre d'itérations. D'autre part,
la qualité des résultats de cette méthode n'est pas forte-
ment liée à la première estimation fournie par la méthode
globale et permet de résoudre le problème de �xation des
pondérations.

V. conclusion

Dans cet article, nous proposons une preuve de l'ident-
�abilité par morceaux du modèle de combustion de Wiebe
à double phases. Les relations entrée-sortie-paramètres is-
sues de l'étape de l'identi�abilité ont été exploitées d'une
façon originale pour mener l'étape de l'estimation des pa-
ramètres du modèle. Ces relations contiennent des dérivées
supérieures des observations qui sont souvent bruitées. Cela
constitue un réel problème pour obtenir une estimation ef-
�cace des paramètres. Pour y faire face, des intégrations
successives de ces relations sont considérées et combinées
avec une méthode d'estimation de dérivées basée sur les
distributions. Ceci permet de réduire les dérivées d'ordre
supérieur et de �ltrer le bruit. Cette estimation est utili-
sée comme point initial pour un algorithme d'optimisation
local et un algorithme d'optimisation multi-objectifs a�n
d'améliorer les résultats. Cette méthodologie a prouvé son
e�cacité et a donné des résultats satisfaisants qui repré-
sentent bien les observations réelles.

méthode (e.r) de Pcyl (e.r) de dQcyl
GM+L.M 0.0021 0.13

GM+NSGA.II 0.0011 0.0617

TABLE I

erreur Relative(e.r) de la reconstruction des sorties.
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Fig. 2. Reconstruction des signaux mesurés en utilisant GM+L.M
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Fig. 3. Reconstruction des signaux mesurés en utilisant
GM+NSGA.II
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