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Résumé— Dans cet article on considère les systèmes dy-
namiques hybrides et, plus particulièrement, les systèmes
linéaires à commutation en temps continu et en temps dis-
cret. Le but principal est d’exposer d’une façon simple et la
plus rigoureuse possible les résultats les plus récents d’un su-
jet vaste, riche et important soit dans l’aspect théorique soit
pour la possibilité réelle d’applications pratiques. D’autre
part, notre objectif est aussi de mettre en évidence plusieurs
possibilités actuellement envisagées pour la détermination
d’une règle de commutation de telle façon à assurer en
même temps la stabilité et la minimisation d’un coût ga-
ranti indicatif de la qualité des performances. Cela est tra-
duit par l’existence d’une solution définie positive d’un en-
semble d’inégalités dénommées inégalités de Lyapunov-Metzler.
Les résultats théoriques sont illustrés par quelques exemples
numériques extraits de la littérature. Finalement, deux ap-
plications pratiques sont présentées.

Mots-clés—Systèmes dynamiques hybrides, systèmes linéaires
à commutation, stabilité, coût garanti, synthèse de com-
mande pour les systèmes linéaires à commutation, inégalités
matricielles linéaires (LMI).

I. Introduction

Dans le cas le plus général, les systèmes hybrides sont
des systèmes dynamiques variant dans le temps définis par
la représentation d’état suivante

h ◦ x(t) = fσ(t)(x(t), w(t)) (1)

y(t) = gσ(t)(x(t), w(t)) (2)

z(t) = qσ(t)(x(t), w(t)) (3)

x(t+k ) = ψσ(tk)(x(tk)) (4)

où x(t) ∈ IRn est le vecteur d’état soumis à la condition
initiale x(0) = x0 ∈ IRn, w(t) ∈ IRm est le vecteur des per-
turbations, y(t) ∈ IRs est le vecteur des sorties mesurées,
z(t) ∈ IRr est le vecteur des sorties contrôlées et la fonc-
tion scalaire σ(t) : t ≥ 0 → IK = {1, · · · , N} est la fonction

de commutation. Les fonctions fσ ∈ {f1, · · · , fN}, gσ ∈
{g1, · · · , gN}, qσ ∈ {q1, · · · , qN} et ψσ ∈ {ψ1, · · · , ψN} sont
supposées Lipschitz continues et tk+1 > tk > 0, ∀k ∈ IN =
{0, · · · ,∞} sont les instants de commutation. La relation
(4) permet le calcul de l’état immédiatement après une
commutation à partir de la définition t+k = limǫ→0+(tk + ǫ)
et il est important de noter que (4) peut introduire une dis-
continuité (imposée par la modélisation) au vecteur d’état
quand x(t+k ) = limt→t

+

k

x(t) 6= x(tk). La notation h◦x(t) est
utilisée indistinctement pour les systèmes en temps continu
quand h◦x(t) := ẋ(t) est l’opérateur différentiel et en temps
discret où h◦x(t) := x(t+1) est l’opérateur un pas en avant.
Une importante classe de systèmes dynamiques hybrides

est la classe des systèmes linéaires à commutation dont le

modèle d’état le plus simple est sous la forme

h ◦ x(t) = Aσ(t)x(t) +Bσ(t)w(t) (5)

y(t) = Cσ(t)x(t) +Dσ(t)w(t) (6)

z(t) = Eσ(t)x(t) (7)

x(t+k ) = Sσ(tk)x(tk) (8)

où (Ai, Bi, Ci, Di, Ei, Si), i ∈ IK sont des matrices réelles
de dimensions appropriées. Pour simplifier les calculs, la
notation, et mettre en évidence les aspects les plus impor-
tants de cette classe de systèmes dynamiques, on considère
Sσ(tk) = I ce qui clairement impose la continuité du vecteur
d’état x(t) ∀t ≥ 0 et que la sortie z(t) est indépendante
de l’entrée w(t). En principe, concernant la fonction de
commutation σ(t), deux situations distinctes peuvent être
considérées, à savoir :

– Perturbation : La fonction de commutation σ(t) :
t ≥ 0 → IK est une fonction arbitraire, constante par
morceaux. La stabilité et la performance du système
en question doivent être préservées. Fréquemment, à
la fonction de commutation on impose un temps de

permanence (dwell time) T > 0, défini par

DT = {σ(·) : tk+1 − tk ≥ T ∀k ∈ IN} (9)

Nous devons noter les cas extrêmes. Si T → +∞
alors la fonction de commutation est constante par
rapport au temps σ(t) = i ∈ IK , ∀t ≥ 0. D’autre
part, si T → 0+ alors la fonction de commutation
est arbitraire σ(t) ∈ IK , ∀t ≥ 0 permettant ainsi des
fréquences de commutation arbitraires.

– Commande : La fonction de commutation est de
la forme σ(t) = u(x(t)) où u(·) : IRn → IK est un
retour d’état à déterminer. Une fois de plus, améliorer
les conditions de stabilité et performance du système
en boucle fermée par la synthèse de u(·) est l’objectif
principal 1.

Les systèmes dynamiques hybrides et en particulier les
systèmes linéaires à commutation ont reçu une grande at-
tention et par conséquent un grand effort de recherche de-
puis les années 80. Les récents ouvrages [29] et [38] donnent
des informations précises sur son développement et un en-
semble complet de références bibliographiques. Les excel-
lents articles de synthèse [9], [15], [28], [31] et [36] ainsi que

1. Si le vecteur d’état n’est pas disponible alors on peut envisager
la synthèse de σ(t) = u(y(t)), où y(t) ∈ IRs est le vecteur des sorties
mesurées, voir [19].



leurs références bibliographiques sont aussi des sources à
consulter. Comme nous venons de le mettre en évidence, la
fonction de commutation σ(·) peut être interprétée comme
un signal exogène. Dans ce cas, le système (5)-(8) doit être
vu comme un système linéaire avec incertitude variant dans
le temps et si on remplace la description mathématique
σ(t) ∈ IK arbitraire par





Aσ Bσ

Cσ Dσ

Eσ 0



 ∈ co











Ai Bi

Ci Di

Ei 0



 , i ∈ IK







(10)

où co{·} indique l’enveloppe convexe des sommets alors les
résultats de robustesse, par exemple [1] et [35], sont direc-
tement applicables. Bien sûr, cette procédure simplifica-
trice fournit généralement des conditions très pessimistes
et ne permet pas le traitement du temps de permanence
fini (T < +∞). En général, les problèmes liés à l’analyse
(perturbations) sont plus simples à résoudre que ceux liés
à la synthèse (commande), [20], [23] et [37].
Dans le domaine de l’analyse, la stabilité des systèmes

dynamiques à commutation, a été étudiée par plusieurs au-
teurs parmi lesquels [22], [25], [27] et [43]. Dans [22] on
trouve une discussion complète sur la stabilité uniforme.
Les références [15], [28] et [29] proposent aussi une bonne
synthèse de l’analyse de stabilité en considérant avec détail
un système à commutation composé de deux sous-systèmes
linéaires. D’autre part, dans le domaine de la synthèse, sur-
tout de la stabilisation par retour de sortie, un nombre
réduit de résultats sont à l’heure actuelle disponibles, [16]
et [19]. Dans [29] on trouve une discussion sur la synthèse
de la fonction de commutation σ(·) pour les systèmes hy-
brides dépendant du vecteur des sorties mesurées mais la
procédure ne s’applique pas aux problèmes qui seront in-
troduits plus tard. Tout ça est restreint aux systèmes dy-
namiques en temps continu. Pour des systèmes en temps
discret très peu de références bibliographiques existent, voir
[11], [12], [13], [41] et [44].
Dans ce texte, nous utiliserons les conditions de sta-

bilité pour les systèmes en temps continu et en temps
discret proposées respectivement dans [17] et [18]. Elles
sont décrites par un ensemble d’inégalités non linéaires ap-
pelées inégalités de Lyapunov-Metzler. Comme elles sont
non-convexes, une version certainement plus conservative
mais plus simple à résoudre est proposée. Étant convexes,
elles sont réduites à un ensemble d’inégalités matricielles
linéaires - LMIs plus un scalaire positif et sont donc sol-
vables en temps polynômial par diverses méthodes de la
littérature actuelle, [6]. Il est important de mentionner
qu’au contraire de quelques résultats disponibles, voir par
exemple [26], la stabilité des régimes glissants est auto-
matiquement considérée. Les conditions de stabilité sont
généralisées pour prendre en compte un critère de perfor-
mance quadratique. Comme dans le cas général, le coût
associé à une règle de commutation quelconque ne peut
pas être calculé de manière explicite, une borne supérieure
(coût garanti) du critère quadratique est déterminée. Le
problème de commande sous-optimal associé à la minimi-
sation d’un coût garanti par rapport la fonction de commu-
tation est discuté. Une règle de commutation qui assure la
stabilité a un coût quadratique par rapport à l’état défini
à partir d’un ensemble de perturbations impulsives. Plu-

sieurs exemples seront proposés dans le but d’illustrer les
divers résultats théoriques et deux applications pratiques
seront présentées avec plus de détails.

Le texte est organisé de la façon suivante. La section qui
suit est entièrement dédiée aux considérations préliminaires
et à la formulation des problèmes à résoudre. Les conditions
de stabilité et la synthèse de la loi de commutation pour
les systèmes en temps continu et en temps discret selon
les propositions des références [17] et [18] sont abordées
dans la section III. La section IV est consacrée au calcul
et à l’optimisation d’un coût garanti quadratique défini
à partir d’une série d’entrées impulsives. Deux applica-
tions pratiques dans les domaines du génie électrique et
mécanique sont discutées en détail dans la section V. Elles
sont illustrées par des simulations numériques. Finalement,
la section VI contient les conclusions et les recommanda-
tions plus générales à mettre en évidence.

La notation est standard. Des lettres majuscules sont
utilisées pour les matrices et des minuscules pour les vec-
teurs. Les lettres grecques minuscules sont utilisées pour les
scalaires. Le symbole (′) indique la transposition. La fonc-
tion linéaire Tr(X) est la trace d’une matrice carrée étant
égale à la somme des valeurs propres de X . Exclusivement
pour les matrices symétriques, les blocs symétriques sont
indiqués par le symbole (•). L’ensemble des matrices de
Metzler est indiqué parM. Il est composé de toutes les ma-
trices carrées Π = {πij} ∈ IRN×N avec des éléments non-
négatifs hors diagonale. Deux sous-ensembles deM dénotés
Mc et Md contiennent les matrices de Metzler telles que
∑N

i=1 πij = 0 et
∑N

i=1 πij = 1, pour tout j = 1, · · · , N ,
respectivement. Par conséquent, chaque matrice dans l’en-
semble Mc (Md) a une valeur propre de Perron-Frobenius
nulle (unitaire) associée à un vecteur propre non-négatif
ν ≥ 0 ∈ IRN . L’ensemble des vecteurs λ ∈ IRN tels que
λi ≥ 0 , pour tout i = 1, · · · , N et

∑N

i=1 λi = 1 est dénoté

par Λ. Étant données les matrices U1, · · · , UN de dimen-
sions compatibles et λ ∈ Λ, la matrice Uλ =

∑N
i=1 λiUi

indique la combinaison convexe. La matrice identité de di-
mension appropriée est notée par I. Finalement δ(t) in-
dique l’impulsion unitaire dans les domaines continu et
discret. La norme carrée d’une trajectoire ξ(t) définie pour
tout t ≥ 0 est égale à ‖ξ‖22 =

∫∞

0
ξ(t)′ξ(t)dt dans le domaine

continu et ‖ξ‖22 =
∑∞

t=0 ξ(t)
′ξ(t) dans le domaine discret.

Indistinctement, l’ensemble des trajectoires non nulles avec
une norme finie, c’est-à-dire, satisfaisant 0 < ‖ξ‖2 <∞, est
indiqué par L2.

II. Considérations préliminaires

Dans cette section on considère les systèmes linéaires à
commutation sous la forme suivante

h ◦ x(t) = Aσ(t)x(t) +Bσ(t)w(t) (11)

y(t) = Cσ(t)x(t) +Dσ(t)w(t) (12)

z(t) = Eσ(t)x(t) (13)

où les matrices de dimensions appropriées sont réelles et
x(0) = 0. Dans la section précédente nous avons caractérisé
les fonctions de commutation σ(·). Maintenant, nous vou-
lons caractériser précisément les entrées des perturbations
w(t) ∈ IRm. Trois types d’entrées de perturbations sont



les plus importantes. En premier, nous devons mention-
ner les entrées impulsives de la forme w(t) = ekδ(t) où
ek ∈ IRm est le vecteur correspondant à la k-ième colonne
de la matrice identité. Si on applique successivement les
entrées w(t), les sorties zk(t) correspondantes permettent
la définition du coût associé

J2(σ) =

m
∑

k=1

‖zk‖22 (14)

Il est intéressant de vérifier que sans commutation, c’est-à-
dire σ(t) = i ∈ IK , ∀t ≥ 0, le coût (14) est égal à la norme
H2 de la fonction de transfert entre w et z du i-ième sous-
système. D’autre part, pour une fonction σ(·) donnée le
système à commutation devient variant dans le temps ce
qui complique énormément le calcul de J2(σ).
Le deuxième cas est caractérisé par les entrées avec une

norme finie, c’est-à-dire w ∈ L2 arbitraire 2. Le vecteur des
sorties z(t) obtenu comme la réponse du système à l’entrée
w(t) permet la détermination du critère

J∞(σ) = sup
w∈L2

‖z‖22
‖w‖22

(15)

Comme précédemment, si la fonction de commutation est
constante dans le temps, J∞(σ) devient égal à la norme
H∞ de la fonction de transfert entre w et z d’un des sous-
systèmes. Bien sûr, pour w ∈ L2 arbitraire le calcul de
J∞(σ) est, en général, très difficile et prohibitif.
Finalement, la dernière possibilité importante est ca-

ractérisée par les entrées constantes de la forme w(t) =
w0 , ∀t ≥ 0 où w0 ∈ Rm est un vecteur constant dans
le temps. Dans ce cas le système à commutation devient
affine et des points de fonctionnement différents de l’ori-
gine peuvent être considérés. On doit vérifier si, la synthèse
d’une fonction de commutation assurant qu’un vecteur
xe ∈ IRn donné soit un point d’équilibre stable est pos-
sible.
Les critères de performance (14) et (15) peuvent être uti-

lisés pour calculer une fonction de commutation optimale.
Dans cette direction, nous pouvons établir le problème
d’optimisation

inf
σ∈S

Jα(σ) (16)

où S est l’ensemble des fonctions assurant la stabilité
asymptotique globale de l’origine et α = {2,∞}. La version
boucle fermée est obtenue en imposant σ = u(x) quand
l’état est mesuré (Cσ = I, Dσ = 0) ou σ = u(y) quand
seulement la sortie y(·) est disponible. Comme d’habitude,
la synthèse d’une fonction de commutation σ(·) via un re-
tour d’état est beaucoup plus simple que via un retour de
sortie. Il faut reconnâıtre qu’obtenir la solution optimale du
problème (16) soit en boucle ouverte soit en boucle fermée
quand n > 2 et N > 2 est une tâche virtuellement im-
possible. Les références intéressantes [2], [5], [32], [34] et
[42] donnent aussi une idée des difficultés. D’autre part,
en supposant que σ(t) est une perturbation avec temps de
permanence T > 0 on doit résoudre

sup
σ∈DT

Jα(σ) (17)

2. Une normalisation de l’entrée du type ‖w‖2 = 1 peut être in-
troduite sans perte de généralité.

où T > 0 est fixé a priori. Pour chaque valeur de T > 0
la dégradation de la performance due à la présence de la
fonction de commutation est quantifiée. La valeur optimale
de (17) est une information très importante quand σ(t) de-
vient arbitraire, ce qui correspond à fixer T > 0 arbitrai-
rement petit, [24], [30], [45] et [46]. Alternativement, étant
donné un niveau de dégradation de performance γ > 0 ac-
ceptable, le temps de permanence minimal est donné par

T ∗
α(γ) = inf

T>0
{T : Jα(σ) < γ2, ∀σ ∈ DT } (18)

ce qui permet de mettre en évidence un compromis entre
la performance du système et la richesse du signal de com-
mutation (perturbation). D’après (18) il est clair que T ∗

α(γ)
est une fonction non croissante.
Avant de finir cette section un exemple intéressant pro-

posé premièrement dans [24] pour α = ∞ est résolu. Il
s’agit de la commutation de deux sous-systèmes scalaires.
Exemple 1 : Deux sous-systèmes en temps continu sont

définis par (A1, B1, E1) = (−1, 1, 1) et (A2, B2, E2) =
(−1, 0.1, 10). Sans difficulté, on vérifie que les deux fonc-
tions de transfert entre w et z ont une norme H2 égal à
1/

√
2 et une norme H∞ égal à 1. Avec le signal d’entrée

w(t) =

{

1 , 0 ≤ t ≤ 1
0 , t > 1

qui satisfait la condition w ∈ L2 car ‖w‖2 = 1, on peut
déterminer facilement les quantités J2(σ) = 7.1991 et
J∞(σ) = 20.1469 correspondantes à la règle

σ(t) =

{

1 , 0 ≤ t ≤ 1
2 , t > 1

L’amplification de chaque critère due à l’existence de la
fonction de commutation est remarquable. Les systèmes à
commutation, bien sûr, sont des systèmes variant dans le
temps et pour cette raison ils ont un comportement dyna-
mique plus riche que chaque sous-système isolé.

Les problèmes (16), (17) et (18) sont très semblables vis-
à-vis de la difficulté de résolution et comme nous l’avons
déjà dit les solutions optimales respectives sont virtuelle-
ment impossibles à calculer. Dans un tel contexte l’idée est
de déterminer des solutions sous-optimales par l’optimisa-
tion d’un coût garanti plus simples associé au critère de
performance Jα(σ).

III. Stabilité

Dans cette section, considérons le modèle simplifié

h ◦ x(t) = Aσ(t)x(t) (19)

z(t) = Eσ(t)x(t) (20)

avec une condition initiale x(0) = x0 ∈ IRn. Notre pre-
mier but est d’établir les conditions sous lesquelles l’ori-
gine de l’espace d’état est un point d’équilibre globalement
asymptotiquement stable (pour simplifier, la dénomination
utilisée sera simplement stable). En considérant la fonction
de Lyapunov v(x) = x′Px où P ∈ IRn×n est une matrice
définie positive qui satisfait les LMIs

A′
iP + PAi + E′

iEi < 0, i ∈ IK (21)



en temps continu ou

A′
iPAi − P + E′

iEi < 0, i ∈ IK (22)

en temps discret, nous arrivons à deux conclusions valables
pour les systèmes de la forme (19)-(20). Ils sont stables et
‖z‖22 < v(x0) = x′0Px0 pour σ(·) ∈ IK arbitraire. La sta-
bilité dépend de l’existence d’une seule matrice P > 0 qui
satisfait toutes les inégalités de Lyapunov simultanément.
En général, cette condition appelée condition de stabilité

quadratique fournit des résultats très pessimistes.

A. σ - perturbation

L’ensemble DT est constitué par des trajectoires
constantes par morceaux c’est-à-dire σ(t) = i ∈ IK est
constant entre deux instants de commutation successifs
t ∈ [tk, tk+1). Il est donc possible d’utiliser une fonction
de Lyapunov multiple [7] du type (voir [3] où les fonctions
polyèdrales sont traitées).

v(x(t)) = x(t)′Pσ(t)x(t) (23)

où chaque matrice de l’ensemble {P1, · · · , PN} est définie
positive. Les conditions de stabilité 3 sont obtenues en im-
posant d ◦ v(x(t)) < 0 pour tout t ∈ [tk, tk+1) et la conver-
gence de la série {v(x(tk))}∞k=0. Bien sûr, il faut prendre en
compte d’éventuelles discontinuités de la fonction de Lya-
punov v(·) aux instants de commutation. Il est important
de mentionner que σ(·) considérée comme une perturbation
impose que toutes les matrices de l’ensemble {A1, · · · , AN}
soient asymptotiquement stables.
Théorème 1 : Soit T > 0 un scalaire donné et

Ri(T ) =

∫ T

0

eA
′

i
τE′

iEie
Aiτdτ (24)

Si les matrices Pi > 0 satisfont les LMIs

A′
iPi + PiAi + E′

iEi < 0 (25)

eA
′

i
TPje

AiT − Pi +Ri(T ) < 0 (26)

pour tout i 6= j ∈ IK× IK alors le système à commutation
(19)-(20) en temps continu est stable et la sortie contrôlée
est telle que ‖z‖22 < v(x0) = x′0Pσ(0)x0, ∀σ ∈ DT .

La preuve est une conséquence de [17] avec l’application
de la généralisation proposée dans [21]. Les cas extrêmes
sont inclus dans le résultat du Théorème 1. En faisant T →
+∞, alors Pi > 0 pour tout i ∈ IK arbitrairement proche
de

Ri(∞) = lim
T→∞

∫ T

0

eA
′

i
τE′

iEie
Aiτdτ (27)

sont des solutions faisables. D’autre part, avec T → 0 l’exis-
tence de P > 0 satisfaisant (21) etRi(0) = 0 assurent la fai-
sabilité de (25) et (26) avec P1 = · · · = PN = P . Clairement
les conditions du Théorème 1 sont simplement suffisantes.
Il est important de mentionner les conditions nécessaires et
suffisantes présentées dans les références [9] et [40] qui sont
néanmoins plus difficiles à résoudre. La version en temps

3. L’opérateur est défini par d◦v(x(t)) = v̇(x(t)) pour les systèmes
en temps continu et d◦v(x(t)) = v(x(t+1))−v(x(t)) pour les systèmes
en temps discret.

discret du Théorème 1 est établie de manière similaire.
Pour la preuve, voir la référence [18] et plus récemment [10]
avec généralisations et détails. Il est intéressant de mettre
en évidence la similitude des résultats.
Théorème 2 : Soit T > 0 un entier donné et

Ri(T ) =
T−1
∑

τ=0

A′τ
i E

′
iEiA

τ
i (28)

Si les matrices Pi > 0 satisfont les LMIs

A′
iPiAi − Pi + E′

iEi < 0 (29)

A′T
i PjA

T
i − Pi +Ri(T ) < 0 (30)

pour tout i 6= j ∈ IK × IK alors le système à commutation
(19)-(20) en temps discret est stable et la sortie contrôlée
est telle que ‖z‖22 < v(x0) = x′0Pσ(0)x0, ∀σ ∈ DT .

Le fait d’avoir les conditions de stabilité décrites par
des LMIs est important du point de vue numérique. Par
exemple, on peut trouver sans difficultés le temps de perma-
nence minimum défini selon le problème (18) par un algo-
rithme de programmation convexe couplé à une procédure
de recherche unidimensionnelle.

B. σ - commande

Le point central pour le développent d’une stratégie de
commutation du type retour d’état σ(t) = u(x(t)) est le
choix de la fonction de Lyapunov

v(x) = min
i∈IK

x′Pix (31)

où les matrices {P1, · · · , PN} sont définie positives. La
fonction v(x) est une fonction continue, positive pour ∀x ∈
IRn et nulle si et seulement si x = 0. Par contre, comme elle
n’est pas toujours dérivable, l’étude des systèmes continus
dans le temps nécessite un peu plus d’attention. Avec la
fonction de commutation

u(x) = arg min
i∈IK

x′Pix (32)

le résultat suivant, spécifique pour les systèmes en temps
continu est établi. La preuve est donné dans [17].
Théorème 3 : Si les matrices Pi > 0 et Π ∈ Mc satisfont

les inégalités de Lyapunov-Metzler

A′
iPi + PiAi +

N
∑

j=1

πjiPj + E′
iEi < 0 (33)

pour tout i ∈ IK alors avec σ(t) = u(x(t)) le système à com-
mutation (19)-(20) en temps continu est stable et la sortie
contrôlée est telle que ‖z‖22 < v(x0) = min

i∈IK x′0Pix0.

La stabilité de l’ensemble {A1, · · · , AN} n’est pas une
condition nécessaire pour assurer l’existence de solution des
inégalités de Lyapunov-Metzler. En effet, simplement les
matrices Ai + (πii/2)I avec πii ≤ 0 doivent exhiber cette
propriété. L’existence de solution est assurée par l’existence
d’une matrice A ∈ co{A1, · · · , AN} asymptotiquement
stable. Les inégalités de Lyapunov-Metzler (33) ne sont
pas convexes par rapport aux variables {P1, · · · , PN ,Π}
et pourtant sont très difficiles à résoudre. Heureusement,



le résultat du Théorème 3 reste valable si elles sont rem-
placées par les inégalités plus simples

A′
iPi + PiAi + µ(Pj − Pi) + E′

iEi < 0 (34)

pour tout i 6= j ∈ IK× IK et µ > 0. On peut alors explorer
numériquement le fait que pour le scalaire µ > 0 fixé, les
inégalités (34) sont linéaires.
Théorème 4 : Si les matrices Pi > 0 et Π ∈ Md satisfont

les inégalités de Lyapunov-Metzler

A′
i





N
∑

j=1

πjiPj



Ai − Pi + E′
iEi < 0 (35)

pour tout i ∈ IK alors avec σ(t) = u(x(t)) le système à com-
mutation (19)-(20) en temps discret est stable et la sortie
contrôlée est telle que ‖z‖22 < v(x0) = min

i∈IK x′0Pix0.

De même, sans changer le résultat précédant les
inégalités non convexes (35) peuvent être remplacées par

A′
i (µPi + (1− µ)Pj)Ai − Pi + E′

iEi < 0 (36)

pour tout i 6= j ∈ IK × IK et 0 < µ ≤ 1. Les observa-
tions déjà faites à propos des systèmes en temps continu
concernant la non convexité et l’existence de solution des
inégalités de Lyapunov-Metzler sont aussi valables pour les
systèmes en temps discret. Il est intéressant de mention-
ner que l’existence d’une combinaison convexe stable des
matrices {A1, · · · , AN} n’est pas un point important pour
cette classe de systèmes dynamiques. Des informations plus
détaillées sur des systèmes à commutation en temps discret
sont disponibles dans les références [18] et [44].
Exemple 2 : Premièrement, pour un système en temps

continu, considérons deux sous-systèmes instables définis
par les matrices E1 = E2 = I et

A1 =

[

0 1
2 −9

]

, A2 =

[

0 1
−2 2

]

Avec le scalaire µ = 11.80, une solution possible des
inégalités (34) est

P1 =

[

6.7196 1.6293
1.6293 1.0222

]

, P2 =

[

6.0825 2.1293
2.1293 2.2206

]

Pour illustrer l’efficacité de la loi de commande (32), la
Figure 1 montre l’évolution temporelle des deux variables
d’état du système en boucle fermée à partir de la condition
initiale x(0) = [1 1]′.
Deuxièmement, un système en temps discret avec deux

sous-systèmes instables a été considéré. Ils sont définis par
les matrices E1 = E2 = I et

A1 =

[

1.0076 0.0662
0.1323 0.4122

]

, A2 =

[

0.9867 0.1527
−0.3054 2.2082

]

Avec µ = 0.006 une solution possible des inégalités (36) est
donnée par

P1 = 103
[

0.3009 0.3312
0.3312 0.4287

]

P2 = 103
[

0.1341 0.4560
0.4560 2.3795

]
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Fig. 1. Simulation en temps continu.
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Fig. 2. Simulation en temps discret.

La Figure 2 montre l’évolution temporelle des variables
d’état du système commandé par la loi de commutation
(32) à partir de x(0) = [1 1]′.

Les résultats de cette section forment une base qui per-
met un certain nombre de généralisations. En particulier,
les bornes supérieures de la norme carrée de la sortie z(t)
seront utiles pour faire face aux problèmes de commande
optimale discutés par la suite.

IV. Optimisation

Dans cette section un système à commutation plus com-
plet avec la représentation d’état

h ◦ x(t) = Aσ(t)x(t) +Bσ(t)w(t) (37)

z(t) = Eσ(t)x(t) (38)

et une condition initiale nulle est considéré. Le but est de
calculer les coûts J2(σ) et J∞(σ) pour σ ∈ S donnée. Dans
ce sens, on vérifie que pour une entrée impulsive 4 du type
w(t) = ekδ(t) la sortie de (37)-(38) sous condition initiale
nulle est égale à la sortie de (19)-(20) sous la condition
initiale x0 = Bσ(0)ek. Par conséquent, s’il existe P > 0
satisfaisant une des conditions (21) ou (22) alors ‖zk‖22 <
x′0Px0 permet la détermination du coût garanti

J2(σ) <

m
∑

k=1

e′kB
′
σ(0)PBσ(0)ek

< Tr
(

B′
σ(0)PBσ(0)

)

(39)

comme étant une borne supérieure valable pour ∀σ ∈ IK.
De façon similaire, si à la place de (21) et (22) on impose

4. Voir la référence [19] où certains aspects de cette fonction définie
dans les domaines continu et discret sont discutés.



respectivement

A′
iP + PAi + E′

iEi + γ−2PBiB
′
iP < 0, i ∈ IK (40)

pour les systèmes en temps continu et

A′
iPAi − P + E′

iEi +A′
iPBiΓ

−1
i B′

iPAi < 0, i ∈ IK (41)

avec le scalaire γ > 0 tel que Γi = γ2I−B′
iPBi > 0 pour les

systèmes en temps discret alors, une simple comparaison
montre que (40)-(41) sont plus contraignantes que (21)-
(22) ce qu’impose la stabilité. D’autre part, comme x(0) =
x(∞) = 0 et la fonction de Lyapunov v(x) = x′Px satisfait
d ◦ v(x(t)) < −z(t)′z(t) + γ2w(t)′w(t) pour ∀t ≥ 0 et ∀w ∈
L2 nous pouvons conclure que J∞(σ) < γ2, ∀σ ∈ IK. Il faut
dire une fois de plus que les conditions obtenues, basées sur
l’existence d’une solution unique P > 0 pour les inégalités
de Riccati précédentes sont, en général, très conservatives.

A. σ - perturbation

Le calcul du coût garanti associé au critère J2(·) est basé
sur l’ensemble des perturbations faisables σ ∈ DT et sur la
fonction de Lyapunov multiple (23). Avec les résultats de la
section précédente, les cas continu et discret sont considérés
simultanément.
Théorème 5 : Soit T > 0 un scalaire donné. Si les ma-

trices Pi > 0, i ∈ IK satisfont les conditions du Théorème
1 (Théorème 2) et la condition supplémentaire

Tr
(

B′
σ(0)Pσ(0)Bσ(0)

)

< γ2 (42)

alors le système à commutation (37)-(38) en temps continu
(discret) est stable et le critère de performance satisfait
J2(σ) < γ2, ∀σ ∈ DT .

Il est évident qu’il faut disposer de la valeur initiale du
signal de commutation σ(0) ∈ IK. Nous pouvons confirmer
qu’en supposant σ(0) = ℓ ∈ IK et T → +∞, le minimum
γ > 0 faisable est égal à la norme H2 de la fonction de
transfert entre w et z du ℓ-ième sous-système. Finalement,
avec le résultat du Théorème 5 une borne supérieure du
temps de permanence minimal définie selon (18) peut être
calculée sans trop de difficulté.
Le calcul du coût garanti associé au critère J∞(·) basé

toujours sur l’ensemble des perturbations faisables σ ∈ DT

et sur la fonction de Lyapunov multiple (23) nécessite des
manipulations algébriques plus élaborées. Supposant que
σ(t) = i ∈ IK, ∀t ∈ [tk, tk+1) et qu’à l’instant t = tk+1 la
fonction de commutation devient σ(tk+1) = j ∈ IK, le but
est d’imposer la fonction (23) comme étant une solution de
l’inégalité d’Hamilton-Jacobi-Bellman

sup
w∈L2

{∫ tk+1

tk

(z′z − γ2w′w)dt + v(x(tk+1))

}

< v(x(tk))

(43)
associée au système (37)-(38) en temps continu sous une
condition initiale x(0) = x0 ∈ Rn arbitraire. Heureuse-
ment, le sup(·) peut être calculé à partir de l’équation
différentielle de Riccati

−Ẇ = A′
iW +WAi + E′

iEi + γ−2WBiB
′
iW (44)

sous la condition en temps finalW (τk) = Pj où τk = tk+1−
tk ≥ T > 0 et, si W (0) < Pi l’équation (43) est satisfaite.

Pour un temps de permanence T > 0 donné, si on arrive
à imposer la validité de cette dernière condition pour tout
i, j ∈ IK×IK et pour tout τk ≥ T alors en faisant x0 = 0 on
obtient le coût garanti J∞(σ) < γ2 valide ∀σ ∈ DT . Dans
ce sens, on considère les matrices

Hi = Ai +BiLi (45)

Qi = E′
iEi − γ2L′

iLi (46)

Li = γ−2B′
iWi (47)

où Wi > 0 est la solution de l’équation algébrique de
Riccati qui impose Hi asymptotiquement stable. Il est
intéressant de noter que la solution de l’équation algébrique
de Riccati satisfait aussi H ′

iWi + WiHi + Qi = 0 mais
comme Qi n’est pas nécessairement définie positive, la ma-
trice Wi > 0 n’est pas une matrice de Lyapunov associée
au système en boucle fermée, un fait bien connu dans la
théorie H∞, voir [8].
Théorème 6 : Soit T > 0 un scalaire donné et

Si =

∫ ∞

0

eHiτBiB
′
ie

H′

i
τdτ (48)

Ri(T ) =

∫ T

0

eH
′

i
τQie

Hiτdτ (49)

Si les matrices Pi > 0 satisfont les LMIs
[

A′
iPi + PiAi + E′

iEi PiBi

• −γ2I

]

< 0 (50)

[

eH
′

i
TPje

HiT − Pi +Ri(T ) eH
′

i
T (Pj −Wi)

• Pj −Wi − γ2S−1
i

]

< 0

(51)
pour tout i 6= j ∈ IK × IK alors le système à commuta-
tion (37)-(38) en temps continu est stable et le critère de
performance satisfait J∞(σ) < γ2, ∀σ ∈ DT .

Les conditions sur l’observabilité et la commandabilité
des paires (Ai, Ei) et (Ai, Bi) pour tout i ∈ IK sont suf-
fisantes pour assurer l’existence de la solution Wi > 0
de l’équation algébrique de Riccati et aussi Si ∈ IRn×n

strictement définie positive et donc inversible. Comme at-
tendu, en faisant γ → ∞ nous obtenons les valeurs li-
mites Qi → E′

iEi, Hi → Ai et par conséquent les mêmes
inégalités que dans le Théorème 1.
Les systèmes en temps discret sont traités de façon simi-

laire à partir de la version discrète de (43), [10]. En intro-
duisant les matrices

Hi = Ai +BiLi (52)

Qi = E′
iEi − γ2L′

iLi (53)

Li = (γ2I −B′
iWiBi)

−1B′
iWiAi (54)

où Wi > 0 est la solution de l’équation algébrique de Ric-
cati discrète qui impose Hi asymptotiquement stable, on
obtient une fois de plus la factorisationH ′

iWiHi−Wi+Qi =
0 qui joue un rôle important dans le but d’établir le résultat
suivant.
Théorème 7 : Soit T > 0 un entier donné et

Si =

∞
∑

τ=0

Hτ
i Bi(I − γ−2B′

iWiBi)
−1B′

iH
′τ
i (55)

Ri(T ) =

T−1
∑

τ=0

H ′τ
i QiH

τ
i (56)



Si les matrices Pi > 0 satisfont les LMIs
[

A′
iPiAi − Pi + E′

iEi A′
iPiBi

• B′
iPiBi − γ2I

]

< 0 (57)

[

H ′T
i PjH

T
i − Pi +Ri(T ) H ′T

i (Pj −Wi)
• Pj −Wi − γ2S−1

i

]

< 0

(58)
pour tout i 6= j ∈ IK × IK alors le système à commuta-
tion (37)-(38) en temps discret est stable et le critère de
performance satisfait J∞(σ) < γ2, ∀σ ∈ DT .

Malheureusement dans le cas discret, les hypothèses sur
l’observabilité et la commandabilité des paires (Ai, Ei) et
(Ai, Bi) pour tout i ∈ IK ne sont pas suffisantes pour
prouver le théorème précédent. Il faut ajouter la condition
supplémentaire det(Hi) 6= 0 pour tout i ∈ IK. En par-
ticulier, l’existence de la solution Wi > 0 de l’équation
algébrique de Riccati et aussi Si ∈ IRn×n strictement
définie positive et donc inversible sont assurées. Finale-
ment, pour γ arbitrairement grand nous avons Qi → E′

iEi,
Hi → Ai et les conditions du Théorème 2 sont obtenues. Si,
de plus, on impose T = 1 alors Ri(T ) = E′

iEi et les condi-
tions du Théorème 7 sont réduites àA′

iPjAi−Pi+E
′
iEi < 0,

∀i, j ∈ IK×IK, c’est-à-dire les conditions de stabilité et per-
formance robuste proposées dans [11]. Avec le théorème
précédent une borne supérieure du temps de permanence
minimal (18) est calculé par programmation convexe et un
algorithme de recherche unidimensionnelle.

B. σ - commande

La fonction de Lyapunov non-convexe du type min et la
règle de commutation définies respectivement dans (31) et
(32) sont encore utilisées pour la synthèse de la loi de com-
mande σ(t) = u(x(t)), ∀t ≥ 0 en considérant le système
en boucle ouverte (37)-(38). En appliquant successivement
l’entrée w(t) = ekδ(t), s’il existe des matrices Pi > 0
qui satisfont les inégalités (33) ou (35) il est possible de
déterminer le coût garanti

J2(σ) <

m
∑

k=1

min
i∈IK

e′kB
′
σ(0)PiBσ(0)ek

< min
i∈IK

Tr
(

B′
σ(0)PiBσ(0)

)

(59)

associé à la fonction de commutation considérée. La va-
leur de σ(0) = u(x(0)) étant arbitraire due à la condi-
tion initiale nulle permet imposer σ(0) = i comme une va-
riable d’optimisation additionnelle du problème (59). Les
systèmes en temps continu et en temps discret sont traités
simultanément.
Théorème 8 : Si les matrices Pi > 0 pour tout i ∈ IK

et Π ∈ Mc (Md) satisfont les conditions du Théorème 3
(Théorème 4) et la condition supplémentaire

min
i∈IK

Tr (B′
iPiBi) < γ2 (60)

alors avec σ(t) = u(x(t)) le système à commutation (37)-
(38) en temps continu (discret) est stable et le critère de
performance satisfait J2(σ) < γ2.

Une solution sous-optimale du problème (16) basée sur
la minimisation du coût garanti (59) émerge de la mi-
nimisation de γ2 par rapport aux variables Pi > 0 et

Π ∈ Mc (Md) sous les contraints (33) ((35)) et (60). Il
s’agit d’un problème non-convexe mais avec les simplifica-
tions (34) ((36)) il devient parfaitement solvable.
Notre attention va maintenant vers le critère J∞(·).

L’obtention d’un coût garanti est basée sur la fonction
de Lyapunov (31), la loi de commutation (32) et les ver-
sions en temps continu et en temps discret d’un ensemble
d’inégalités dénommées inégalités de Riccati-Metzler.
Théorème 9 : Si les matrices Pi > 0 et Π ∈ Mc satisfont

les inégalités de Riccati-Metzler

[

A′
iPi + PiAi +

∑N

j=1 πjiPj + E′
iEi PiBi

• −γ2I

]

< 0 (61)

pour tout i ∈ IK alors avec σ(t) = u(x(t)) le système à
commutation (37)-(38) en temps continu est stable et le
critère de performance satisfait J∞(σ) < γ2.

La preuve est une conséquence immédiate des inégalités
(61), de la stabilité globale du point d’équilibre x = 0 et
de la fonction de Lyapunov. Avec les conditions initiale
et la finale nulles, la condition d ◦ v(x(t)) < −z(t)′z(t) +
γ2w(t)′w(t) valable ∀t ≥ 0 et ∀w ∈ L2 permet d’affirmer
que J∞(σ) < γ2 est satisfait par la fonction de commuta-
tion σ(t) = u(x(t)).
Théorème 10 : Si les matrices Pi > 0 et Π ∈ Md satis-

font les inégalités de Riccati-Metzler

[

A′
i

B′
i

]

(

N
∑

j=1

πjiPj

)

[

A′
i

B′
i

]′

−
[

Pi − E′
iEi 0

• γ2I

]

< 0

(62)
pour tout i ∈ IK alors avec σ(t) = u(x(t)) le système à
commutation (37)-(38) en temps discret est stable et le
critère de performance satisfait J∞(σ) < γ2.

Finalement, une fois de plus on doit mettre en évidence
les difficultés numérique auxquelles il faut faire face pour
résoudre le problème de commande optimale (16) avec
α = ∞. Les Théorèmes 9 et 10 sont utiles pour obtenir
une solution sous-optimale basée sur le coût garanti et sur
l’adoption des simplifications du type (34) et (36), encore
valables pour les inégalités de Riccati-Metzler.

V. Applications pratiques

Dans cette section deux applications pratiques sont
présentées comme illustration des résultats théoriques
introduits dans les sections précédentes. Les valeurs
numériques des paramètres ont été choisies en conformité
avec les systèmes réels respectifs.

A. Suspension active

L’objectif est la synthèse d’une loi de commutation pour
améliorer le confort des passagers embarqués. Le modèle
dynamique d’une voiture avec suspension demi-active est
le suivant

Mξ̈(t) = −c(t)(ξ̇(t)− ξ̇t(t)) − k(ξ(t)− ξt(t)) +

+k∆s −Mg

mξ̈t(t) = c(t)(ξ̇(t)− ξ̇t(t)) + k(ξ(t)− ξt(t))−
−kt(ξt(t)− ξr(t)) − k∆s + kt∆t −mg

ċ(t) = −βc(t) + βcin(t)



où ξ(t), ξt(t) et ξr(t) sont les positions verticales du
véhicule (M), de la masse supplémentaire des pneus, freins,
etc (m) et du profil de la route. Les coefficients β, k, kt et
∆s,∆t définissent l’absorbeur actif d’impact, la souplesse
et longueur de la suspension et des pneus, respectivement.
Finalement, c(t) et cin(t) sont les coefficients d’amortis-
sement réel et demandé de l’absorbeur passif d’impact.
Pour simplifier, β est supposé très grand de telle façon que
c(t) ≈ cin(t) et c(t) ∈ {cmin, cmax}. On veut déterminer
une loi de commutation c(t) qui minimise l’accélération ver-
ticale du véhicule ξ̈(t). Dans la littérature actuelle on peut
trouver les propositions (SH, en [39]) où la loi de commu-
tation est basée sur le signe du produit ξ̇(t)(ξ̇(t)− ξ̇t(t)) et
(ADD, en [33]) où la loi de commutation est basée sur le
signe du produit ξ̈(t)(ξ̇(t)− ξ̇t(t)).

Après l’adoption d’un point de fonctionnement défini par
une route de profil nul, la dynamique du système est donnée
par les équations d’état (11)-(13) où w(t) ∈ IR3 contient
l’accélération du profil de la route et les bruits des mesures,
y(t) ∈ IR2 contient le coup ξ(t)− ξt(t) et sa dérivée, z(t) ∈
IR contient simplement l’accélération verticale du véhicule
et σ(t) = c(t). Les matrices

A1 =









0 1 0 0
− k

M
− cmin

M
k
M

cmin

M

0 0 0 1
k
m

cmin

m
− (k+kt)

m
− cmin

m









A2 =









0 1 0 0
− k

M
− cmax

M
k
M

cmax

M

0 0 0 1
k
m

cmax

m
− (k+kt)

m
− cmax

m









B1 = B2 =









0 0 0
−1 0 0
0 0 0

−1 0 0









définissent l’évolution de l’état et on note que la matrice
d’entrée ne dépend pas de la règle de commutation. De la
même manière les matrices

C1 = C2 =

[

1 0 −1 0
0 1 0 −1

]

D1 = D2 =

[

0 0.1 0
0 0 0.5

]

permettent la détermination des sorties mesurées. Finale-
ment, avec les matrices dépendantes de la règle de commu-
tation

E1 =
[

− k
M

− cmin

M
k
M

cmin

M

]

E2 =
[

− k
M

− cmax

M
k
M

cmax

M

]

la sortie d’intérêt est définie. Le modèle est complet avec
les valeurs numériques M = 400kg, m = 50kg, k =
2.0× 104N/m, kt = 2.5× 105N/m, cmin = 3.0× 102Ns/m
et cmax = 3.9×103Ns/m. En adoptant le critère de perfor-
mance J2(σ) on doit déterminer la loi de commutation σ(t)
qui minimise le coût garanti associé au problème (59). Mal-
heureusement, le résultat du Théorème 8 ne peut pas être
directement utilisé car la modélisation précédente exige une
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Fig. 3. Simulation du système à commutation.

loi de commutation du type retour de sortie. Cette difficulté
est résolue par l’introduction d’un filtre d’ordre complet

˙̂x(t) = Âσ(t)x̂(t) + B̂σ(t)y(t) (63)

avec une condition initiale nulle et les matrices Âi ∈ IRn×n,
B̂i ∈ IRn×s pour tout i ∈ IK. Comme la dynamique du
système plus filtre est décrite par le vecteur d’état aug-
menté x̃ = [x′ x̂′]′ ∈ IR2n si on cherche une solution des
inégalités de Lyapunov-Metzler avec la structure

P̃i =

[

X V

V ′ X̂i

]

, detV 6= 0 (64)

on vérifie que la fonction de commutation σ(·) satisfait

σ(x̃) = argmin
i∈IK x̃′P̃ix̃ = argmin

i∈IK x̂′X̂ix̂ = σ(x̂).
Elle ne dépend que des variables disponibles, dans ce cas les
variables d’état du filtre. Une méthode basée sur des LMIs
et une recherche unidimensionnelle pour la détermination
conjointe du filtre (63) et de la règle de commutation est
proposée dans la référence [19]. Les courbes de la Figure 3
permettent la comparaison de la méthode précédente (RS)
avec deux autres de la littérature actuelle (SH) et (ADD),
en considérant l’entrée impulsive ξ̈r(t) = δ(t) et la matrice
de Metzler

Π = 103
[

−1 1
1 −1

]

Il est clair que la loi de commutation proposée par (RS) im-
pose une réduction plus significative de l’accélération ver-
ticale du véhicule.

B. Convertisseur CC-CC

Les convertisseurs sont des circuits électriques avec une
structure variable dans le temps. La Figure 4 montre un
convertisseur CC-CC classique du type Boost qui doit ali-
menter la résistance Ro. En considérant σ(t) ∈ {1, 2}
définie par les positions des interrupteurs S1 et S2, le vec-
teur d’état x(t) = [iL(t) vC(t)]

′ défini par le couple courant-
tension, l’entrée w(t) = w0 = Vo définie par la tension
constante d’une source externe et z(t) = vC(t)/

√
Ro la va-

riable de sortie d’intérêt, le modèle dynamique en temps
continu est de la forme (37)-(38). Il est impératif de noter
qu’il s’agit d’un système à commutation affine caractérisé
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Fig. 4. Convertisseur Boost.

par les matrices

A1 =

[

−R/L 0
0 −1/RoCo

]

A2 =

[

−R/L −1/L
1/Co −1/RoCo

]

B1 = B2 =

[

1/L
0

]

Les matrices qui définissent la variable de sortie sont
données par

E1 = E2 =
[

0 1/
√
Ro

]

et ne dépendent pas de la règle de commutation. Le choix
de la variable de sortie z(t) = vC(t)/

√
Ro est important car

‖z‖22 n’est rien d’autre que l’énergie totale dissipée dans la
résistance électrique de sortie Ro. Notre objectif principal
est la synthèse d’une fonction de commutation par retour
d’état σ(t) = u(x(t)) de telle façon à minimiser un coût
garanti du type J2(σ).
Dans cette direction, tout d’abord nous devons observer

que les matrices A1 et A2 sont quadratiquement stables car
les inégalités

A′
iP + PAi + E′

iEi < 0, i ∈ {1, 2} (65)

admettent une solution P > 0. En effet, on peut facilement
vérifier que toutes les matrices de la forme

P = ǫ

[

L/2 0
0 Co/2

]

(66)

avec ǫ > 1 satisfont (65) simultanément. D’autre part, il
faut se demander quels sont les points du plan de phase
atteint avec une règle de commutation dépendant de l’état,
c’est-à-dire x(t) → xe en régime permanent. Selon [14], les
points de l’ensemble

Xe = {−A−1
λ Bλw0 : ∀λ ∈ Λ} (67)

ont cette importante propriété et sont éligibles comme
points d’équilibre du système en boucle fermée. Observons
que l’existence de P > 0 satisfaisant (65) assure que Aλ soit
inversible pour tout λ ∈ Λ. Finalement, ∀xe = [ie ve]

′ ∈ Xe

la fonction de commutation est

u(x) = arg min
i∈{1,2}

(x − xe)
′P (Aixe +Biw0)

=

{

1 si c′e(x − xe) ≤ 0
2 si c′e(x − xe) > 0

(68)

où ce = P (A1−A2)xe ∈ IR2. Il est aussi intéressant d’obser-
ver que σ(x) = u(x) est une règle de commutation linéaire
et donc facile à implanter en pratique. Voir aussi [4].

0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50
−50

0

50

100

150

200

250

300

iL

v
C

Fig. 5. Plan de phase.

La Figure 5 montre le plan de phase d’un convertisseur
Boost avec les composants électriques w0 = 100 V, R =
2 Ω, L = 500 µH, Co = 470 µF et Ro = 50 Ω. Avec la
matrice P > 0 déterminée de telle façon à minimiser le coût
garanti associé au critère de performance ‖z(t)−ve/

√
Ro‖22

la fonction de commutation a été définie par le vecteur

ce =

[

−0.1182 0.5726
−1.0506 0.1111

]

xe

Les trajectoires en ligne continue partent de l’origine
(condition initiale nulle) et arrivent aux points d’équilibre
tels que ve = {110, 120, · · · , 240} V sur l’ensemble Xe qui
est l’arc d’ellipse représenté en ligne pointillée. Le régime
glissant imposé par la fonction de commutation linéaire est
parfaitement visible. Les trajectoires ont un transitoire plus
petit que 60 sec. et un pic de courant plus petit que 40 A.

VI. Conclusion

Les systèmes dynamiques hybrides et plus parti-
culièrement les systèmes linéaires à commutation ont reçu
de la part de la communauté scientifique une attention
croissante pendant les deux dernières décennies. On peut
dire qu’à l’origine de cette attention réside non seulement
les aspects théoriques mais aussi l’énorme potentiel dans le
domaine des applications pratiques. Le but de cet article
n’était pas de fournir un ensemble complet d’informations
et résultats à propos d’un domaine de recherche riche et
vaste. Nous avons simplement choisi de mettre en évidence
les résultats plus récents qui sont aussi opérationnels vis-
à-vis de la synthèse de règles de commutation par la mini-
misation d’un coût garanti associé aux performances.
Les signaux de commutation ont été classés en deux

types - perturbation et commande. Le premier est ca-
ractérisé par un temps de permanence minimal qui doit
être déterminé en assurant la stabilité asymptotique globale
et un certain niveau de performance. Le deuxième est plus
adapté à la synthèse de règles de commutation dépendantes
des informations disponibles, c’est-à-dire le vecteur d’état
ou le vecteur des sorties et avec le but d’imposer la stabilité
globale et la performance adéquate.
La qualité de la performance a été mesurée par des

critères similaires aux critères du type H2 et H∞ valables
pour les systèmes dynamiques invariants dans le temps.
Étant donné que les problèmes de commande optimale
ainsi formulés sont très difficiles à résoudre, des solutions



sous-optimales basées sur l’optimisation des coûts garantis
ont été proposées. Il faut mentionner l’utilisation fréquente
des outils numériques pour l’optimisation convexe et la re-
cherche unidimensionnelle.
Finalement, il faut mettre une fois de plus en évidence

les applications pratiques. Nous croyons qu’elles sont
représentatives des grandes possibilités d’application de la
théorie des systèmes dynamiques hybrides.
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