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Résumé— L’article montre comment la stabilité de certaines
machines asynchrones peut étre déterminée sur base des ra-
cines d’un polynéme a coefficients complexes. Il est possible
de vérifier si les racines ont toutes des parties réelles stricte-
ment negatives en appliquant un résultat peu connu, c’est-

a-dire le test de Hurwitz pour les polyndmes a coefficients
complexes. La méthode proposée dans l’article est utilisée
pour trouver des conditions analytiques déterminant ’auto-
excitation spontanée d’une génératrice asynchrone, ainsi que
pour guarantir la stabilité en boucle fermée d’une loi de
commande proportionnelle intégrale pour une génératrice
asynchrone & double alimentation. Dans le premier cas, des
formules sont obtenues qui permettent de prédire ’auto-
excitation en fonction de la résistance de charge, de la ca-
pacité et de la vitesse. Dans le second cas, des conditions
sont obtenues sur les gains proportionnel et intégral de la
loi de commande, guarantissant la stabilité d’un algorithme
proposé précédemment par d’autres, mais pour lequel une
preuve de stabilité n’était pas disponible jusqu’a présent.

I. INTRODUCTION

Les génératrices asynchrones sont des convertisseurs
de puissance électromécanique particuliérement appropriés
aux énergies renouvelables [13], [23]. Elles sont robustes et
ne nécessitent pas que la fréquence de rotation soit précisé-
ment ajustée. L’article considére deux types de génératrices
asynchrones : les génératrices auto-excitées (typiquement a
cage d’écureuil) qui ne sont pas raccordées au réseau, et les
génératrices & double alimentation que ’on trouve souvent
dans les parcs éoliens.

Des revues de l'opération des génératrices auto-excitées,
avec de longues listes de références, sont fournies par [2]
et [4]. En particulier, on trouve des études de 'application
a ’énergie micro-hydro électrique [26] et I’énergie ¢olienne
[20]. Ces génératrices sont également utilisées comme gé-
nératrices de secours, en cas de pannes de réseau [17]. Un
récent domaine de recherche est la conception de régula-
teurs de tension et fréquence des signaux produits [9], [24],
[25]. La compréhension de I'auto-excitation est également
importante pour les génératrices asynchrones reliée au ré-
seau, en raison de la nécessité de protéger ces machines de
survitesse et de surtension lorsque déconnectées accidentel-
lement [10].

L’article examine également les génératrices a double ali-
mentation [15], [21]. Elles sont connectées au réseau, mais
les courants statoriques sont controlés indirectement par
I'intermédiaire des courants rotoriques. Leur avantage, vis-
a-vis des génératrices dont les courants statoriques sont
directement controlés, est que la conversion électronique
de puissance n’est nécessaire qu’au niveau de puissance

inférieur du rotor. Des méthodes ont été proposées pour
controler les puissances active et réactive produites [1], [3],
[14], [27], [28]. En régle générale, la stabilité du systéme
en boucle fermée n’est pas prouvée, excepté dans certains
cas, par linéarisation autour de la condition de fonctionne-
ment permanent. Certaines approches récentes ont exploité
des résultats de commande non linéaire en utilisant un mo-
dele exprimé dans le référentiel des tensions du réseau [5],
[19]. Ce référentiel a Pavantage d’étre indépendant des pa-
rameétres incertains de la machine. En outre, en supposant
un réseau infini, la commande des courants dans le référen-
tiel du réseau est identique a la commande des puissances
active et réactive produites par la génératrice.

Pour les génératrices auto-excitées comme pour les gé-
nératrices & double alimentation, la contribution de 'ar-
ticle est de montrer que la représentation de la machine
en systéme dynamique a coefficients complexes conduit a
une analyse simplifiée de stabilité. Plus précisément, I’ar-
ticle utilise le test de Hurwitz pour polynomes a coefficients
complexes. C’est un ancien résultat de la littérature [11],
probablement peu connu en raison de ’absence d’appli-
cations pertinentes (jusqu’a présent). L’article dérive des
nouvelles conditions concernant ’auto-excitation sponta-
née des génératrices ainsi que la stabilité des génératrices
& double alimentation avec commande proportionnelle in-
tégrale.

II. CRITERE DE HURWITZ POUR LES POLYNOMES A
COEFFICIENTS COMPLEXES

Il est possible de déterminer si les racines d’un polynéme
a coeflicients réels ont des parties réelles negatives en utili-
sant le test de Hurwitz, qui est bien connu dans les systémes
de commande sous la forme du critére de Routh-Hurwitz,
et du tableau qui y est associé. L’extension du test de Hur-
witz aux polyndmes a coefficients complexes est donnée par
le lemme suivant [11].

Lemme 1 : les racines du polyndome P(s)
P(s)=s"4+c18" 4 eps" P+ ey (1)
aux coefficients complexes
ck=a+jbg, k=1,...,n (2)

ont toutes des parties réelles strictement négatives si et



seulement si les déterminants

A = a
ay, as, as, ..., Qa2k—1, *bz, b4,
1, as, Q4, ..., Q2K_2, *bl, *bg,
ey
A, = 0, ceey Ok, 0,
0, b2, by ..., b2, a1, a3,
0, bl, bg, ey bgkfg, 1, a,
ey
0, by 0,
coy —bop_o
ooy —bog—3
)
o, —bp_1
-y A2k-3
-y Q2k—4
)
cey Og—1
E = 23,....,n (ar=0b,=0forr>n) (3)

sont tous strictement positifs.
Dans cet article, les exemples qui sont considérés sont
associés a des polynomes du troisiéme ordre de la forme

p(s) = ags® + (a1 + jb1)s% + (ag + jba)s + (as + jb3) (4)

ol les a; et b; sont réels, et ag > 0. Alors, le test de Hur-
witz spécifie que les racines de p(s) ont des parties réelles
strictement negatives si et seulement si A; > 0, Ay > 0, et
Az > 0, ou

A = a
a; az —by
Ay = det ag ay —by
0 b2 ay
a; as 0 *bz 0
apg a2 0 —bl —b3
Ag = det 0 ay as 0 —bg (5)
0 b2 0 [25] as
0 bl b3 ao as

III. APPLICATION DU CRITERE DE HURWITZ COMPLEXE
AUX GENERATRICES ASYNCHRONES AUTO-EXCITEES

A. Modeéle d’une génératrice asynchrone

Considérons le modeéle d’une génératrice asynchrone di-
phasée aux enroulements rotoriques court-circuités

dis diRA

Lsd—tA + Rgisa + M g UsA
Lg dZ;B + Rsisp + MdillzB = vsB
Mdilst"‘ +npwMisp + LRdid—iA
+Rpipa + npwLpipg =0
—npwMigs + Mdz% —npwLRiga
+LRdid% + Rrirp =0 (6)

oll vg4, vsp sont les tensions statoriques, iga, tsp sont les
courants statoriques, iga, tgrp sont les courants rotoriques
(ou équivalents dans le cas d’une génératrice a cage d’écu-
reuil) transformés dans le référentiel statorique, et w est la
vitesse de la génératrice. Les parameétres de la génératrice
sont Lg, 'inductance propre statorique, Lg, 'inductance
propre rotorique, M, l'inductance mutuelle stator/rotor,
Rg, la résistance statorique, Rg, la résistance rotorique, et
np, le nombre de paires de podles. Dans le cas d'une généra-
trice triphasée, une transformation de trois phases & deux
phases doit étre appliquée avant d’utiliser les résultats.

Attachés a chaque enroulement statorique sont une ré-
sistance de charge Ry et un condensateur C, celui-ci
étant ajouté pour fournir la puissance réactive requise.
Le condensateur C est placé en paralléle avec la charge.
Les résultats sont présentés en fonction de la conductance
Yy, = 1/Ry, afin que le cas ou la charge est absente corres-
ponde a Yy, = 0 au lieu de R;, = co. Nous avons

d )
C ’iliA +isa+Yvsa = 0
d )
c ZiB tisp+Yivsg = 0 (7)

B. Auto-excitation spontanée des génératrices asynchrones

L’auto-excitation des génératrices asynchrones est un
phénomeéne inhabituel des machines électriques, et un
exemple fascinant de systéme dynamique non linéaire.
L’opération en régime permanent est caractérisée par un
cycle limite dans la région de saturation magnétique [§],
[16], [18]. Toutefois, indépendamment de lexistence d’un
cycle produisant de ’énergie, il existe toujours un équi-
libre stable avec courants nuls qui n’en produit pas. Ce
n’est que pour certaines conditions que 'opération a des
tensions et courants différents de zéro est possible. Dans
certains cas, U'instabilité de 1’équilibre a valeurs nulles dé-
clenche un départ de I’équilibre et un transfert & des valeurs
non nulles en régime permanent. Dans ce cas, nous parle-
rons d’auto-excitation spontanée. Il s’agit d’un cas inhabi-
tuel ou l'instabilité est désirée pour atteindre le résultat re-
cherché. En cours d’auto-excitation spontanée, les tensions
croissent de maniére exponentielle jusqu’a ce que la satura-
tion magnétique est atteinte et 'énergie est produite. Des
conditions initiales provenant de ’aimantation rémanente
ou de condensateurs pré-chargés, déclenchent la croissance
des tensions et des courants. La figure 1 montre des don-
nées expérimentales d’auto-excitation obtenues avec un pe-
tit moteur asynchrone.

L’application de la transformée de Laplace aux équations
décrivant la génératrice asynchrone, suivie de réorganisa-
tion des équations, produit les equations

Isa Lsisa(0) + Miga(0)
Ira M’iSA(O)+LR’iRA(0)
Vsa Cvsa (0)
A = ) )
r(s) Isp Lsisp(0) + Mirp(0) ()
Irp Migsp(0) + Lrirp(0)
VsB Cvsp(0)

ou les lettres majuscules indiquent que les variables sont
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Fig. 1. Croissance de la tension d’une génératrice asynchrone auto-
excitée

les transformées de Laplace des signaux originaux et

sLs+ Rg Ms -1
Ms sLr + Rg 0
1 0 sC +Y]
AR(S) = 0 0 0 L
—npwM  —npwLpg 0
0 0 0
0 0 0
npwM npwlp 0
0 0 0
sLs+ Rs Ms -1 (9)
Ms sLr + Rg 0
1 0 SC+ YL

Le phénomeéne transitoire de I'auto-excitation spontanée
est lié a l'existence d’au moins une racine de det Ar(s) =0
avec partie réelle positive [12]. En raison de la taille de
la matrice Ag(s), des conditions analytiques pour l'insta-
bilité ne sont pas trouvées dans [12], et la détermination
a été réalisée numériquement. Quoique les calculs peuvent
étre effectués rapidement avec des ordinateurs modernes, la
recherche des conditions couvre un large espace, avec plu-
sieurs parameétres variables comme la résistance de charge,
la capacité et la vitesse, et aucune connaissance dispo-
nible quant & emplacement, la forme, et le nombre de ré-
gions instables possibles. En théorie, des conditions précises
de stabilité pourraient étre obtenues en appliquant le test
de Routh-Hurwitz au polynome caractéristique det Ar(s).
Cette tache, toutefois, est difficile, vu la dimension du pro-
bléme (matrice 6 x 6 et donc polynome de degré 6). Heu-
reusement, le probléme peut étre converti en un probléme
de plus petite taille dans le domaine complexe, ou il devient
traitable par 'application du critére complexe de Hurwitz.

C. Conditions analytiques d’auto-excitation spontanée

Nous définissons la matrice Ax(s) par

sLs+ Rg Ms
Ac(s) = Ms — jnpwM sLr+ Rr — jnpwLp
1 0
-1
0 (10)
SC+YL

et considérons le polyndéme cubique aux coefficients com-
plexes det Ac(s). Le fait suivant a été prouvé [7].

Fait 1 : toute racine de det Ac(s) = 0 est une racine
de det Agr(s) = 0. D’autre part, si sg est une racine de
det Ar(s) = 0, alors sy ou son conjugué complexe sj est
une racine de det Ac(s) = 0.

Le fait n” 1 implique que Ac(s) contient les informa-
tions complétes sur le comportement dynamique du sys-
téme d’origine, étant donné que tous les poles du sys-
téme d’origine peuvent étre obtenus a partir des racines
de det Ac(s). Appliquant le critere de Hurwitz pour les
polynomes a coeflicients complexes [11] & det Ac(s), le fait
suivant peut alors étre prouvé.

Fait 2 : I'auto-excitation spontanée se produit si et seule-
ment si les paramétres de la génératrice asynchrone satis-

font
< —2/ay (11)
ou
o = (al — bz)blbgbg,
5 = a%azbgbg — a?b% — 3aiazb1babs + 2&%&3()11)3
+ajasazbiby — alagb% — azagblbg — a%b%bz
v = as(araz — azhy)? (12)

et les constantes a; et b; sont les coefficients réels et ima-
ginaires du polynéme complexe det Ax(s), donnés par

ay = C(LsLgr— M?)

ay = Yy(LsLp— M?)+C(LsRr+ LrRs)

az = Yp(LsRp+ LrRs)+ (CRsRg+ Lg)

as = RR(YLRS + 1), b1 = ag

by = Yp(LsLr— M?)+ CLgRs

by = Lgr(YLRg+1) (13)

En outre, 'auto-excitation spontanée ne peut se produire
que :
— pour une seule gamme de vitesses W € (Wmin, Wmax),

telle que
P Y = BV e
min - nP 2a )
1 [—B+ B —dary
Wmax = — (14)
np 2c

— pour une résistance de charge satisfaisant

NG
Vo1

Ry > (15)
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Fig. 2. Vitesses critiques pour l’auto-excitation spontanée

olo = LsLR — MZ,
— et pour une capacité C € (Cpin, Cmax) telle que

—g2 — /93 — 49193

G = 201
oL = % + /95 — 49193 (16)
201
ou
g = R g2=2Ls(RsYL +1)Vo — (0 +1)Ls
g3 = oLgY{ (17)

La preuve complete du fait n° 2 est disponible dans [7].
Il avere que les déterminants Ay et As sont toujours po-
sitifs. D’autre part, Az est de la forme

Az = a(npw)* + B(npw)® + (18)
ol a, 3, v sont spécifiés par (12). La condition (11) garan-
tit que Ag est négatif pour une certaine gamme de vitesses.
Les autres résultats découlent de ’observation que les li-
mites de 'auto-excitation spontanée sont déterminées par
det Ac(jw.) = 0 pour une fréquence particuliére we.

Le fait n° 2 précise qu’il ne peut y avoir qu'une seule
gamme de vitesse. Il donne un calcul direct de la gamme
de vitesse pour laquelle I'auto-excitation spontanée se pro-
duit et spécifie les conditions que les paramétres doivent
satisfaire. En utilisant les résultats, on peut rapidement dé-
terminer les combinaisons de vitesse et de capacités pour
lesquelles I'auto-excitation spontanée se produit. La figure
2 montre les limites supérieures et inférieures de la vi-
tesse calculées par les formules, et en fonction de la va-
leur de la capacité. Plusieurs valeurs de la résistance de
charge sont utilisées pour un exemple présenté dans [22]
(avec Rg = 1.7Q, Rr = 2.7Q, Lg = Lr = 191.4mH, et
M = 180mH). La figure est comparable aux figures de [22]
obtenues numériquement.

Un cas intéressant est obtenu lorsque Y7, =0 et Rg =0
(pas de résistance de charge et résistance statorique nulle)
et la condition pour I'auto-excitation est simplement

1 1
w>—

— 1
Np Lsc ( 9)

En d’autres termes, la condition pour 'auto-excitation est
que la fréquence électrique correspondant & la vitesse doit
étre supérieure a la fréquence résonante du circuit LC' com-
posé de l'inductance statorique et de la capacité. Il n'y a
pas de limite supérieure a la plage de vitesse dans ce cas
parce que o = 0.

IV. APPLICATION DU CRITERE DE HURWITZ COMPLEXE
AUX GENERATRICES ASYNCHRONES A DOUBLE
ALIMENTATION

A. Modéle d’une génératrice asynchrone a double alimen-
tation

En contraste avec la génératice auto-excitée, le modéle
utilisé dans la présente section est exprimé en coordonnées
du réseau tournant & une vitesse synchrone wg et comprend
des tensions extérieures appliquées aux enroulements du
rotor. Le modéle est

disp . . dirr
o + Rsisp — wsLgisg + M 0

*WSMZ'RG = VUSF

Ls

disa . ) dirg
R L M
it + Rstsg +wslstisp + at

+wsMippr = vsag

Ls

di di

M ilStF +(npw—ws)MiSG+LR%
+ Rpigr + (npw — wg)LRirc = vrp
di di

M ZdStG — (npw—wS)M'iSF-i-LR%

+ Rrirc — (npw — wg)LRrirr = vra (20)

ol vs g, vsqg sont les tensions statoriques, igp, tgg sont les
courants statoriques, vgr, Vrg sont les tensions rotoriques,
iRF, tRG sont les courants rotoriques, et w est la vitesse de
la génératrice. Les parameétres de la génératrice sont définis
comme précédemment. Les indices F' et G indiquent que les
variables de phase ont été transformées dans un référentiel
tournant & la fréquence wg. Pour les tensions statoriques
(et de méme pour les courants statoriques)

)

()=( ) (s

oll vsa, vgp sont les tensions sur les enroulements stato-
riques A et B et

cos(fs)
—sin(fg)

sin(fg)
cos(fg)

dfs
dt
Pour les tensions rotoriques (et de méme pour les courants

rotoriques)
cos(fs — npb)

( 522 ) - ( —sin(fs — npb)

. vRa
URB

oll vra, vrp sont les tensions sur les enroulements roto-
riques A et B.

=wg (22)

sin(fs — npb)
cos(fs —npb)

(23)

B. Loi de commande proportionelle-intégrale

La loi de commande proportionnelle intégrale (PI) de [5]
est un algorithme intéressant de commande non linéaire a



faible complexité. Obtenu en appliquant des techniques de
passivité de commande non linéaire, c’est un algorithme
de linéarisation par rétroaction qui produit un systéme li-
néaire en boucle fermée. Les auteurs de [5] n’ont pas prouvé
la stabilité de leur algorithme. Pourtant, des analyses pour
des cas spéciaux, des simulations et des expériences, ont dé-
montré un large éventail de valeurs de parameétres condui-
sant & la stabilité.
La loi de commande PI est donnée par

vprr = (npw—ws)Misq + Rrirr

+(npw —ws)LRrirg + URF

urr = kplisg —isq) + kI /(isa —i5q)dt

vre = —(npw—ws)Misr + Rrirg
—(npw —ws)Lrigr + ura
URG = —]Cp(’iSF — ZEF) - k] /(iSF - ZZ’F)dt (24)

ol 15y et i, sont les valeurs désirées des courants sta-
toriques, et kp et k; sont les gains proportionnel et in-
tégral. La régulation des courants statoriques permet la
commande des puissances active et réactive délivrées par
la génératrice. La théorie peut aussi étre appliquée aux
moteurs, puisque les courants peuvent avoir des valeurs
positives ou négatives. Une particularité curieuse de l'al-
gorithme est son asymétrie, de sorte que 'erreur dans ’axe
F produit une commande dans I'axe G, et vice-versa (dans
[5], le signe de k; est opposé & ce que nous avons ici, mais
nous pensons qu’il y a eu une erreur dans la transcription
de l’algorithme).

L’application de la transformée de Laplace aux équations
de la génératrice, négligeant les conditions initiales (car le
systéme s’avérera étre stable), et ré-ordonnant les équa-
tions, on obtient

Vsr Vsr
Ipr 0
U — (kps + kp) I%
Ants) | TRF | = (kp VSGI) sa (25)
Ira 0
Ura (kjpS-‘rkI) I;F

ou les lettres majuscules indiquent que les nouvelles va-
riables sont les transformées de Laplace des signaux (I, =

i5q/s et Isp =igp/s) et

Lss+ Rs Ms 0
Ms Lrs -1

0 0 s

AR(S) o wsLs wsM 0

0 0 0

kps+ kr 0 0
—wSLs —wsM 0
0 0 0
*kps — k’] 0 0

Lss+ Rg Ms 0 (26)

Ms Lrs -1

0 0 s

La stabilité du systéme en boucle fermée est détermi-
née par les racines de det Ag(s) = 0. Toutes les racines
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Fig. 3. Région stable pour la loi de commande PI déterminée par les
tests Az and Az (la région stable en dessous de la courbe Ag)

doivent avoir des parties réelles strictement négatives pour
que le systéme soit stable. Dans [5], I'application du test de
Routh-Hurwitz au polynéme caractéristique du 6?°™¢ ordre
a été considérée, mais les calculs étaient trop compliqués
pour donner un résultat utile. Par contre, ’application du
critére de Hurwitz au polynome complexe donne une ré-
ponse simple et élégante.

C. Stabilité de la loi de commande PI

Dans ce cas, la matrice Ac(s) est définie par

Lss+ Rs + jwsLs M(s+ jws) 0
Ms Lgs -1
jlkps+kr) 0 s
(27)
Le fait n” 2 peut étre appliqué a cette matrice, et la stabilité
est déterminée par les racines du polynome aux coefficients
complexes, avec parties réelles et imaginaires

Ac(s) =

ap = LsLr—M? a=LgRs, ar=uwskpM
az = wsk[M, bl = (LsLR — MZ)WS — Mkp
by = —kiM, b3=0 (28)

En supposant que kp > 0 et k; > 0, il s’avére que les
déterminants du test de Hurwitz sont tels que A; > 0, et
que As > 0 si et seulement si

k],u(QwsRsLR + k‘[M)

kp > 29
P RsLR(RsLRws+IC]M) ( )
D’un autre coté, Az > 0 si et seulement si
k3L RgLrM
fp < —L52R (30)

p(pws + kpM)

La figure 3 montre les limites définies par A, (a droite de
la courbe) et Ag (en dessous de la courbe) pour le moteur
de [5] (avec Rg = 4.92Q, R = 4420, Lg = 7.25mH,
Lr =7.15mH, M = 7.1mH, et une fréquence synchrone
wg = 1007 rad/s). 1l se fait que Ag > 0 implique Ay > 0
et donc que Az > 0 est la condition nécessaire et suffisante
pour la stabilité [6].

L’inégalité quadratique (30) est une condition trés
simple. Ceci rend l'algorithme de [5] bien plus utile, sur-
tout que la plupart des méthodes de commande proposées



dans la littérature ne sont pas prouvées étre stables. Il est
intéressant de noter que la loi de commande de [19] peut
également étre prouvée stable en utilisant les techniques du
présent article. Pour cette loi de commande, la stabilité a
été prouvée dans [19] en utilisant une fonction de Lyapu-
nov. Notre méthode élimine I'incertitude dans la recherche
d’une telle fonction.

V. REMERCIEMENTS

L’auteur tient & remercier le professeur John Chiasson
pour avoir stimulé son intérét pour les génératrices auto-
excitées et le professeur Oleh Kiselychnyk pour des discus-
sions multiples sur le sujet ainsi que pour le recueil des
données présentées dans la figure 1.

VI. CONCLUSIONS

L’article a présenté une nouvelle méthode pour 'ana-
lyse des machines asynchrones sur base d’un test com-
plexe de Hurwitz. L’approche simplifie le calcul des condi-
tions nécessaires et suffisantes qui guarantissent la stabilité.
Le test complexe de Hurwitz a été appliqué pour trouver
des conditions d’auto-excitation spontanée des génératrices
asynchrones. Des conditions analytiques ont remplacé la
recherche numérique qui était nécessaire auparavant. L’ap-
plication de la nouvelle méthode aux lois de commande
pour les génératrices asynchrones & double alimentation a
également été examinée. La méthode a permis une preuve
de stabilité remarquablement simple d’un algorithme pour
lequel seulement des réponses partielles étaient connues au-
paravant. En général, le test complexe de Hurwitz est un
nouvel outil pour aborder certains problémes dont ’ana-
lyse dans le domaine réel est intraitable, ou dépend de la
possibilité incertaine de découvrir une fonction de Lyapu-
nov.
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