
Commande LPV des robots manipulateurs avec
matrice de Lyapunov structurée
Houssem Halalchi, G. Iuliana Bara, Edouard Laroche

Laboratoire des Sciences de l’Image, de l’Informatique et de la Télédétection
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Résumé— Cet article traite de la commande linéaire à
paramètres variants (LPV) des robots manipulateurs. Le
modèle dynamique de ces systèmes mécaniques, obtenu par
l’écriture des équations d’Euler-Lagrange, est non-linéaire.
La prise en compte de certains types de non-linéarités peut
conduire à une représentation d’état LPV du système. La
contribution que nous présentons ici concerne la synthèse de
correcteurs LPV par retour d’état pour les robots manipu-
lateurs, en utilsant des matrices de Lyapunov dépendant des
paramètres ayant une structure particulière. Des conditions
suffisantes de synthèse d’un retour d’état statique stabili-
sant sont données sous la forme d’un nombre fini d’inégalités
matricielles linéaires (LMI). Des résultats de simulation per-
mettent de valider l’approche proposée.

Mots-clés— Systèmes LPV, commande par retour d’état, ro-
bots manipulateurs.

I. Introduction

La commande des robots manipulateurs a mobilisé beau-
coup d’efforts de recherche ces dernières années. Parmi les
méthodes de commande dans l’espace articulaire nous men-
tionnons : la commande simple PD, la commande PID, la
commande par inversion du modèle dynamique, la com-
mande par modes glissants, celle basée sur la théorie de
Lyapunov ainsi que celle basée sur le principe de passi-
vité [1]. Les commandes basées sur un modèle linéaire du
robot ont donné lieu à de nombreuses implémentations pra-
tiques et ont montré une certaine efficacité dans ce cadre
[1]. Cependant, l’utilisation d’un modèle nominal ne per-
met généralement pas de garantir a priori la stabilité et
un certain degré de performance du système asservi sur
l’ensemble de l’espace de travail. Afin de pallier ces in-
suffisances nous proposons d’utiliser le cadre de travail
des systèmes linéaires à paramètres variants (LPV) pour
la modélisation et la commande des manipulateurs robo-
tiques. Ce formalisme présente plusieurs avantages tels que
la prise en compte de certains types de non-liéarités ap-
paraissant dans le modèle dynamique du robot ainsi que
la possibilité de synthétiser des lois de commande assurant
les caractéristiques désirées pour le système asservi (stabi-
lité, performance, robustesse) sur l’ensemble de l’espace de
fonctionnement. L’originalité de l’approche présentée dans
l’article consiste en l’utilisation de matrices de Lyapunov
dépendant des paramètres d’une manière particulière, afin
de tenir compte de la structure paramétrique du système.
Cette structure particulière de la matrice de Lyapunov per-
met de simplifier le problème de synthèse de correcteurs
et d’obtenir des conditions exprimées sous la forme d’un
nombre fini d’inégalités matricielles linéaires (LMI).

Notre article est organisé en six parties. Dans la
deuxième partie, le contexte et les motivations de ce travail
sont exposées. La partie III traite de la modélisation LPV
d’un manipulateur à 2 degrés de liberté (2 DDL). Dans la
partie IV des conditions de synthèse d’un correcteur par
retour d’état stabilisant sont données. Des résultats de si-
mulation montrant l’intérêt des approches proposées sont
exposés dans la partie V. Notations : Soient A et B des
matrices symétriques, A > 0 (resp. ≥ 0) signifie que A est
définie positive (resp. semi-définie positive), In et 0m×n
représentent la matrice identité de dimension n et la ma-
trice nulle de dimension m×n. Les dimensions seront par-
fois omises si le contexte le permet. He{A} = A + AT et

diag(A,B) =
[
A 0
0 B

]
.

II. Contexte et motivations

Il est bien connu que le modèle dynamique d’un robot
manipulateur peut être obtenu par l’écriture des équations
d’Euler-Lagrange :

d

dt
(
∂L
∂q̇

) − ∂L
∂q

= τ(t) (1)

où L = T − U est le Lagrangien du système, T est son
énergie cinétique et U son énergie potentielle ; q est le vec-
teur des positions articulaires et τ le vecteur des couples
extérieurs appliqués au manipulateur.

Le développement de l’équation (1) conduit à un modèle
dynamique du robot de la forme :

M(q)q̈ + C(q, q̇)q̇ + D(q)q̇ + Ke(q)q + g(q) = τ (2)

où M(q), D(q) et Ke(q) représentent les matrices d’inertie,
d’amortissement et de raideur respectivement. C(q, q̇) est
la matrice des effets de Coriolis et centripètes et g(q) le
vecteur des couples gravitationnels.

Ce modèle décrivant le comportement dynamique de la
structure mécanique du robot est fortement non-linéaire.
Pour une large classe de manipulateurs, il est possible de
réécrire ce modèle sous la forme d’une représentation d’état
LPV en définissant des paramètres de séquencement qui
dépendent des positions et vitesses articulaires. Dans ce
cas on parle également de système “quasi-LPV” parce que
le paramètre variant est une fonction du vecteur d’état du
système [2]. Le problème de la synthèse de correcteurs LPV
pour les systèmes LPV peut dans certains cas se ramener à
la résolution de contraintes de type LMI. L’implémentation
numérique de l’algorithme de synthèse impose alors la



présence d’un nombre fini de contraintes à optimiser. En se
focalisant sur le cadre applicatif des robots manipulateurs,
les deux principales questions (assez récurrentes dans la
commande LPV) que nous voulons examiner sont :

– Comment exprimer les problèmes de synthèse de cor-
recteurs LPV pour les robots manipulateurs sous
forme de contraintes de type LMI ?

– Comment obtenir un nombre fini de LMI pour faciliter
la résolution numérique des problèmes de synthèse ?

III. Modélisation LPV d’un manipulateur à
2 DDL

La commande LPV d’un manipulateur horizontal à deux
degrés de liberté, basée sur un modèle où les couples de Co-
riolis et centrifuges sont supposés compensés dans la com-
mande (modèle partiellement linéarisé) et en utilisant un
modèle LPV singulier, a été étudiée dans [4]. Cependant,
la prise en compte de ces non-linéarités dans le modèle de
synthèse permet une plus grande action de la commande
sur le système. Le modèle dynamique est alors donné par :

M(q2)q̈ + C(q, q̇)q̇ + Dq̇ + Keq(t) = τ(t) (3)

Cela se traduit au niveau articulaire par les équations :∑
j

mkj(q)q̈j +
∑
i,j

cijk(q)q̇iq̇j + fkq̇k + kekqk = τk (4)

où k représente l’indice de l’articulation actionnée par le
couple τk, les indices i et j varient entre 1 et le nombre
d’articulations. Les matrices d’amortissement et de rai-
deur ont une structure diagonale D = diag(f1, f2) et
Ke = diag(ke1, ke2), les coefficients mkj sont les com-
posantes de la matrice d’inertie du robot et les cijk sont
connus sous le nom de symboles de Christoffel du premier
type [5]. Les termes en q̇2i dans (4) sont appelés termes
centrifuges, tandis que ceux en q̇iq̇j avec i 6= j sont appelés
termes de Coriolis. On peut montrer que pour un manipu-
lateur robotique, ces coefficients dépendent uniquement de
la matrice d’inertie du robot et sont exprimés par :

cijk =
1
2

(
∂mkj

∂qi
+
∂mki

∂qj
− ∂mij

∂qk
) (5)

Dans le cas d’un manipulateur à 2 DDL à articulations
rotöıdes (également appelé manipulateur coude), la matrice
d’inertie varie de manière affine en fonction du cosinus de la
seconde coordonnée articulaire. Cette grandeur sera prise
comme premier paramètre variant ρ1 = cos(q2). Alors,

M(q2) = M0 + Mc cos(q2) = M0 + Mcρ1 (6)

avec M0 =
[
m110 m120

m120 m22

]
et Mc =

[
m11c m12c

m12c 0

]
.

Les symboles de Christoffel sont donc données par :
c111 = 0, c112 = 1

2m11c sin(q2) = −h, c121 = c211 = h
(symétrie), c122 = c212 = 0 (symétrie), c221 = h et enfin
c222 = 0. Nous pouvons alors déduire l’équation de mou-
vement de chacune des articulations :

m11(q2)q̈1 +m12(q2)q̈2 −m11c sin(q2)(q̇1q̇2 +
1

2
q̇22) + f1q̇1

+ke1q1 = τ1

m12(q2)q̈1 +m22q̈2 +
1

2
m11c sin(q2)q̇21 + f2q̇2 + ke2q2 = τ2

(7)

En supposant que le vecteur d’état du système
x(t) = [q(t)T q̇T (t)]T est mesurable, nous pouvons définir
les paramètres variants supplémentaires : ρ2 = q̇2 sin(q2)
et ρ3 = q̇1 sin(q2). On note la présence d’une relation
algébrique entre le paramètre ρ2 et la dérivée de ρ1 :

ρ̇1 = −ρ2 (8)
Cette relation sera exploitée par la suite pour réduire la
dimension de l’espace paramétrique. Nous obtenons :{

ẋ(t) = A(ρ(t))x(t) + B(ρ(t))u(t)
y(t) = Cx(t)

(9)

où A(ρ(t)) = M−1
1 (ρ1)A1(ρ), B(ρ(t)) = M−1

1 (ρ1)B1(ρ)
et C =

[
I2 02

]
, avec M1(ρ1) = diag(I2,M(ρ1)),

A1(ρ) =
[

02 I2
−Ke −D − S(ρ2, ρ3)

]
, B1(ρ) =

[
02

I2

]
et S(ρ2, ρ3) =

[
−m11cρ2 − 1

2m11cρ2
1
2m11cρ3 0

]
.

Notons la dépendance rationnelle des matrices d’état en
fonction du vecteur de paramètres ρ(t) = [ρ1 ρ2 ρ3]T . Pour
les nombreux systèmes mécaniques dont le mouvement est
décrit par l’équation (2), ce caractère rationnel provient de
l’inversion de la matrice d’inertie M(q).

L’étape de modélisation LPV nous a permis de refor-
muler deux types de non-linéarités lisses : la dépendance
paramétrique de la matrice d’inertie M(q2), ainsi que les
couples de Coriolis C(q, q̇)q̇ en un modèle LPV de type ra-
tionnel. Ce modèle appartient à la sous-classe des systèmes
présentant un couplage entre une partie à dépendance pa-
ramétrique rationnelle particulière (inverse d’une matrice
affine), représentée ici par la matrice M−1

1 (ρ1), et une par-
tie à dépendance polynômiale, que l’on reconnait ici dans
les matrices A1(ρ) et B1(ρ). Dans les paragraphes suivants,
nous nous intéresserons à la synthèse de correcteurs LPV
par retour d’état pour ce type de systèmes.

IV. Commande par retour d’état LPV

Pour un manipulateur rigide, le vecteur d’état contient
généralement les positions et les vitesses articulaires. Il
est souvent mesurable et les signaux position et vitesse
sont parfois données par le même capteur. Le codeur
incrémental, par exemple, permet d’obtenir une mesure
de la position angulaire et une estimation de la vitesse.
Ceci permet d’effectuer une commande par retour d’état
pour ce type de manipulateurs. Par contre, pour un mani-
pulateur flexible, le vecteur d’état peut contenir des va-
riables supplémentaires décrivant les flexibilités. Les va-
riables d’état ne seront pas toujours mesurables simul-
tanément dans ce cas et il n’est plus possible d’effectuer une
commande par retour d’état complet [6]. Une commande
par retour d’état partiel serait alors plus appropriée. Nous
nous en tiendrons ici au cas rigide. Nous étudierons dans
les paragraphes suivants le problème de la stabilisation du
système (9) comme un premier pas vers la synthèse de cor-
recteurs avec des garanties de performance.

Problème : Trouver une matriceK(ρ) telle que le système
asservi par le retour d’état u = K(ρ)x soit stable.
Un tel système asservi a pour équations :{

ẋ(t) = (A(ρ) + B(ρ)K(ρ))x(t) = ABF (ρ)x(t)
y(t) = Cx(t)

(10)



Le modèle LPV (9) obtenu dans la section précédente peut
être utilisé pour la synthèse de correcteurs LPV stabili-
sants. Nous présenterons dans ce qui suit des conditions
de synthèse sous forme LMI à travers deux méthodes :
utilisation des inégalités de Lyapunov classiques et utli-
sation de conditions de stabilité étendues qui font appel
à des variables matricielles supplémentaires appelées va-
riables faibles (slack variables en anglais). Nous suppo-
serons par la suite que chacun des paramètres est borné
ρk ∈ [ρkmin , ρkmax ] = Eρk

, de même que sa dérivée tempo-
relle ρ̇k ∈ [ρ̇kmin

, ρ̇kmax
] = Eρ̇k

. Les ensembles admissibles
pour les vecteurs ρ et ρ̇ sont alors les hypercubes Eρ et Eρ̇
dont les sommets engendrent les ensembles Esρ et Esρ̇.

A. Approche par inégalités de Lyapunov

Afin de supprimer le caractère rationnel des matrices
d’état de l’équation (9), l’originalité de notre travail
consiste en l’utilisation de matrices de Lyapunov dépendant
des paramètres ayant une structure paramétrique parti-
culière : P (ρ) = P1(ρ)M1(ρ). Rappelons d’abord la condi-
tion de stabilité au sens de Lyapunov des systèmes LPV.

Le système en boucle fermée représenté par la matrice
ABF (ρ) est stable au sens de Lyapunov si : ∃P (ρ) =
PT (ρ) > 0 tel que :

P (ρ)ABF (ρ) +ATBF (ρ)P (ρ) + Ṗ (ρ) < 0,∀(ρ, ρ̇) ∈ Eρ × Eρ̇
(11)

Pour la classe de systèmes considérée, nous avons :
ABF (ρ) = A(ρ)+B(ρ)K(ρ) = M−1

1 (ρ)(A1(ρ)+B1K(ρ)) =
M−1

1 (ρ)A1BF (ρ). L’inégalité (11) est une BMI (inégalité
matricielle bi-linéaire) en fonction de P (ρ) et K(ρ). Afin
de pouvoir effectuer un changement de variable linéarisant,
l’approche habituelle de la commande LPV par retour
d’état fait intervenir la forme duale de cette inégalité de
Lyapunov, obtenue en pré- et post-multipliant (11) par
P−1(ρ). Cependant, la forme duale ne permet pas de com-
penser le terme rationnel M−1

1 (ρ) qui se trouve à gauche de
la matrice de système ABF (ρ). Les conditions de synthèse
suivantes permettent de résoudre ce problème.

Théorème 1 : (Stabilisation) Le système asservi représ-
enté par la matrice ABF (ρ) = M−1

1 (ρ)(A1(ρ) + B1K(ρ))
est stable au sens de Lyapunov si ∃Q(ρ) = QT (ρ) > 0,
∃R(ρ) tels que : ∀(ρ, ρ̇) ∈ Eρ × Eρ̇,

M1(ρ)Q(ρ) = Q(ρ)M1(ρ) (12)

He{A1(ρ)Q(ρ) + B1RT(ρ)} − Q̇(ρ)M1(ρ) + Q(ρ)Ṁ1(ρ) < 0
(13)

La matrice de gain du correcteur par retour d’état est alors
donnée par : K(ρ) = RT (ρ)Q−1(ρ).

Preuve 1 : La stabilité de Lyapunov se traduit par
∃P (ρ) = P1(ρ)M1(ρ) = PT (ρ) > 0 tel que :

P1(ρ)A1BF (ρ) +AT1BF (ρ)P1(ρ) + Ṗ1(ρ)M1(ρ)

+P1(ρ)Ṁ1(ρ) < 0
(14)

Le développement du premier terme de la somme dans (14)
donne : P1(ρ)A1BF (ρ) = P1(ρ)A1(ρ) + P1(ρ)B1K(ρ) où
les matrices inconnues sont P1(ρ) et K(ρ). Vu que P1(ρ)
est régulière, en pré-(post) multipliant l’inégalité (14) par
P−1

1 (ρ) et P−T1 (ρ), nous avons :

He{A1(ρ)P−T
1 (ρ) + B1K(ρ)P−T

1 (ρ)}
+P−1

1 (ρ)Ṗ1(ρ)M1(ρ)P−T1 (ρ) + Ṁ1(ρ)P−T1 (ρ) < 0
(15)

Le terme qui pose problème en vue d’un changement de
variable linéarisant est celui contenant Ṗ1(ρ). Si on pose
Q(ρ) = P−1

1 (ρ), on a :

P−1
1 (ρ)Ṗ1(ρ)M1(ρ)P−T1 (ρ) = Q(ρ)

d

dt
[Q−1(ρ)]M1(ρ)QT (ρ)

(16)

Et comme d
dt [Q

−1(ρ)] =
∑
k

∂

∂ρk
[Q−1(ρ)]

dρk(t)
dt

,

et ∂
∂ρk

[Q−1(ρ)] = −Q−1(ρ) ∂
∂ρk

[Q(ρ)]Q−1(ρ),
le second membre de l’équation (16) devient :

−{
∑
k

∂

∂ρk
[Q(ρ)]ρ̇k}Q−1(ρ)M1(ρ)QT (ρ). Ceci vaut

−Q̇(ρ)M1(ρ) sous la condition Q(ρ) = QT (ρ) (symétrie de
Q). Etant donné que P (ρ) = PT (ρ) > 0, cette condition
est équivalente à Q(ρ) = QT (ρ) > 0 (ou encore à P1(ρ) =
PT1 (ρ) > 0) et M1(ρ)Q(ρ) = Q(ρ)M1(ρ) (commutativité
du produit M1Q). La condition de stabilité devient :

He{A1(ρ)Q(ρ) + B1K(ρ)Q(ρ)} − Q̇(ρ)M1(ρ)

+Q(ρ)Ṁ1(ρ) < 0
(17)

L’inégalité (17) est linéarisable à travers le changement
de variables R(ρ) = Q(ρ)KT (ρ). Nous obtenons alors une
condition de synthèse sous la forme de la LMI dépendant
des paramètres du Théorème 1.

Obtention d’un nombre fini de contraintes :

La contrainte de type égalité (12) équivaut au fait d’avoir
un polynôme Ω(ρ) = M1(ρ)Q(ρ) − Q(ρ)M1(ρ) identique-
ment nul. Cela se produit lorsque tous les coefficients du
polynôme sont nuls (nombre fini de contraintes de type
égalité). Il est possible dans la pratique de chercher une so-
lution approchée en utilisant une contrainte inégalité (LMI)
du type : −εI < Ω(ρ) < εI avec ε > 0 suffisamment petit.

La condition LMI de synthèse (13) doit être vérifiée pour
toutes les valeurs du couple de vecteurs (ρ, ρ̇) ∈ Eρ × Eρ̇.
A cause du caractère compact de ces ensembles, cela revient
à appliquer l’inégalité (13) sur un nombre infini de valeurs
des vecteurs ρ(t) et ρ̇(t). Dans le cas où la dépendance pa-
ramétrique de l’inégalité (13) est affine, il est bien connu
qu’il suffit de vérifier les contraintes matricielles unique-
ment sur les couples (ρ, ρ̇) ∈ Esρ × Esρ̇ (sommets des en-
sembles bornés) pour qu’elles soient valables pour toutes
les valeurs de Eρ × Eρ̇. Or, vu les couplages entre ma-
trices dépendant des paramètres dans (13), cette inégalité
ne présente généralement pas une dépendance affine. Ce-
pendant, dans le cas d’une LMI à dépendance polynômiale,
il est possible d’obtenir un nombre fini de contraintes grâce
à l’application du critère de multiconvexité [7]. Nous rap-
pellerons brièvement ce principe puis nous l’appliquerons à
notre problème de commande de robot manipulateur.

Lemme 1 : (Multiconvexité [7]) Soit f(ρ, ρ̇) une fonction
quadratique de Eρ × Eρ̇ dans l’ensemble des matrices à
valeurs réelles. Si les conditions suivantes sont vérifiées :{
f(ρ, ρ̇) < 0 ∀(ρ, ρ̇) ∈ Esρ × Esρ̇
∂2

∂ρ2k
f(ρ, ρ̇) ≥ 0 et ∂2

∂ρ̇2k
f(ρ, ρ̇) ≥ 0 ,∀(ρk, ρ̇k) ∈ Eρk × Eρ̇k

(18)

alors : f(ρ, ρ̇) < 0 ∀(ρ, ρ̇) ∈ Eρ × Eρ̇



Remarque 1 : La généralisation des conditions suffisantes
de multiconvexité aux fonctions polynômiales quelconques
a été présentée dans [7].

Si Q(ρ) est affine, la condition ∂2

∂ρ̇k
2 f(ρ, ρ̇) ≥ 0 est

toujours vérifiée à cause de la dépendance affine en ρ̇
des matrices Ṁ1(ρ) et Q̇(ρ). Par contre, la satisfaction
des contraintes résultant de la condition ∂2

∂ρ2k
f(ρ, ρ̇) ≥ 0

dépend de la structure paramétrique choisie pour la ma-
trice R(ρ). Le terme A1(ρ)QT (ρ) n’induit pas de contrainte
supplémentaire si on s’en tient à une matrice Q(ρ1) affine,
car A1(ρ) est affine en ρ2 et ρ3.

B. Approche par “slack variables”

Il a été montré dans [8] qu’il est possible d’utiliser des
conditions LMI étendues pour l’analyse de stabilité et de
performance et la synthèse de correcteurs. Ces conditions
permettent de supprimer le couplage entre la matrice de
système et la matrice de Lyapunov. L’utilisation d’une
variable matricielle supplémentaire appelée variable faible
(slack variable) offre un degré de liberté supplémentaire
qui peut être utile à la résolution du problème de synthèse.
Nous rappellerons dans ce qui suit ce critère de stabilité
puis nous l’appliquerons à la synthèse d’un correcteur par
retour d’état stabilisant pour notre application.

Le système en boucle fermée représenté par la matrice
ABF (ρ) est stable si : ∃P (ρ) = PT (ρ) (matrice de Lyapu-
nov) et ∃V (ρ) (variable faible) tels que : −He{V(ρ)} V T (ρ)ABF (ρ) + P (ρ) V T (ρ)

AT
BF (ρ)V (ρ) + P (ρ) −P (ρ) + Ṗ (ρ) 0

V (ρ) 0 −P (ρ)

< 0 (19)

Examinons le terme V (ρ)TABF (ρ) = V T (ρ)M−1
1 (ρ)(A1BF (ρ)).

Le choix de la structure particulière V (ρ) = M1(ρ)V1(ρ) pour
la variable faible V (ρ) permet de compenser le facteur ra-
tionnel M−1

1 (ρ). Nous donnons dans ce qui suit les condi-
tions de synthèse d’un correcteur LPV stabilisant sous la
forme d’une LMI dépendant des paramètres.

Théorème 2 : (Stabilisation) Le système asservi représ-
enté par la matrice ABF (ρ) = M−1

1 (ρ)(A1(ρ)+B1K(ρ)) est
stable si ∃Γ(ρ) = ΓT (ρ), ∃R(ρ) et ∃V1 tels que : ∀(ρ, ρ̇) ∈
Eρ × Eρ̇,−He{V−T

1 M1(ρ)} A1(ρ)V −1
1 +B1R(ρ) + Γ(ρ) V −T

1 M1(ρ)

? −Γ(ρ) + Γ̇(ρ) 0
? ? −Γ(ρ)

<0

(20)
La matrice de gain du correcteur est alors donnée par :
K(ρ) = V1R(ρ).
Remarque 2 : Contrairement à celle obtenue avec la condi-
tion de synthèse (13), la structure du correcteur obtenu
par la condition (20) ne fait pas intervenir explicitement
l’expression de la matrice de Lyapunov P (ρ).

Preuve 2 : Etant donnée la structure particulière de
V (ρ), les conditions (19) deviennent : ∃P (ρ) = PT (ρ) et
∃V1(ρ) tels que : −He{M1(ρ)V1(ρ)} V T

1 (ρ)A1BF (ρ) + P (ρ) V T
1 (ρ)M1(ρ)

AT
1BF (ρ)V1(ρ) + P (ρ) −P (ρ) + Ṗ (ρ) 0

M1(ρ)V1(ρ) 0 −P (ρ)

< 0

(21)
Le terme V T1 (ρ)A1BF (ρ) = V T1 (ρ)(A1(ρ) + B1K(ρ))

est bi-linéaire par rapport aux matrices inconnues V1(ρ)

et K(ρ). Afin d’effectuer un changement de variable
linéarisant (permettant de transformer (21) en LMI), il est
possible d’effectuer le prétraitement suivant : en supposant
la matrice V1(ρ) régulière, pré-multiplier l’inégalité (21) par
diag(V −T1 , V −T1 , V −T1 ) et post-multiplier par sa transposée.
Si de plus, la matrice V1 est supposée constante, il est pos-
sible d’effectuer les changements de variables linéarisants :
R(ρ) = K(ρ)V −1

1 et Γ(ρ) = −V −T1 P (ρ)V −1
1 . Nous obte-

nons alors les conditions de synthèse du Théorème 2.

Obtention d’un nombre fini de contraintes :

Comme pour l’inégalité (13), l’obtention d’un nombre
fini de contraintes à optimiser à partir de la LMI dépendant
des paramètres (20) dépend de la structure paramétrque
choisie pour les matrices inconnues R(ρ) et Γ(ρ). La
dépendance affine de chacune de ces matrices conduit bien
entendu à l’obtention d’un nombre fini de contraintes,
résultant de l’application de l’inégalité sur les couples
(ρ, ρ̇) ∈ Esρ × Esρ̇. Comme la variable Γ(ρ) apparait avec
sa dérivée temporelle Γ̇(ρ), le plus simple est de la choisir
affine (dans ce cas Γ̇(ρ) est également affine en ρ̇). Pour
la variable R(ρ), le choix d’une dépendance paramétrique
polynômiale autre qu’affine pourrait permettre dans la pra-
tique une meilleure adaptation du correcteur à la variation
de la dynamique du système, due à la variation du pa-
ramètre de séquencement ρ(t). Cependant, des contraintes
supplémentaires liées à l’application du critère de multicon-
vexité (Lemme 1) sur la LMI (20) imposent des restrictions
sur le choix de cette structure polynômiale.

En effet, le calcul du terme ∂2

∂ρ̇k
2 f(ρ, ρ̇) du Lemme 1 peut

donner lieu à une matrice avec un bloc diagonal nul sans
que le bloc ligne ou le bloc colonne correspondant ne s’an-
nule. Ceci rend la condition de positivité semi-définie de
cette matrice impossible à satisfaire. Dans ce cas les condi-
tions suffisantes de multiconvexité ne seront pas remplies
et l’application du Lemme 1 ne permettra donc pas d’ob-
tenir un nombre fini de LMIs. Cela se produit notamment
lorsque le degré du polynôme qui donne la dépendance pa-
ramétrique d’un bloc diagonal est strictement inférieur au
degré de l’un des blocs non-diagonaux associés. En reve-
nant à l’inégalité (20), vu le caractère affine du bloc (1,1)
de la matrice, donné par : −He{V−T

1 M1(ρ)}, nous devons
choisir une dépendance paramétrique au plus affine pour la
variable matricielle R(ρ). Dans ces conditions la LMI (20)
est affine en ρ et ρ̇ et il suffira de la vérifier uniquement sur
l’ensemble des sommets : (ρ, ρ̇) ∈ Esρ × Esρ̇.

C. Retour d’état avec action intégrale

Afin de garantir une erreur statique de position nulle, il
est courant d’ajouter une action intégrale appliquée uni-
quement sur l’erreur de position [9]. La commande ainsi
synthétisée est équivalente à une correction PID (propor-
tionnelle, intégrale et dérivée) sur la sortie du système
constituée du vecteur de positions articulaires y(t) = q(t)
et peut être implantée sous cette forme sur le système
physique. Définissons la variable d’état supplémentaire :
ξ(t) =

∫ t
0
(q(τ)− q?(τ))dτ où q? est la position de référence

du robot. Le vecteur d’état augmenté du système sera
x̃(t) = [qT (t) q̇T (t) ξT (t)]T et la nouvelle représentation



d’état est donnée par :{
˙̃x(t) = Ã(ρ(t))x̃(t) + B̃1(ρ(t))u(t) + B̃2q

?(t)
y(t) = C̃x̃(t)

(22)

où Ã(ρ) =
[
A(ρ) 04×2

C 02

]
, B̃1(ρ) =

[
B(ρ)

02

]
, B̃2 =

[
02

I2

]
et C̃ = [C 02]. En effectuant un asservissement de ce
système par le retour d’état avec action intégrale partielle
u = K(ρ)[ξ̇T q̇T ξT ]T = K(ρ)x̃ + K(ρ)[−q?T 01×4]T , le
système en boucle fermée aura pour équation d’état :

˙̃x(t) = ABF (ρ)x̃(t) +BBF (ρ)q?(t) (23)

avec ABF (ρ) = Ã(ρ) + B̃1(ρ)K(ρ) et BBF (ρ) =
B̃2 − B̃1(ρ)K(ρ)α, où α = [I2 02×4]T . L’étude
de stabilité du système asservi concerne la ma-
trice ABF (ρ) = M−1

2 (ρ)(A2(ρ) +B2K(ρ)) = M−1
2 (ρ)A2BF

où M2(ρ) = diag(M1(ρ), I2), A2(ρ) =
[
A1(ρ) 04×2

C 02

]
et

B2 =
[
B1

I2

]
. Les conditions de synthèse sont similaires à

celles développées sans action intégrale (approche inégalités
de Lyapunov et approche slack variables) mais en prenant
maintenant une matrice de Lyapunov dépendant des pa-
ramètres du type P (ρ) = P2(ρ)M2(ρ). La taille des LMIs à
optimiser sera également plus importante à cause de l’uti-
lisation d’un vecteur d’état augmenté.

D. Taux de décroissance exponentielle

Les conditions énoncées dans les sous-sections A et B
exigent uniquement un système stable en boucle fermée.
Aucune information sur le temps de convergence vers la
valeur finale du signal de référence n’est donnée. Afin
de rajouter une condition sur la rapidité du système as-
servi, plusieurs démarches sont possibles telles que : le
placement de pôles, l’assignation de régions de stabilité
(D-stability [10]), ainsi que la maximisation du taux de
décroissance de la fonction de Lyapunov du système [11].
Nous présenterons cette dernière approche comme une
première extension des conditions de synthèse stabilisantes
discutées précédemment.

Le système en boucle fermée représenté par la matrice
ABF (ρ) est stable au sens de Lyapunov et présente un taux
de décroissance exponentielle scalaire (decay rate) λ > 0 si :
∃P (ρ) = PT (ρ) > 0 tel que :

P (ρ)ABF (ρ) +ATBF (ρ)P (ρ) + Ṗ (ρ) + 2λP (ρ) < 0 (24)

Dans ce cas la fonction de Lyapunov quadratique
V (x(t), ρ(t)) = xTP (ρ)x évolue à l’intérieur d’une enve-
loppe exponentielle décroissante avec un taux de 2λ,
de même que la réponse temporelle du système x(t)
mais avec un taux de décroissance de λ. Autrement dit
V (x(t), ρ(t)) ≤ V (x(0), ρ(0))e−2λt et ‖x(t)‖ ≤ k‖x(0)‖e−λt
(k réel positif), ∀x(t). L’augmentation de la valeur de λ cor-
respond donc à une convergence plus rapide de la réponse
temporelle du système.

Si on se place dans le cadre d’une commande par retour
d’état LPV : u = K(ρ)x(t), les conditions de synthèse de
la matrice de gain K(ρ) données dans les équations (13)
et (20), associées à un critère de décroissance exponentielle
deviennent comme suit.

Théorème 3 : Le système asservi représenté par la ma-
trice ABF (ρ) = M−1

1 (ρ)(A1(ρ) + B1K(ρ)) est stable au
sens de Lyapunov et présente un taux de décroissance ex-
ponentielle λ > 0 si ∃Q(ρ) = QT (ρ) > 0, ∃R(ρ) tels que :
∀(ρ, ρ̇) ∈ Eρ × Eρ̇,

M1(ρ)Q(ρ) = Q(ρ)M1(ρ) (25)

He{A1(ρ)Q(ρ) + B1RT(ρ)} − Q̇(ρ)M1(ρ) + Q(ρ)Ṁ1(ρ)
+2λQ(ρ)M1(ρ) < 0

(26)
Théorème 4 : Le système asservi représenté par la ma-

trice ABF (ρ) = M−1
1 (ρ)(A1(ρ) + B1K(ρ)) est stable et

présente un taux de décroissance exponentielle λ > 0 si
∃Γ(ρ) = ΓT (ρ), ∃R(ρ) et ∃V1 tels que : ∀(ρ, ρ̇) ∈ Eρ × Eρ̇,−He{V−T

1 M1(ρ)} A1(ρ)V −1
1 +B1R(ρ) + Γ(ρ) V −T

1 M1(ρ)

? Γ̇(ρ) + (2λ− 1)Γ(ρ) 0
? ? −Γ(ρ)

<0

(27)
Remarque 3 : Vu le couplage entre les variables inconnues

λ et Q(ρ) dans (26) ainsi que λ et Γ(ρ) dans (27), ces deux
conditions sont des BMI. Pour résoudre ces inégalités en
maximisant la valeur de λ, il est possible soit d’utiliser un
solveur BMI en définissant la maximisation de λ comme
une contrainte d’optimisation, soit d’utiliser un algorithme
itératif du type dichotomie, ce qui ne sera pas trop coûteux
en capacité de calcul puisque λ est un scalaire.

V. Simulations

Afin de valider les approches proposées pour la com-
mande par retour d’état LPV d’un manipulateur à 2 DDL,
des simulations ont été effectuées en utilisant la partie ri-
gide du modèle dynamique du robot SECAFLEX [3]. Afin
d’évaluer le comportement dynamique du système sur l’en-
semble de l’espace de fonctionnement, en particulier les en-
sembles admissibles des paramètres variants Eρ et ceux de
leurs dérivées temporelles Eρ̇, la trajectoire de référence
q? = [q?1 q

?
2 ]T que nous avons choisi est la suivante. Pour

la seconde articulation q2 nous avons choisi une série de
créneaux progressifs balayant l’intervalle [0, π] (on ne traite
pas la partie négative pour des raisons de symétrie), tandis
que pour la première articulation q1 nous avons pris un si-
gnal carré en quadrature de phase permettant d’évaluer
les effets de couplage entre les deux articulations. No-
tons que dans les conditions de synthèse développées plus
haut, aucune exigence de découplage n’est imposée. A titre
d’exemple, une commande avec garantie de performance
H∞ utilisant des pondérations fréquentielles, permettrait
d’intégrer ce type d’exigences.

Les ensembles admissibles des paramètres sont donnés
par : |ρ1| < 1 (par définition) ; |ρ2|, |ρ3| < 1.75 rad/s
(caractéristiques du système). Par ailleurs, le choix des
structures paramétriques des matrices inconnues est fait de
manière à ce que seule la dérivée temporelle de ρ1 : ρ̇1 =
−ρ2 intervienne dans les conditions de synthèse. La figure
1 montre les résultats d’une commande en position avec
l’approche de l’inégalité de Lyapunov (Théorème 3) en pre-
nant R(ρ) = R0 +R1ρ1 +R2ρ2 +R3ρ3 (affine), Q(ρ) = Q0

(constant) et λ = 1.9. La figure 2 montre les résultats d’une
commande avec l’approche des slack variables (Théorème
4) en prenant R(ρ) affine, Γ(ρ) = Γ0 constant et λ = 0.5.



La partie (a) des figures montre la réponse temporelle du
système, alors que la partie (b) montre la variation des pa-
ramètres. Les LMIs ont été résolues en utilisant le solveur
SeDuMi associé à la bôıte à outils YALMIP dans l’envi-
ronnement MATLAB. Notons que les correcteurs obtenus
avec ces choix de structure paramétrique sont affines dans
les deux cas, ce qui est suffisant pour notre application.
D’autres systèmes pourraient faire appel à des correcteurs
à dépendance paramétrique rationnelle.

Les correcteurs obtenus par les deux approches assurent
la stabilisation du système et une erreur permanente nulle
en l’absence de perturbation, sans utilisation d’une action
intégrale sur l’erreur de position. Cependant, nous avons
remarqué un meilleur découplage du système avec le correc-
teur obtenu par la méthode des slack variables, ainsi qu’une
plage de variation des paramètres ρ2 et ρ3 plus réduite dans
ce cas.
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Fig. 1. Commande LPV par l’approche des inégalités de Lyapunov
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Fig. 2. Commande LPV par l’approche des slack variables

VI. Conclusion

Dans cet article, nous avons étudié le problème de la com-
mande LPV des robots manipulateurs. Plus précisément,
nous avons proposé des conditions de synthèse sous la forme
d’un nombre fini de LMIs pour la stabilisation des mani-
pulateurs, en utilisant une matrice de Lyapunov dépendant
des paramètres qui contient la matrice d’inertie du robot
dans son expression. L’étape de modélisation LPV nous
a permis de reformuler le modèle dynamique non-linéaire
du robot en une représentation d’état LPV. Nous avons
ensuite utilisé ce modèle LPV pour la synthèse de lois
de commande par retour d’état LPV à travers deux ap-
proches : inégalités de Lyapunov classiques et slack va-
riables. L’originalité de notre démarche consiste en la prise
en compte de variables matricielles avec des structures par-
ticulières. La matrice de Lyapunov dans la première ap-
proche et la variable faible dans la seconde contiennent
la matrice d’inertie du robot dans leur expression. Cette
structure particulière permet de supprimer le caractère ra-
tionnel de la dépendance paramétrique des conditions de
synthèse, ce qui permet d’exprimer ces conditions sous la
forme d’un nombre fini de LMIs. Deux extensions au rejet
de perturbations constantes et à la maximisation du taux
de décroissance exponentielle ont été données. Les simula-
tions effectuées à l’aide du modèle dynamique d’un mani-
pulateur à 2 DDL horizontal rigide montrent l’intérêt des
approches proposées. Des travaux futurs permettront d’une
part, d’étendre ces conditions de synthèse stabilisantes aux
garanties de performance et d’autre part, d’utiliser ces ap-
proches pour la commande de systèmes dynamiques plus
complexes tels que des manipulateurs flexibles.
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