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Résumé – Dans cette seconde partie l’analyse des performances 
est faite à la fois d’un point de vue mathématique, à l’aide des 
séries de Volterra, et d’un point de vue physique, à l’aide des 
domaines de fonctionnement de chaque élément Ri et Ci. La 
conclusion de cette analyse est que les non-linéarités des cellules 
RC des réseaux hydropneumatiques de la suspension CRONE 
n'affectent pas la robustesse du degré de stabilité vis-à-vis des 
variations de la masse suspendue, ne remettant pas ainsi en cause 
la mise en défaut de l'interdépendance masse-amortissement 
obtenue avec l'approche CRONE développée dans un contexte 
linéaire. 
Mots-clés - Isolation vibratoire, Systèmes à Dérivées Non 
Entières, interdépendance masse-amortissement, robustesse du 
degré de stabilité, suspension CRONE. 

 
I. INTRODUCTION 

Dans cette seconde partie, les modèles linéaires pour la 
synthèse des réseaux hydropneumatiques des suspensions 
traditionnelle et CRONE, et les modèles non linéaires pour la 
validation en simulation développés dans la première partie 
sont confrontés. L’objectif est d’analyser l’origine des 
performances obtenues, tant d’un point de vue mathématique 
à l’aide des séries de Volterra [1] [2] [3] [4] [5], que d’un 
point de vue physique à l’aide des simulations des réseaux 
hydropneumatiques. 
Ainsi, cette seconde partie est organisée de la manière 
suivante. Après une courte introduction permettant de faire le 
lien avec la première partie, le paragraphe II rappelle les 
résultats de la synthèse linéaire obtenus dans le cadre de 
l’approche CRONE, sachant que tous les détails sont donnés 
dans [6]. Ensuite, le paragraphe III confronte les réponses 
indicielles des modèles de synthèse et de validation, non 
seulement pour chacune des suspensions, mais aussi pour les 
valeurs extrêmales de la masse suspendue. Puis, le paragraphe 
IV présente l’analyse à l’aide des séries de Volterra des 
réponses non linéaires du modèle de validation de la 
suspension CRONE. Le paragraphe V complète l’analyse 
mathématique par une analyse des domaines de 
fonctionnement de chaque élément Ri et Ci. Enfin, les 
conclusions sont données dans le dernier paragraphe. 
 

II. RESULTATS DE LA SYNTHESE LINEAIRE 

Les spécifications du cahier des charges utilisées pour la 
synthèse des suspensions traditionnelle et CRONE sont [7] : 

- pour le degré de stabilité, une marge de phase Mφ de 45° 
pour la masse minimale ; 

- pour la rapidité, une fréquence au gain unité ωu de 6 rad/s 
toujours pour la masse minimale. 

 
Tous les détails de la synthèse sont présentés dans [6]. 
 
Les figures 1 et 2 présentent les réponses fréquentielles et 
indicielles obtenues avec les modèles linéaires des 
suspensions traditionnelle (Fig. 1) et CRONE (Fig. 2), et ce 
pour les valeurs extrémales de la masse suspendue (en bleu M 
= 75 kg et en vert M = 150 kg).  
Plus précisément, les figures 1.a et 2.a présentent les 
diagrammes de Bode des impédances hydropneumatiques 
d’entrée de chacune des suspensions, illustrant ainsi 
l’influence de la variation de la masse suspendue. 
Les figures 1.b et 2.b représentent les diagrammes de Bode 
des fonctions de transfert de la boucle ouverte du schéma 
fonctionnel représenté Fig. 11 dans la « Partie 1 : 
Modélisation ». Là encore, l’influence de la variation de la 
masse suspendue est mise en évidence avec notamment une 
fréquence au gain unité ωu insensible à ces variations (iso-
rapidité), et ce pour les deux suspensions. 
Les figures 1.c et 2.c présentent les lieux de Black-Nichols de 
ces mêmes fonctions de transfert en boucle ouverte, facilitant 
ainsi l’analyse de l’influence des variations de la masse 
suspendue sur le degré de stabilité. 
Enfin, les figures 1.d et 2.d représentent les réponses 
indicielles pour une amplitude de 10 cm.  
 
Toutes ces figures mettent bien en évidence : 
 
- pour les deux suspensions, la robustesse de la rapidité vis-à-
vis des variations de la masse suspendue, propriété due à la 
technologie hydropneumatique ; 
 
- pour la suspension traditionnelle, la sensibilité du degré de 
stabilité aux variations de la masse suspendue, illustrant ainsi 
l’interdépendance masse-amortissement (Fig.1.d) ; 
 
- pour la suspension CRONE, la robustesse du degré de 
stabilité vis-à-vis des variations de la masse suspendue, 
illustrant au contraire la mise en défaut de l’interdépendance 
masse-amortissement (Fig.2.d). 
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(a)  

(b)  

(c)  

(d)  
Fig. 1. Réponses fréquentielles et indicielles obtenues avec la 
suspension traditionnelle pour les valeurs extrémales de la masse 
suspendue (en bleu M = 75 kg et en vert M = 150 kg) 

(a)  

(b)  

(c)  

(d)  
Fig. 2. Réponses fréquentielles et indicielles obtenues avec la 
suspension CRONE pour les valeurs extrémales de la masse 
suspendue (en bleu M = 75 kg et en vert M = 150 kg) 



III. COMPARAISON DES REPONSES DES MODELES DE SYNTHESE 
ET DE VALIDATION 

Les figures 3 et 4 présentent les réponses indicielles linéaires 
et non linéaires des suspensions traditionnelle (Fig. 3) et 
CRONE (Fig. 4) à une amplitude de 10 cm pour 75 kg et 150 
kg  
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Fig. 3. Réponses indicielles linéaires et non linéaires de la suspension 
traditionnelle à une amplitude de 10 cm pour 75 kg et 150 kg  
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Fig. 4. Réponses indicielles linéaires et non linéaires de la suspension 
CRONE à une amplitude de 10 cm pour 75 kg et 150 kg  

 

L’observation de ces deux figures permet d’affirmer : 
 
- pour la suspension traditionnelle (Fig. 3) : 
 - que les non-linéarités diminuent le degré de stabilité 
(augmentation du premier dépassement réduit), et ce pour les 
deux valeurs extrêmes de la masse suspendue ; 
 - que les non-linéarités n’affectent pas la robustesse de la 
rapidité vis-à-vis des variations de la masse, propriété liée à la 
technologie hydropneumatique ; 
 
- pour la suspension CRONE (Fig. 4) : 
 - que pour une masse donnée, les non-linéarités ne 
diminuent que très faiblement le degré de stabilité par rapport 
au cas linéaire ; 
 - que dans le cas non linéaire, la robustesse du degré de 
stabilité vis-à-vis des variations de la masse est quasiment 
maintenue ; 
 - que là encore, comme pour la suspension traditionnelle, 
les non-linéarités n’affectent pas la robustesse de la rapidité 
vis-à-vis des variations de la masse. 

IV. ANALYSE A L’AIDE DES SERIES DE VOLTERRA 

 
A. Calcul des noyaux de Volterra 

Dans le domaine opérationnel, les expressions des noyaux 
d’ordre j = 1 à 3 pour les éléments de rang i résistifs ( ).iR

jH  et 

capacitifs ( ).iC
jH sont de la forme [6] : 
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les notations utilisées étant conformes à celles définies et 
introduites dans la « Partie 1 : Modélisation ». 
Par ailleurs, pour faciliter l’analyse de l’influence des non-
linéarités, trois cas sont étudiés conformément à la 
progression suivante : 
- cas 1 : résistances linéarisées et accumulateurs non linéaires 
[8] [9] [10] ; 
- cas 2 : résistances non linéaires et accumulateurs linéarisés ; 
- cas 3 : résistances et accumulateurs non linéaires. 
Le calcul des noyaux de Volterra du réseau hydropneumatique 
étudié peut être astucieusement développé uniquement pour le 
troisième cas (résistances et accumulateurs non linéaires). En 
effet, les deux premiers cas sont des cas particuliers dans la 
mesure où il suffit seulement d’utiliser le noyau d’ordre 1 de 
l’élément linéarisé considéré, les autres étant nuls.  
De plus, le calcul s’appui sur le schéma de la figure 7 présenté 
dans la « Partie 1 : Modélisation », et sur les règles de 
réduction de schéma de l’algèbre de George [11] présentées 
aussi dans cette partie. 
Les développements étant très longs (inconvénient des séries 
de Volterra), ceux-ci ne sont volontairement pas présentés 
dans cet article faute de place, mais le lecteur intéressé 
trouvera tous les détails dans [6]. 
 
B. Résistances linéarisées et accumulateurs non linéaires 

La figure 5 présente les réponses indicielles de la suspension 
CRONE à une amplitude de 10 cm pour une masse de 75 kg 
et de 150 kg dans le cas de résistances linéarisées et 
d’accumulateurs non linéaires. 
La figure 6 illustre la contribution des noyaux d’ordre 1 à 3 à 
la réponse indicielle de la suspension CRONE pour une 
amplitude de 10 cm et pour une masse de 150 kg. 
La figure 7 présente l’influence de l’amplitude du signal 
d’entrée sur la réponse indicielle réduite de la suspension 
CRONE pour une masse de 150 kg (chaque réponse est 
normalisée par rapport à sa valeur en régime permanent). 



L’observation de ces trois figures permet d’affirmer : 
- que les non-linéarités des accumulateurs n’affectent pas la 
robustesse du degré de stabilité vis-à-vis des variations de la 
masse (Fig. 5) ; 
- que la contribution des noyaux d’ordre supérieur à 1 est 
d’autant plus faible que l’ordre est élevé (Fig. 6) ; 
- que la sensibilité du degré de stabilité à l’amplitude du saut 
échelon n’est pas très importante (Fig. 7), sachant que le cas 
d’une amplitude de 40 cm est purement théorique puisque la 
course totale du vérin est limitée à 20 cm (soit +/- 10 cm par 
rapport à la position de référence, cf. « Partie 1 : 
Modélisation »). 

 

 
Fig. 5. Réponses indicielles de la suspension CRONE à une 
mplitude de 10 cm pour une masse de 75kg et de 150 kg dans le cas 
e résistances linéarisées et d’accumulateurs non linéaires 
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Fig. 6. Contribution des noyaux d’ordre 1 à 3 à la réponse indicielle 
de la suspension CRONE à une amplitude de 10 cm pour une masse 

e 150 kg dans le cas de résistances linéarisées et d’accumulateurs 
on linéaires 
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Fig. 7. Influence de l’amplitude du signal d’entrée sur la réponse 
indicielle réduite de la suspension CRONE pour une masse de 150 kg 
dans le cas de résistances linéarisées et d’accumulateurs non linéaires 

C. Résistances non linéaires et accumulateurs linéarisés 

La figure 8 présente les réponses indicielles de la suspension 
CRONE toujours pour les mêmes conditions. 
La figure 9 illustre la contribution des noyaux d’ordre 1, 3 et 5 
(les noyaux d’ordre 2 et 4 étant nuls) à la réponse indicielle de 
la suspension CRONE pour une amplitude de 10 cm et pour 
une masse de 150 kg. 
La figure 10 présente l’influence de l’amplitude du signal 
d’entrée sur la réponse indicielle réduite de la suspension 
CRONE pour une masse de 150 kg (là aussi chaque réponse 
est normalisée par rapport à sa valeur en régime permanent). 

 

 
Fig. 8. Réponses indicielles de la suspension CRONE à une 
amplitude de 10 cm pour une masse de 75 kg et de 150 kg dans le cas 
de résistances non linéaires et d’accumulateurs linéarisés 
 

 

Fig. 9. Contribution des noyaux d’ordre 1, 3 et 5 à la réponse 
indicielle de la suspension CRONE à une amplitude de 10 cm pour 
une masse de 150 kg dans le cas de résistances non linéaires et 
d’accumulateurs linéarisés 
 

 

Fig. 10. Influence de l’amplitude du signal d’entrée sur la réponse 
indicielle réduite de la suspension CRONE pour une masse de 150 kg 
dans le cas de résistances non linéaires et d’accumulateurs linéarisés 



L’observation de ces trois figures permet d’affirmer : 
- que les non-linéarités des résistances n’affectent pas la 
robustesse du degré de stabilité vis-à-vis des variations de la 
masse (Fig. 8) ; 
- que la contribution des noyaux d’ordre supérieur à 1 est 
négligeable (Fig. 9) ; 
- que la sensibilité du degré de stabilité à l’amplitude du saut 
échelon est quasiment nulle (Fig. 10). 
 
D. Résistances et accumulateurs non linéaires 

La figure 11 présente les réponses indicielles de la suspension 
CRONE à une amplitude de 10 cm pour une masse de 75 kg 
et de 150 kg dans le cas de résistances et d’accumulateurs non 
linéaires. 
La figure 12 illustre la contribution des noyaux d’ordre 1 à 4 à 
la réponse indicielle de la suspension CRONE pour une 
amplitude de 10 cm et pour une masse de 150 kg. 
La figure 13 présente l’influence de l’amplitude du signal 
d’entrée sur la réponse indicielle réduite de la suspension 
CRONE pour une masse de 150 kg.  
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ig. 11. Réponses indicielles de la suspension CRONE à une 
mplitude de 10 cm pour une masse de 75 kg et de 150 kg dans le cas 
e résistances et d’accumulateurs non linéaires 

 
Fig. 12. Contribution des noyaux d’ordre 1 à 4 à la réponse indicielle 
de la suspension CRONE à une amplitude de 10 cm pour une masse 
de 150 kg dans le cas de résistances et d’accumulateurs non linéaires 

 
Fig. 13. Influence de l’amplitude du signal d’entrée sur la réponse 
indicielle réduite de la suspension CRONE pour une masse de 150 kg 
dans le cas de résistances et d’accumulateurs non linéaires 
 
L’observation de ces trois figures permet d’affirmer : 
- que les non-linéarités n’affectent quasiment pas la robustesse 
du degré de stabilité vis-à-vis des variations de la masse (Fig. 
11) ; 
- que la contribution des noyaux d’ordre supérieur à 1 est 
faible (Fig. 12) ; 
- que la sensibilité du degré de stabilité à l’amplitude du saut 
échelon (Fig. 13) est la même que celle déjà observée dans le 
cas 1 (Fig. 7).  
 
 

V. ANALYSE A L’AIDE DES DOMAINES DE FONCTIONNEMENT 

Les figures 14 et 15 présentent les caractéristiques non 
linéaires (en bleu) des 6 éléments capacitifs (Fig.14) et des 5 
éléments résistifs (Fig.15) qui composent le réseau 
hydropneumatique étudié. Sur ces caractéristiques, les 
domaines de variation (en rouge) au cours d’un saut échelon 
d’amplitude 40 cm pour une masse de 150 kg (cas le plus 
défavorable), sont superposés. Ces résultats mettent en 
évidence que même dans le cas d’une sollicitation de grande 
amplitude au niveau du vérin de suspension, les variations au 
niveau de chaque élément restent faibles. 

 

Fig. 14. Caractéristiques non linéaires (en bleu) des 6 éléments 
capacitifs et superposition (en rouge) des domaines de variation pour 
un saut échelon d’amplitude 40 cm et pour une masse de 150 kg 
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ig. 15. Caractéristiques non linéaires (en bleu) des 5 éléments 
issipatifs et superposition (en rouge) des domaines de variation pour 
n saut échelon d’amplitude 40 cm et pour une masse de 150 kg 

VI. CONCLUSION 

L'introduction et l'exploitation des séries de Volterra en 
isolation vibratoire ont permis d'expliquer pourquoi, dans le 
cas de la suspension CRONE réalisée en technologie 
hydropneumatique à partir de réseaux de cellules RC, la 
robustesse du degré de stabilité vis-à-vis des variations de la 
masse suspendue n'est pas affectée par les non-linéarités des 
composants RC lors de grandes sollicitations.  
 
D'un point de vue mathématique, pour de grandes 
sollicitations correspondant aux limites de fonctionnement de 
la suspension, l'influence des noyaux supérieurs à 3 est 
négligeable quelle que soit la nature de la sollicitation 
(impulsion, échelon, rampe, sinus,…). Ensuite, pour une 
réponse indicielle, par exemple, et pour une masse donnée, la 
réponse des noyaux d'ordre 1 et 2 augmente de quelques 
pourcents la valeur du premier dépassement de la réponse du 
noyau d'ordre 1. Ce résultat traduit le fait que les non-
linéarités des cellules RC sont continues et « douces ». Enfin, 
comme déjà précisé, bien qu'augmentée de quelques 
pourcents, la valeur du premier dépassement de la réponse 
indicielle du système non linéaire reste aussi constante quelle 
que soit la masse (conservation de la robustesse du degré de 
stabilité). 
 
D'un point de vue technologique, le débit généré par le 
mouvement de la tige du vérin de suspension se répartit dans 
le réseau hydropneumatique en fonction des impédances 
d'entrée de chacune des cellules RC. L'expérience montre que, 
même pour de grandes variations correspondant aux limites de 
fonctionnement de la suspension, la répartition du débit 
généré dans chaque cellule RC conduit seulement à de petites 
ou moyennes variations autour de leurs points d'équilibre. Ce 
résultat est d'autant plus prononcé que le nombre N de cellules 
utilisés pour synthétiser l’intégrateur d'ordre non entier borné 
en fréquence est important. 
 
En conclusion, les non-linéarités des cellules RC des réseaux 
hydropneumatiques de la suspension CRONE n'affectent pas 
la robustesse du degré de stabilité vis-à-vis des variations de 
la masse suspendue, ne remettant pas ainsi en cause la mise en 

défaut de l'interdépendance masse-amortissement obtenue 
avec l'approche CRONE développée dans un contexte linéaire 
[12]. 
Les perspectives à très court terme qui s’inscrivent dans la 
continuité des travaux présentés dans cet article concernent la 
prise en compte des effets inductifs d’origine hydraulique dus 
aux longueurs des canalisations, les réseaux étudiés devenant 
alors des arrangements de cellules RLC.  
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