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Résumé— Ce document traite de la stabilité des EDP non-
linéaires de Saint-Venant. L’approche repose sur la concep-
tion d’une structure Multi-Modéles qui prend en compte
les Linéarisés Tangents Invariants (LTI) du systéme au-
tour d’un ensemble d’états d’équilibre. Cette méthode
permet d’intégrer un ensemble de modeéles pour décrire
la dynamique de sortie sur toute la plage de variation.
Au moyen d’une commande par modeéle interne appliquée
aux frontieres (IMBC), la synthése d’un gain qui stabi-
lise le procédé est réalisée. Cette synthése est basée sur la
résolution d’une LMI qui découle de 1’application du second
principe de Lyapunov.

Mots-clés— EDP de Saint-Venant, Multi-Modéles, Stabilité,
LMI, IMBC.

I. INTRODUCTION

Dans le monde industriel, les systémes physiques sont
généralement représentés par des modeles non-linéaires.
Aujourd’hui, la structure Multi-Modeles est tres adaptée
a l'analyse de ces derniers parce qu’elle permet de les
étudier sous forme d’interpolation de modeles linéaires lo-
caux congus autour de points de fonctionnement judicieuse-
ment choisis : chaque modele local dit sous-modele étant un
systéme dynamique LTT (Linéarisé Tangent Invariant) va-
lable autour d’un point d’équilibre. La stratégie des Multi-
Modeles est basée sur des fonctions pondération qui as-
surent la transition entre les différents modeles locaux. Ces
fonctions définissent le degré d’activation de chaque modele
local et dépendent des parametres du systeme comme les
entrées et les sorties qui varient dans le temps. Elles sont le
plus souvent construites en considérant un algorithme qui
repose sur la cohérence entre les sorties des modeles locaux
et les sorties du systeme. Cette approche offre ainsi beau-
coup de perspectives pour la synthese de lois de commande,
I’observation, et le diagnostic d’un grand nombre d’appli-
cations. L’utilisation de cette technique pour I’étude de la
stabilité des systémes décrits par des EDP (Equations aux
Dérivées Partielles) non-linéaires est une problématique qui
a fait I'objet de peu de travaux. Plus généralement d’autres
approches basées sur 'approximation des EDP en dimen-
sion finie et le principe du controle adaptatif sont mises
au point. Dans ce manuscrit nous proposons une analyse
de la stabilité des équations de Saint-Venant par les Multi-
Modeles a travers une structure de commande par modele
interne appliquée aux frontieres. Ce sont des EDP de deux
lois de conservation, modélisant 1’écoulement de 'eau en
surface libre sous les hypothéses dites de Saint-Venant.
Cette analyse de la stabilité est ici étudiée au travers de
la synthese d’un gain LMI.

Dans un premier temps, les équations de Saint-Venant sont
définies ainsi que le probléme de controle. Leur linéarisation
et leur insertion dans le formalisme LMI sont ensuite
décrites. La troisieme partie du papier est dédiée a la
synthese d’'un gain par LMI qui assure la stabilité. Des
simulations confirment la pertinence de cette approche,
qui ont été confrontées aux expérimentations préliminaires
réalisées sur le micro-canal de Valence, dans la derniere
partie.

II. LE PROBLEME DE REGULATION DU CANAL : UN
SYSTEME DE COMMANDE FRONTIERE

On considere la classe suivante de canaux, représentés
par la figure (1) pour un bief suivi d’un déversoir, ainsi que
par la figure (2) pour un bief avec deux vannes ot :
Q(x,t) est le débit,

— Z(x,t) est la hauteur d’eau du canal,
— L est la longueur du bief,
— Up(t), Ur(t) sont les ouvertures des vannes.
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Fig. 2. Schéma du Canal : un bief, deux vannes

Le probleme de régulation concerne la stabilisation du débit
et/ou de la hauteur d’eau, autour d’un niveau d’équilibre
pour un bief, noté (z.(z), g.(z)). Un modele linéaire & co-
efficients variables peut donc étre utilisé pour décrire les
variations dans ce bief. Nous allons rappeler ces modeles.



A. Le modéle d’un bief

On suppose que le canal a une longueur L suffisante, de
telle sorte qu’on puisse considérer un mouvement uniforme
dans la direction latérale. Les EDP non linéaires de Saint
Venant qui décrivent un canal rectangulaire sont les sui-
vantes ([9], [13]) :

B Q
07z = —aq, (1)
2Q = -0, (bZ+ gbZ2)+gbZ(I J), (2)
Z(fﬂ,O) = ZO( )7 Q( X, )*QO( )a (3)

ou I est la pente du fond, b la largeur du canal, g la
constante de gravité.

J la pente de frottement exprimée a partir de la formule
de Manning-Strickler et R est le rayon hydraulique. J et R
s’expriment selon les expressions suivantes :

2@2 bz

= . 4
1= Gz b+ 27 4)

Les différentes conditions aux limites nous amenent & consi-
derer deux cas de controéle possible :
Cas a Contréle monovariable, cas du déversoir :

L’équation de la condition en amont du bief (z = x,,) est
donnée par

Q(‘Tamvt) = Uam(t>\111(Z(xam7t))a (5)

avec U1 (Z) = K;i\/29(zam — Z).
La condition en aval du bief (z = w4,) est 'équation du
déversoir (Fig. 1) :

Z(Xap,t) =

ot U5(Q) = (555)"/* + hs.

Zam €st la hauteur d’eau en amont de la vanne, K; est le
produit de la largeur du canal avec le coefficient de débit
de la vanne n%, U, (t) est la commande amont. Notons
que la variable & controler est la hauteur en z,.

Remarque 1 : On a dans ce cas Tgm = 0, Tqp = L,
Uam = Uy (ctf. figure.1).

WQ(Q(-ravvt))a (6)

Cas b Controle multivariable :

L’équation de la condition amont est toujours (5).

Une autre commande apparait en aval du bief, i.e. en x =
Zap (Fig. 2) :

Q(xaint) Uav(t)\IIB(Z(-Tavat))z
Ofl \1’3(2) = Kz ZQ(Z — Zav)

et Uy, (t) est la commande aval du bief, z,, est la hauteur
d’eau en aval de la vanne.
Remarque 2 :
— L’amont et I'aval dépendent du bief considéré, il en est
de méme pour les abscisses et les vannes.
— On se place dans le deuxieme cas, i.e. le cas multiva-
riable.

B. Un modéle de régulation

Un état d’équilibre du systeme vérifie les équations sui-
vantes :
axQe =0

I+ Je+ 3l .

gbze —q2/bz2
Remarque 8 : On se place dans le cas fluvial, on obtient :

ze > /42 /(9b). (8)
Notons que ¢. est constant mais que z. dépend de la va-
riable d’espace. Le systeme linéarisé autour d’un niveau
d’équilibre, est alors (un niveau d’équilibre différent par
bief) :

O0rze = gbze

£(t) (2(t) q(t)"
9€(z,t) = Ai1(2)0:&(x,t) + Az2(x)¢(2,t)  (9)
{(z,0) = &olz)
q(Tam,t) Uam,e0> V1 (Ze(Tam, 1)) 2(Zam, t)
Fam () V1 (2e(Tam., 1)) (10)
(Tav,t) = Uav,e0:V3(2e(Tav,t))2(Tav, t)

it (1) U3 (2 (Tav, 1))

OU Ugm,e; Uav,e SONt les ouvertures de vannes pour les points
d’équilibre amont et aval d’un bief et ugy,, Uqy sont les
variations de ces ouvertures.

Ay(z) = < 0 —ay(x) > ’

—az(x) —az(x)

(11)

A2(x)=( a:()x) _ag(x) > (12)
avec ay() = 1/b, ax(a) = ghzelw) — s, as(r) = ;2%

éJE x e\T)Ze (T
a4(x) = gb(I + Jo(x) + 55 ), as(x) = 2Dz

Le probleme de commande est alors le suivant : trouver

les variations de g, (t) & Vextrémité © = x4y, et uq, (t) &
Pextrémité = x4, du bief telles que la ou les variable(s) de
sorties en un ou des point(s) = € [0, L] (variables mesurées),
suivent un signal de référence r(t). Ici, on se propose
de controdler la hauteur d’eau en x = L. Le signal de
référence r(t) est choisi dans tous les cas, soit constant, soit
non persistant (une réponse indicielle stable d’un systeéme
non oscillatoire).
Dans ce manuscrit nous adoptons un schéma de controle
basé sur la régulation par modele interne appliquée aux
frontiéres ou IMBC pour ”Internal Model Boundary
Control” ([4], [5], [6], [7]) comme lillustre la figure (3).
Cette stratégie de commande intégre le modele du procédé
en temps réel et permet de réguler la hauteur d’eau en tout
point du canal par une prise en compte de 'erreur entre le
modele et le systeme.

— My est le modele de filtrage linéaire et de dimension
finie qui sert & filtrer le signal d’erreur e(t) = ys(t) —
y(t).

— M, est le modéle de poursuite qui permet d’imposer
une dynamique par rapport a la consigne fixée r(t).

Pour controler le niveau de I’eau sur une plage de varia-
tion définie, nous considérons des modeles établis autour de
plusieurs points d’équilibre judicieusement choisis : chaque
modele est une approximation du procédé dans un inter-
valle restreint de la plage de variation et doit étre activé
pour concevoir la commande dans cet intervalle. L’idée est
de construire un ensemble de modeles définies dans des in-
tervalles successifs pour commander le systeme sur toute
la plage de variation.
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Fig. 3. Structure IMBC : Commande Frontiére par Modele Interne

C. Une modélisation Multi-Modéles des équations de
Saint-Venant

La structure Multi-Modeles ([19]) permet d’atteindre
les objectifs de commande parce qu’elle prend en compte
différents sous-modeles pouvant étre activés sous des modes
de fonctionnement particuliers ([14], [15], [16], [17], [18],
[19]). La représentation des EDP de Saint-Venant autour
de N points d’équilibres par approche Multi-Modeles est
définie par les équations suivantes :

Ex,t) = (2(xt) qlx,1))",.€ € L*(0,L) (13)
N
OE(w,t) = D pmilC(t)Ai(@)E(w, 1), 0 € 2yt > 0(14)
i=1
Fpé(x,t) = Bpu(t), sur I' =00,t >0 (16)
§(x,0) §o()
— A;(z) est l'opérateur correspondant au i°™¢ état

d’équilibre ou profil de fonctionnement.

— 1;(C(t)) est la fonction d’activation qui sélectionne le
modéle de syntheése de la loi de commande en fonction
de la hauteur en sortie du procédé soit zj.

— Les domaines de définition des différents opérateurs
pour un bief, tel que = € [0, L], sont dans le cas (Figure
2), le controle étant multivariable i.e. U =R? > u et :

D(Ag) = {(€X:tac, % € X}, (17)
ker(F) = {£€X:€ac, Z—i € X,

q(0) = u0,e9-¥1(2(0))2(0),

q(L) = up0:Vs(ze(L))z(L)}.  (18)

— ((t) est une fonction qui dépend d’'un certain nombre
de variables de décision qui sont liées aux variables
d’état mesurables et éventuellement & 'entrée [17].

Le systeme abstrait équivalent de controle frontiere est ob-
tenu par changement d’opérateurs et de variable, cette ap-
proche est due & H.O. Fattorini [8], [21] pour le controle
comme fonction continue et E. Washburn [22] dans le cas
LP, p > 1. On cherche a se ramener sous une forme plus
connue du type Kalmanien, i.e. :

T =

Ax + Bu,
= (Cu.

(19)

Pour cela, considérons le changement de variables suivant :

£(t) = »(t) + Du(t) Vt=>0 (20)

olt u(t) € U, D est un opérateur borné de C?([0,0],U)
dans X (u € C?([0,00],U)), tel que :
Du € D(Aq) Fy(Du(t)) = Byu(t) Yu(t) e U

Remarque 4 : L’opérateur D est appelé opérateur de
distribution du contréle frontiere [20], [21].

En effet, la commande n’agit que sur le bord du domaine
(16). Le fait de répartir son action sur I’état ne doit pas
modifier cette propriété, et 'opérateur Ay n’agit lui que
dans le domaine ouvert (14). Il apparait alors logique que
Popérateur D s’annule dans le domaine de Ay, pour n’agir
que sur la frontiere du domaine. Ainsi, sans perdre en
généralité, 'opérateur D peut étre choisi tel que 'opérateur
Aq reste inchangé, i.e. Im(D) C Ker(Aqg).

L’opérateur C tel que la sortie y(t) = C¢(x,t) sélectionne
la ou les composante(s) de £ & réguler en temps en un ou
des point(s) x € [0, L].

Notre travail s’appuie sur ce modele de type Kalman sur
lequel on pourra appliquer une approche Multi-Modeles
pour I'étude de la stabilité selon la deuxieme théorie de
Lyapunov. Il s’agit de considérer un retour de sortie sous
I’hypothése d’une commande intégrale, pour finalement
aboutir a la synthese d'un gain par LMI qui stabilise le
systeme.

Le systeme s’écrit alors (apreés changement de variable) :

N
Ohp(x,t) = Zm(C(t))[Ai(w)@(w,t)—Du] (21)
At(x) = A17l(x)8¢+A271(x)
p(x,0) = &o(x) — Du(0) (22)

Dans le paragraphe suivant, nous allons nous intéresser a
la synthese d’une loi de commande faisant appel aux tech-
niques LM 1.

III. LA STABILITE PAR LES TECHNIQUES LMIT

Dans cette partie nous nous intéressons a la structure
de la boucle fermée (Fig. 3) sous I'hypothése d'un Feed-
back de type intégral. D’autre part nous ne considérons
pas les modeles de poursuite (M) et de filtrage (My). Le
choix d’un intégrateur se justifie par le fait que la dérivée
de la commande intervient dans I'expression de la boucle
ouverte.

A. Ezxpression de la boucle fermée pour un Feedback de type
intégral
Pour une commande en retour de sortie, K étant le gain,
u (z,t) = K [e(x,t)dt , on obtient [4] :

E(t) = T(t) - y(t)a

K/r(t)—

En remplagant y(t) = C¢(x,t) = Cp(z,t)
I’expression de la commande :

K/

(23)
(24)

+ CDuf(t) dans

u(t) =

= u(t)

— Cyp(x,t) — CDu(t)dt (25)

— Co(z,t) — CDu(t)) (26)



et 4 dans l’équation d’état (21) lexpression de la boucle
fermée est décrit par :

Zuz

—DK(()—

(x)p(z,t)

Co(z,t) —

Opo(x,t)

CDu(t))] (27)

Le développement de cette expression permet d’écrire :

Op(x,t) = Zuz (z) + DKC)p(x,1)
+ DE(CDu(t) —r(t))] (28)
En posant : K = DK (29)
Péquation (28) s'écrit :
Ovp(z,t) Zuz Ai(x) + KC)p(x)
+ K(CDu()—r(t))]. (30)

Or réguler le canal revient a garantir une convergence de
la hauteur d’eau au point ., vers la référence imposée
r(t) sur une plage de fonctionnement. Nous proposons de
déduire les conditions qui assurent cette stabilité en utili-
sant une fonction quadratique de Lyapunov ([17], [2]).

B. FEtude de la stabilité par fonction quadratique de Lya-
pPUNOV

Soit : V(p(x,t),t) = o7 (x,t)Pp(x,t).

La représentation Multi-Modeles des EDP de Saint-Venant
défini par ’équation (30) est asymptotiquement stable au
sens de Lyapunov s’il existe une matrice P > 0 telle que !

(31)

Vip(z,t),t) <0, (32)
donc : ol (z, t)Po(x,t) + T (x,t)Pp(x,t) <0, (33)
d’ou I'inégalité suivante :
Zuz (z) + KC)p(x)
+ K(CDu(t) — r(t))} " Py, t)
N
t)p Z pi(C(1) (A () + KC)p(x)
+ K(CDu(t) — r(t))} <0. (34)

Le développement de cette inégalité conduit a une
inéquation, pour chaque i, de la forme :

@T(x7t)[Ai(x)+KO]TPSO ) )

(z
(z

+o7 (5,0 PlAa) + KCli(o,
+R(CDuft) = r(t)|” Pp(a, 1
+o" (@, PR (CDu(t) = r(®)] <0. (3))

1On pose pour la suite que 01 = w pour toute fonction .

Dans 'inégalité (35) qui définit la condition de stabilité du
systeme global intervient le parametre de commande u. Or
la stabilité en boucle fermée locale garantit localement la
convergence et donc pour toute référence r(t) il existe un
u tel que CDu(t) — r(t) — 0, les majorations suivantes
sont déduites :

[CDu(t) — ()]
[CDu(t) —r(t)]"

Les inégalités (36) et (37) appliquées a I'inégalité (35), on
peut alors déduire :

< Co(x,t)
< ol (z,t)CT

¢"(z,1) [Ai(z) + KCTPo(z,t) + " (z, 1) P[As(2)
+KC)p(x,t) + <pT£ac7 t)(KC)T Pp(x,t)
+¢T (z,t)PKCip(z,t) <0 (38)
d’ou : oL (z,t)[As(z) + 2I~(C’]TP<,0(J:, t)
4T (z,t)P[A; () + 2K C)p(z,t) < 0. (39)

Les A;(x) sont les opérateurs du modele linéarisé tangent
des équations de Saint-Venant au i€ point de fonctionne-
ment. La stabilité du systeme suppose que pour tout point
d’équilibre l'opérateur correspondant a un spectre défini
dans le demi-plan gauche : la stabilité du Multi-Modeles
implique celle de tous les sous-modeles. Pour calculer le
gain K par LMI : K est le gain K associé a la distribution
D (29). Pour le calcul de ce gain, les opérateurs A;(z) ont
été discrétisés par la méthode de Chang and Cooper afin
d’obtenir les matrices A; ([1], [11]). Nous pouvons ainsi
écrire :

o7 (x,t)[A; + 2KC)T Po(x,t)

+oT (@, t)P[A; + 2K C)p(z,t) <0 (40)

La LMI en P et W s’écrit alors sous la forme :
AP+ PA+ WO+ CTWT <0, (41)
avec K= %P_IW (42)

Le gain K a été implémenté dans le modele de simulations
dans le but de vérifier la stabilité du systeme. Les résultats
ont été obtenus pour une configuration mono-bief avec deux
vannes et notre objectif est de comparer les courbes avec
celles obtenues expérimentalement dans les travaux [4].

IV. SIMULATIONS ET RESULTATS
A. Configuration et données du canal

Pour cette étude nous considérons l’ensemble des pa-
rametres du canal expérimental de Valence (Fig.4).

Les données de ce canal sont :

— L = 64.5dm est la longueur du canal,

— [ = 1dm est la largeur du canal,

— N =10 est le nombre de points de discrétisation,

— zr, est la hauteur d’eau a réguler,

— Ky et Ko sont les coefficients d’ouverture des vannes

amont et aval,

— Up(t), Ur(t) sont les ouvertures des vannes.
Dans une configuration monobief & deux vannes, la
régulation de la hauteur d’eau en x = L soit zy, se fait en
controlant des ouvertures de vannes adéquates en amont et
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Fig. 4. Maquette du canal de valence

en aval du bief soit Uy(t) et Ur(t)
multi-variables (cf. figure (2)).

Les profils d’équilibres ont été choisis de telle sorte que
la commande calculée a partir des modeles locaux puisse
étre performante sur toute la plage de variation de la
hauteur d’eau [4]. Sachant que nous avons pu verifier
expérimentalement qu’un modele local est valable & £20%
autour d’un profil d’équilibre. Pour assigner des références
comprises entre 0.4dm et 2dm, les points de fonctionnement
sont les suivants en x =0 :

: ¢’est une commande

enz =20 Zel
en dm 0.6216

Zeb
1.8053

Zed

1.3558

Ze3
0.9948

Ze2

0.7695

Dans cette application la fonction d’activation p;(¢(t)) vaut
1 si la hauteur en sortie appartient a I'intervalle de validité
du modele et 0 dans le cas contraire, pour chaque point
d’équilibre. Le parametre ((t) dépend exclusivement de la
sortie qui est la seule variable de décision dans ce cas de
figure.

B. Résultats

Ces résultats sont obtenus au moyen d’une commande
par modele interne en Multi-Modeles avec le gain LM
calculé précédemment. La figure (5) montre que la sortie
converge vers la référence méme si cette derniere varie forte-
ment (variation> 100%). La référence suit une dynamique
assez lente et on peut bien voir que la convergence de la
sortie est presque instantanée.

Variation de 100% de la référence
14 T T T T T T

Hauteur d’eau (dm)

= sortie en z(x=L)

0.5

i i i i i i
0 100 200 300 400 500 600 700
Temps (s)

Fig. 5. Variation de référence de 100%
Les courbes décrivant les ouvertures de vannes en amont

et en aval du bief présente un comportement quasi-
similaire. Cette dynamique est illustrée par la figure (6).

Ouvertures des vannes amont et aval
1.4 T T T T T T

' Vanne amont
Vanne aval

1.2

Ouvertures (cm)

0.2

0 100 200 300 400 500 600 700
Temps (s)

Fig. 6. Ouvertures de vannes

La convergence de la sortie vers la référence est as-
surée pour une baisse ou une augmentation de la hauteur
d’eau dans le cadre des simulations effectuées. La figure (7)
représente I’évolution du systéme pour une dynamique de
référence plus variée. Le niveau de référence est passé :

— de 1dm a 1.92dm sur un temps de 120s,

— puis de 1.92dm a 0.69dm sur un temps de 300s

— et enfin de 0.69dm a 1dm sur un temps de 120s.

Ces résultats permettent d’observer la stabilité du systeme
quelque soit la référence a priori.

Remarque 5 : Le niveau de référence au canal est limitée
par les contraintes physiques (le minimum est restreint par
les hauteurs dans le bief aval et le maximum par la hauteur
de T'ouvrage) et la condition de fluvialité qui a été émise
initialement pour le modele (8). Dans ces simulations la
hauteur critique admise sous la contrainte de fluvialité est :
Zee = 0.369dm.

Augmentation et baisse du niveau d'eau
2 T T T T T T

~ — Référence
Hauteur en z(<=)| |

Hauteur d'eau (dm)
-
S

| | | | | 1 | |
0 200 400 600 800 1000 1200 1400 1600 1800 2000
Temps (s)

Fig. 7. Forte montée et baisse du niveau d’eau

Cette étude part des travaux de Rodrigues [17] et de Dos
Santos [4]. Des expérimentations ont été réalisées sur le ca-
nal de Valence (Fig.4) avec une approche Multi-Modeéles de
fagon empirique comme l'illustre les figures (8) et (9). Nous
avons simulé les mémes trajectoires de référence avec le
gain LM calculé par notre approche, les résultats compa-
ratifs sont donnés par la Figure (8). Pour plus de visibilité,
un retard a été imposé entre les courbes expérimentales [4]
et les simulations LMI. En résumé, la figure (8) est une
comparaison des résultats obtenus a travers un PI-IMBC
en expérimental et des dynamiques pour un gain synthétisé
par les techniques LMI. Les résultats prouvent que le



systeme présentent moins de dépassements et convergent
plus rapidement en LM I pour une dynamique de référence
quasi-identique a celle du PI-IMBC.

Comparaison des methode LMI et PID
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Fig. 8. Comparaison LMI et PID

Les ouvertures de vannes pour les deux cas de figure
(en expérimental et en simulation)(Fig.9) ont un compor-
tement assez similaire.

Ouvertures de vannes pour les méthodes LMI et PID
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Fig. 9. Comparaison LMI et PID

V. CONCLUSION

A travers ce papier nous avons proposé une méthode de
synthese de Gain LMI pour le controle des EDP de Saint-
Venant. L’approche est basée sur une représentation Multi-
Modeles de I'écoulement dans un canal et sur I’étude de la
stabilité par une fonction quadratique de Lyapunov. Un
changement de variable permet de controler le systeme en
structure IMBC avec une commande par retour de sor-
tie. Ce travail est le prolongement des expérimentations en
Multi-Modeles réalisée sur le canal de valence sans un calcul
de gain au préalable [4]. La comparaison des résultats obte-
nus en simulation et en expérimental montre que 'approche
Multi-Modeles pourrait étre utilisé pour la régulation des
canaux.

A court terme, il serait intéressant d’implementer les gains
obtenus sur le canal de Valence et dans le long terme une
étude plus approfondie prenant en compte les perturbations
serait d’une grande utilité de nos jours vus les problemes
causés par les débordements dans les aménagement en eau.
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