Analyse de performances et synthese d'un
controleur par retour de sortie dynamique pour les
systémes a commutation a temps discret.

Julie MELIN, Marc JUNGERS, Jamal DAAFOUZ et Claude IUNG

Centre de Recherche en Automatique de Nancy,
UMR 7039 — Nancy-Université, CNRS
2, Avenue de la forét de Haye. 54516 Vandceuvre, France.
[Julie. Melin ; Jamal. Daafouz ; Claude.Iung]/@ensem.inpl-nancy.fr Marc.Jungers@cran.uhp-nancy.fr

Résumé— La stabilité des systémes linéaires & commutation
en temps discret est un sujet qui a déja été largement abordé
dans la littérature. Cependant, I’étude de la stabilité de ces
systémes en tenant compte de critéres de performances est
moins répandue a I’heure actuelle. Cet article s’intéresse a
la résolution de deux problémes : le premier étant 1’ana-
lyse de stabilité et de performance d’un ensemble systéme-
contrdleur, le second étant la synthése d’un contrdleur sta-
bilisant qui minimise le cotit garanti des performances. Une
application aux systémes controlés en réseaux est ensuite
donnée en exemple.

Mots-clés— Systémes & commutation, LMI, Retour de sortie
dynamique, Systémes contrdlés en réseaux.

I. INTRODUCTION

Les systémes & commutation constituent un cas particu-
lier des systémes dynamiques hybrides. Ils sont composés
d’une famille de systémes et d’une loi de commutation qui
détermine quel mode est activé a chaque instant. Ce type de
systéme représente une large gamme de systémes concrets
dans de nombreux domaines tels que I'industrie automobile
ou aéronautique.

Les outils traditionnels pour étudier la stabilité des sys-
témes ne sont pas adaptés au cas des systémes a com-
mutations. En effet, il peut étre possible de déstabiliser
un ensemble de systémes stables en utilisant une loi de
commutation malencontreuse. Par conséquent, 1’étude de
la stabilité des systémes commutés a fortement intéressé la
communauté scientifique [3,6,10,14]. Ainsi, des outils plus
appropriés a ’analyse de la stabilité de ce type de systémes
ont été développés tels que les fonctions de Lyapunov dé-
pendantes des paramétres de commutation [5,7]. Des outils
mathématiques peuvent étre utilisés pour réussir a déter-
miner ces fonctions en posant, par exemple, le probléme
sous forme d’inégalités matricielles linéaires (LMI) [4].

Si Iétude de la stabilité de tels systémes a recu une
grande attention, 'analyse de la stabilité en tenant compte
de l'aspect performance est plus difficile. Néanmoins, des
études ont été réalisées sur le sujet concernant des perfor-
mances de type Hs [8] ou Hy [2] (dans Poptique des sys-
témes controlés en réseaux). Le but de cet article est d’amé-
liorer les outils existants pour la stabilité des systémes &
commutation afin d’inclure une analyse des performances
adaptée au formalisme linéaire quadratique. Les perfor-
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mances étudiées sont présentées sous la forme d’un cri-
tére quadratique et d’'une dynamique linéaire pour chaque
mode. A chaque séquence de lois de commutation, une va-
leur du cofit est associée. Malheureusement celui-ci est diffi-
cile a évaluer. Ainsi, 'analyse des performances conduit a la
détermination d’une borne supérieure du cotit garanti. De
plus, pour des systémes réels, en général, tous les états ne
sont pas disponibles et par conséquent, la loi de commande
doit étre réalisée en utilisant uniquement les informations
des sorties. Parmi toutes les lois de commande par retour
de sortie, cet article s’intéresse & un contréleur par retour
de sortie dynamique pour les systémes & commutation en
temps discret. Une analyse de la stabilité du systéme en
boucle fermée et du niveau des performances quelque soit
la loi de commutation est tout d’abord présentée. Un autre
probléme propose la conception d’un contréleur par retour
de sortie dynamique ainsi que d’une borne supérieure du
cotit. Les résultats théoriques obtenus seront ensuite ap-
pliqués & une illustration pratique que sont les Systémes
Controlés en Réseaux (SCR).

Cet article est organisé de la maniére suivante : un sys-
téme linéaire & commutation en temps discret, le probléme
de dégradation de performances et le controleur étudié sont
présentés en section II. La section III propose 'analyse de
stabilité et du niveau de performances d’un ensemble donné
systéme-controleur. La conception d’un controéleur par re-
tour de sortie dynamique et une borne supérieure de la dé-
gradation de performances sont données en section IV. La
section V présente une application des résultats aux SCR.
Enfin, la section VI conclut le papier.

Notation. (.)7 et * représentent respectivement la
transposée et le bloc symétrique dans une matrice symé-
trique. diag{ A, B} représente la matrice diagonale compo-
sée de A et B. Les matrices I,, et 0,x,, sont respective-
ment la matrice identité de taille n et la matrice nulle

de taille n x m. Les écritures abrégées 0, = 0,xn et
I -
Loxm = { " } seront également utilisées.
Omxn

II. FORMULATION DU PROBLEME

Le but de cet article est double. D’une part, des ou-
tils sont fournis pour analyser la stabilité d’un systéme a
commutation prédéfini, contrélé par un régulateur par re-
tour de sortie dynamique et pour caractériser, de ce fait,



le niveau de dégradations de performances. D’autre part,
un probléme d’optimisation est proposé pour réaliser un
controleur par retour de sortie dynamique qui stabilise le
systéme & commutation et en méme temps minimise le cotit
garanti des performances. Dans cet article, le systéme étu-
dié est un systéme a commutation linéaire en temps discret
avec deux lois de commutation. Le choix de travailler avec
deux paramétres de commutation est justifié par 'inter-
prétation physique des deux lois de commutation. C’est le
cas, par exemple, de l'illustration proposée a la Section V,
concernant les SCR. Cette maniére de formuler le probléme
a d’ailleurs été utilisée dans [18]. Néanmoins, méme si la
représentation avec une seule loi de commutation est pos-
sible, en considérant la seconde comme non pertinente ou
constante, ou en reformulant les lois de commutation grace
A une renumérotation des modes, on conservera, par esprit
de clarté, I’approche décrite utilisant deux lois de commu-
tation.
Considérons le systéme suivant :

Thy1 Ala(k) A1) Tk + Bak) A(k)) Uks (1)

2k = Clatk)ak)Tk (2)

ou, & chaque instant k € N, z; € R wu, € R™ et 2, €
R™= sont respectivement 1’état, la commande appliquée au
systéme et la sortie. Les deux parameétres de commuta-
tion sont a(k) € Q et A(k) € Aoa Q = {1,...,N,}, A=
{1,...,N,}, avec N, € N* et N, € N*.

Bien que différentes approches intégrant 1’aspect perfor-
mance existent déja, avec des critéres de type Hs dans [2]
pour les SCR ou de type Ho, dans [8], nous faisons le choix
d’un critére de type quadratique qui est trés courant dans
les applications pratiques. Ce critére est défini par :

“+o0

J({a(k)}, AR} w0, {ur}) = D (=4 20 + uf Rug). (3)

k=0

La matrice de pondération R de la commande est symé-
trique et définie positive. Le critére est donc convexe par
rapport a la commande et est implicitement fonction de la
séquence des paramétres de commutation.

On souhaite connaitre le niveau de performance résultant
des commutations. Comme & chaque séquence de commu-
tation, la valeur du critére correspondant est différente, on
s’intéresse au pire cas pour toute séquence de commutation.
Le critére

J({ur}, @) = J({a(k)} AR} 2o, {ur}) (4)

sup
{A(k) € Atren

{a(k) € Q}pen
correspond au colit maximale pour toute séquence possible
de paramétres de commutation et pour une séquence de
commande donnée. Comme il n’est pas possible d’obtenir
cette valeur exacte, on s’attachera & en donner le majorant
le plus petit possible.

L’objectif de cet article est de proposer une solution aux
deux problémes suivants :

Probléeme 1 : (Analyse) Pour un ensemble systéme-
controleur donné, déterminer si celui-ci est stable et donner
son niveau de performance par une borne supérieure la plus
petite possible. O

Probléme 2 : (Synthése) Pour un systéme donné, dé-
terminer le controleur par retour de sortie dynamique
stabilisant le systéme et minimisant le cotit garanti des
performances. O

Tout d’abord, écrivons ce controleur pour le systéme &
commutation et pour tout k € N :

Crt1 Alam A0Sk + Blaw,ag) %o (5)
ue = ClamamnSk + Dlamwawnz  (6)

avec les matrices du contréleur, linéaires en les paramétres
et de dimensions appropriées, avec i = a(k) et j = A(k) :

(A% B CF D ay = (A5 B C5 D] (1)
et ou (; € R™ est I’état du contréleur. Pour k < 0, nous
faisons ’hypothése que ( = 0. La valeur initiale (y peut
étre choisie arbitrairement.

L’expression en boucle fermée du systéme avec le contro-
leur (5) est

X
Telk+1 = A(a(k) A(k))Tclk  AVEC Tl g = { C: } ;o (8)

Ata(yaty) = Aij € RF=X200 (i 5) = (alk), A(k)) (9)

et
Ay = Bgcij Ailj{' . (10)

L’expression du critére J peut étre réécrite en prenant
en compte ’état augmenté x.j, et par conséquent, elle
va dépendre des séquences de paramétres de commutation
{a(k)} et {\(k)}, de la condition initiale zy et de I’état
initial ¢y du contrdleur (5)

“+oo
T({alk)} AR} 20,60) = D Tramaan (k) (11)
k=0

T(a(k) k) (k) = (xz;,kQ{a(k),A(k))@(a(k),A(k))-Tcl,k)

et
1/2 nK 1/2 K
Qz‘j_{R/DijCiJ R/Cij }

o (12)

My XNy

Le cott garanti (4) pour toute séquence possible des pa-
ramétres de commutation et un contréleur donné s’écrit
comme une fonction de la condition initiale zg et de ’état
initial du contréleur (j

J(x0,¢0) = J({a(k)}, {\(k)}, w0, Co)- (13)

sup
{A(k)}; A(k) € A
{a(k)}; a(k) € Q

III. ANALYSE DE LA STABILITE ET DE LA DEGRADATION
DE PERFORMANCES

Considérons donnés le systéme défini par (1) et un
controleur défini par (5). Par conséquent, les matrices A,;
et Q;; sont connues puisqu’elles sont composées des ma-
trices du systéme et de celles du contréleur. La proposition
suivante donne une solution du probléme 1.



Proposition 1 : La borne supérieure de la dégradation
maximale est solution (si elle existe) du probléme d’opti-
misation :

min 51
Gij,Siz, B1
sous les contraintes (14) et (15)
avec Vi € V) € A, Gij S RQ'”EXQ"T’, Si]‘ € R2ex2ns
des matrices symétriques, et 4 un scalaire et V(i,1) € Q2,
V(4 p) € A?

Gij + GZ; - Sij * *

AijGij Slp * > Ot, (14)

QijGij O(ru—i-mz)Xan I’ru+mz

out=4n, +r,+m, et
Bilan, *
[ Lo, Sy > O4p, - (15)
Alors la borne supérieure est donnée par

J(w0,0) < B (Iloll3 + 10113 - (16)

Preuve 1 : Quand 'inégalité (14) est vérifice, on a G;; +
Gg} —Sij > 0et Sy; > 0, ce qui implique que G;; est de
rang plein. En développant (S;; — Gij)TS;jl(Sij —Gyj), on
a GLS: IG” > Gy + G;frj —Si; > 0. Alors I'inégalité (14)

17°1g
conduit &
GLS;' Gy * *
A;;Gy; Sip * > 0. (17)
QijGij 0(ru+mz)><2nm ITqumz

En pré-multipliant cette inégalité par
dlag{G”T,Slpl,I +m. et en la post-multipliant par sa
transposée, il vient avec le changement de variable P;; =

-1
S5,

P! * .
Lijip = | P,'Ay Py « | >0. @8)
Qij O(ru+mz)><2n I vm,

Sans aucune hypothése sur ’évolution des lois de com-
mutation entre deux instants consécutifs, on peut écrire en

posant (i,7) = (a(k), A(k)) et (I,p) = (a(k+ 1), \(k+1)) :

Lijip = W(ak),a(k+1), 00, A(k+1)) > O (19)
dont I'expression de Wq (k) a(k+1),7(k),A(k+1)) €st donnée

par I'équation (27) et ot P ok, A(k)) S'6crit
Pla)am) = Pij-

En utilisant judicieusement deux compléments de
Schur (pour plus de détails voir [4]), on obtient I'inégalité
suivante :

T
ALty k) P @1 Ak+1) A k) Ak))

T
= Plamam) < —Qamyaw)” Quatky Ay~ (20)

On considére une fonction de Lyapunov qui dépend des
paramétres. Cette technique a été proposée dans [6,10]. Une

fonction de Lyapunov dépendante des deux paramétres de
commutation est définie comme suit :

V(@ ks a(k), AM(k)) = xa,kP(a(k),A(k))afcl,k-

En pré-multipliant I'inégalité (20) par xa & €t en la post-
multipliant par zx, on a :

Tiatyak)) < V(zar, alk), A(k))

—V(zapt1,a(k+ 1), A(k+1)). (21)

En sommant toutes ces derniéres inégalités on obtient

Z T (k) A(k))

< V(xcl,o, a(0), A(0)) =z} 4P (a(0),7(0)) TeL,05

J (0, o) =
(22)

parce que le systéme est stable. Comme 1’état initial aug-

menté est xc 0 = [ o }, linégalité (22) peut s'écrire

Co

T
J(x0,Go) < [ Z()) } P (0(0).1(0)) { Z? ] :

Pour s’affranchir de la direction des vecteurs zq et (p, on
utilise un complément de Schur pour la LMI (15). II vient
alors P (0),0(0)) < B1l2n,. En pré-multipliant la derniére
inégalité par xfw et en la post-multipliant pas sa transpo-
sée, il s’en suit

(23)

xa,oP(a(o),A(o))xcl,o < 51555,0330170- (24)
Ce qui conduit, pour tout a(0) € Q et tout A(0) € A, &
Iinégalité
T 2 2
28 0P aonTero < B (Jlaoll3 + IGoll3) - W (25)
La précédente proposition donne une analyse de la stabi-
lité du systéme considéré en boucle fermée mais également

de la dégradation des performances en permettent de dé-
terminer une borne supérieure de la dégradation maximale.

IV. CONCEPTION D’UN CONTROLEUR PAR RETOUR DE
SORTIE DYNAMIQUE

Cette partie s’attache a la synthése d’un contréleur par
retour de sortie dynamique. La proposition suivante permet
de déterminer les matrices du contréleur afin de stabiliser le
systéme et d’obtenir une borne supérieure de la dégradation
maximale. Les variables du probléme d’optimisation sont
désormais écrites en caractéres gras pour plus de clarté.

Proposition 2 : Soit un systéme défini par (1). Suppo-
sons lexistence des matrices X € R"=*"= Y ¢ R*=X"e
T € Rw=*"= M € R"™*" et pour ¢ € A et j € Q,
I'existence des matrices Aij € R7eXna, Eij € RnMaxmz
Cij € RruXne, f)ij € R™*™=_ des matrices symétriques
Sij € R?™*27: ot un scalaire B8, tels que les LMIs sui-
vantes soient vérifiées

X — SU * *
Xg;ij Slp * > Otv (26)
X3;ij 0(ru—&-mz)><2ngc ITqumz



P (a(k) A(k)) * *

W am),at+1),A(F) A k+1)) =

Pk ak+1) Aak),Ak)
Qatk) Atk

Pa(k+1)A(k+1) *

0(ru+mz)><2nz Tu+m.,

(28)
et

> O4n, (29)

[ Y+Y' I, 4T }
| L, +TT X+XxX*|°

[ YTAi; +B;;Cy A ]
| Aij + B;Dy;Cyy A X+ B;Cij |7
[ RY?Dy;Cy;  RY2Cy;

XNy = .
o Cij CijXij }

La matrice M € R"=*"» vérifiant l'inégalité (28) est in-
versible, il est possible de poser N = (M?)~}(T — Y'X).
Alors le controleur par retour de sortie dynamique dont les
matrices sont donnés par

Ag = MiT(Aij - YT(Aij + BingClj)X (30)

~Y"'B;CEN -M"BEC;X)N"!, (31)
BE = M (B -Y"B;DE), (32)
CcK = (Cy-DEC;X)N7!, (33)
D = Dy, (34)

stabilise le systéme et méne & une borne supérieure de la
dégradation maximale pour un état initial du controleur

nul telle que J (o, () < B, (||xo|\§ + HC0||§)

Preuve 2 : L’objectif est ici d’effectuer un changement
de variables et une transformation de congruence afin d’ob-
tenir une forme particuliére de 'inégalité (14) par l'inter-
médiaire de matrices particuliéres G;; et S;;. Une tech-
nique classique proposée par [17] est adaptée pour qu’elle
soit compatible avec la dépendance en temps du systéme,
comme les lois de commutation dépendent du temps. Pour
cela on impose que les matrices G;; soient indépendantes
du mode, c’est-a-dire G;; = G. Décomposons la matrice G
et son inverse G~! de la facon suivante :

S R R

ou la notation « e » signifie que le bloc n’est pas im-
portant pour la suite du probléme. Ces blocs peuvent
éventuellement étre déterminés en utilisant la contrainte
GG™! = I,,. On définit alors la matrice de projection
(inversible par I'inversibilité de M)

(35)

Yo I } . (36)

H:{M (O

Cette définition de matrice de projection permet d’écrire
les relations suivantes :

Y I,

o=y o

} , IH(GT +G)II = 4. (37)

En introduisant aussi S;; tel que gij = HTSMH, on a

QijGH = Xg;ij; HTAin = Xg;ij. (38)
En pré-multipliant la LMI (26) par
diag{TI=T 1177 I.. s .} et en la post-multipliant par sa

transposée, il vient

G'S;;'G * *
AijG Slp * > O, (39)
QijG O(ru-‘rmz)XQnm Iru—i-mz
qui est un cas particulier de (14).
De plus, l'inégalité (29) peut s’écrire sous la forme
/81[2nm IT
|: . Sij > 047% (40)
qui méne a
/81[271m IQn,,
|: . Sij > O4n,, - (41)

En utilisant un complément de Schur, il s’en suit, pour
tout «(0) € Q et pour tout A\(0) € A, I'inégalité

J(0,60) < a8 6P aaop@eio < B (llzoll; + 1Goll3)
(42)
|
La section suivante propose une application pour illustrer
les résultats théoriques de cet article.

V. ILLUSTRATION

De nos jours, 'utilisation des réseaux s’est considérable-
ment développée. Comparés aux systémes conventionnels,
les SCR présentent de nombreux avantages tels que la sim-
plicité de la maintenance, son faible cott et de plus, pour
certaines applications ils représentent I'unique solution de
controle comme par exemple la chirurgie & distance. Dans
les SCR, tous les éléments (contrdleur, actionneurs, cap-
teurs) sont distribués et connectés au réseau [1,16]. Cepen-
dant, les ressources des réseaux sont limitées et d’autres
problémes doivent étre gérés comme la perte d’informa-
tion ou la transmission d’information avec un retard variant
dans le temps. La stabilité de ces systémes a déja largement
été traitée, comme le montrent plusieurs études [9,20, 21].
Considérons un SCR représenté sur la Figure 1 et décrit par
un systéme en temps discret ol dj, est le retard variant dans
le temps entre le controleur et l'actionneur qui affecte la
commande du systéme et 7, le retard variant dans le temps
entre le capteur et le controleur qui affecte la sortie. Dans



cette illustration, nous faisons I’hypothése que les deux re-
tards dj et 7 sont des multiples de la période d’échantillo-
nage. Ces retards sont bornés et a chaque instant k € N,
ils varient dans les ensembles d, € D = [dmin;dmax] €t
Tk € T = [[Tmin; Tmax]]y ou dmiru dmaxa Tmin and Tmax € N
sont respectivement les retards minimal et maximal entre le
contrdleur et 'actionneur et les retards minimal et maximal
entre le capteur et le controleur tels que 0 < dpyin < dmax
et 0 < Tmin < Tmax. La structure est décrite par le systéme

X
u
/\’*L/, i Z
i action- k
— — capteur
neur z P
d, T
u Ty
k & k—T1
Contréleur :

Fig. 1. Structure d’un systéme controlé en réseau

en temps discret suivant

Afk + Buk,dk R
éi‘k?

(43)
(44)

The1 =

2k

ol, a chaque instant k¥ € N, z, € R", up_q, € R™ et
zr € R™= sont respectivement 1’état, la commande retar-
dée appliquée au systéme et la sortie du systéme. Tous les
retards qui affectent le systéme sont a priori inconnus, mais
disponibles en temps réel (mesurés ou estimés).

Il a été montré [12,13] que 'approche systéme commuté
est adaptée a ’étude de la stabilité de ce type de systéme.
On utilise alors un vecteur d’état augmenté contenant tous
les états retardés du systéme jusqu’au retard maximal 7pax
et toutes les commandes retardées jusqu’au retard maximal
dmax, inspiré de [11,12,18,19] :

~T ~T T T T
U T rae k-1 “k—dmw}

(45)

ot xx € R™ ny =n~+ N Thmax + 7w - dmax. EN supposant
que ux = 0 et x; = 0 pour k < 0, I’état augmenté initial est
- T

donné par g = [ & O1x(n,—n) | - Le systéme augmenté
peut étre mis sous la forme

Tpy1 = Aay, Tx + Ba, ug, (46)
ot les matrices A4 et By sont définies pour d = 0 (nécessaire
si dmin = 0) par I'équation (50) et Vd € [1,dnax], par
léquation (51). Pour cette derniére, la matrice B est dans
la (7 +d+ 1) ™ colonne bloc de la matrice A,.

L’entrée du controleur est la sortie zp affectée d’un re-
tard 7y, c’est-a-dire z,_-, , qui peut étre écrit grace a I'état
augmenté r; comme suit
(47)

Rk—T, — CTk L

ol la matrice de sortie augmentée de taille m, x n, est
donnée par V7 € [Tmin, Tmax]

CT = [ 07rLz><n~7' c Omz><n~('rmax—7'19)-5—7“1‘-dmax ] .

La matrice C' est dans la (7 + 1) colonne de C,. De
la méme maniére que [12], Iidée principale est d’utiliser
une fonction de Lyapunov qui dépend des retards variant
dans le temps, ce qui correspond a la fonction de Lyapunov-
Krasovskii la plus générale. Pour permettre cette approche,
le systéme augmenté est représenté par un systéme a com-
mutation avec deux paramétres a(k) et A(k) définis précé-
demment avec Ny = Trmax—Tmin+1 €t Ny = dpmax —dmin+1.

Les parameétres a (k) et A(k) sont respectivement les fonc-
tions caractéristiques des retards 7 et di pour le systéme
(43). De plus, leurs valeurs sont des multiples de la pé-
riode d’échantillonage. Ces fonctions caractéristiques sont
définies comme dans [15]. La relation entre a(k) et 73 et
entre A(k) et dj est une bijection. Pour cette raison, dans
la suite, 7 sera assimilé & a(k) et di & (k). Le systéme
peut s’écrire

(48)
(49)

Th+1 Ak Tr + Boar)) vk,

2k, Cla(k)) Tk-

On reconnait alors le systéme a commutation (1).
Comme 'état du systéme (43) ne dépend pas du retard 7
a son entrée, I’état du systéme & commutation est indépen-
dant du paramétre de commutation «, la méme remarque
s’applique a la sortie du systéme & commutation vis-a-vis
de son indépendance par rapport au retard d et par consé-
quent & A. La présentation des résultats théoriques pour un
systéme a commutation & deux lois de commutation plu-
tot qu’une seule permet, pour cet exemple, d’appliquer trés
facilement les deux propositions présentées précédemment.

Les valeurs obtenues de la borne supérieure (3; aug-
mentent avec Tmax €t dmax. En augmentant trop les valeurs
des retards maximaux, on peut perdre la stabilisation de ce
systéme et ne plus avoir de borne supérieure finie pour le
critére. Cette étude doit étre complétée dans les travaux fu-
tures par la certification de cette borne supérieure du cotit
garanti.

VI. CONCLUSION

N

Dans cet article, pour les systémes & commutation en
temps discret régulé par un contrdleur par retour de sor-
tie dynamique, nous nous sommes intéressés a I’analyse de
la dégradation de performances due & des lois de commu-
tation. La premiére proposition fournit un probléme d’op-
timisation convexe qui permet de déterminer une borne
supérieure de la dégradation maximale des performances
et d’analyser la stabilité du systéme considéré. La seconde
proposition conduit & la conception d’un contréleur par re-
tour de sortie dynamique qui stabilise le systéme et permet
d’obtenir une borne supérieure de la dégradation maximale.
Une application de ces résultats au cas des SCR est égale-
ment proposée.
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