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Résumé— Dans cet article, une analyse de la stabilité d’un
systéme a commutation a temps continu a été envisagée.
L’approche utilisée est basée essentiellement sur les condi-
tions de stabilité issues des normes vectorielles correspon-
dant & une fonction de Lyapunov vectorielle. Nous avons
pu caractériser le systéeme a commutation étudié par un
modéle global représenté par une matrice caractéristique
sous la forme en fleche. Cette formulation a permis en uti-
lisant la notion du systéme de Comparaison et le critére du
Borne-Gentina d’établir une condition suffisante d’analyse
de stabilité.

Mots-clés— systéme a4 commutation, fonction de Lyapunov
vectorielle, systéme de comparaison, forme en fleche, M-
matrice, matrice de Metzeler, systéme positif.

I. INTRODUCTION

Les systémes dynamiques hybrides (SDH) sont des
systemes dynamiques faisant intervenir simultanément des
phénomenes de type dynamique continue et évenementielle.
Les systemes a commutation représentent une classe de
systemes dynamiques hybrides qui fascinent par une sim-
plicité structurelle et par une complexité des phénomenes
caractéristiques. Un probleme important dans le domaine
des systemes a commutation est la recherche de criteres
de stabilité. En effet, le probleme de stabilité des systemes
a commutation est complexe et intéressant. L’exemple de
systemes asymptotiquement stables qui, par une séquence
de commutations, donnent lieu & un comportement in-
stable, est bien connu. Le cas de systemes instables qui,
grace & une loi de commutation particuliere, donnent lieu
a un comportement stable est aussi remarquable. L’article
de référence di a Liberzon et Morse [2] énumere quelques
probléemes de stabilité pour le cas des systémes a commu-
tation autonomes :

Probleme A Trouver des conditions de stabilité telles que
le systeme est asymptotiquement stable quelle que soit la
loi de commutation.

Probleme B Identifier les classes de lois de commutation
pour lesquelles le systeme a commutation est asymptoti-
quement stable.

Probléme C Construire une loi de commutation qui rend
le systeme asymptotiquement stable.

Pour les systemes a commutation, ’évolution de ’état est
gouverné tant par les champs de vecteurs que par le si-
gnal de commutation. Dans ce sens, les concepts de sta-
bilités, qui portent sur des propriétés qualitatives des so-
lutions, peuvent étre définis soit sur I’état continu x, et
ceci indépendamment du signal de commutation : on par-
lera alors de proprieté uniforme (sous entendu par rapport
au signal de commutation o), ou bien sur I’état continu
x et ce pour un signal de commutation : on parlera de
proprieté conditionnelle (sous entendu par rapport a une
evolution de o donnée). Plusieurs approches ont été pro-
posées pour garantir la stabilité d’un systeéme linéaire a
commutation sous une loi de commutation arbitraire [5][6].
Ces approches sont fondées essentiellement sur 'utilisation
d’une fonction de Lyapunov quadratique commune. Tou-
tefois, ’existence d’une fonction de Lyapunov quadratique
commune n’est qu’'une condition suffisante pour la stabilité.
Dans [8], on démontre analytiquement que l'on peut avoir
des systemes commutés qui sont stables et pour lesquels
il n’existe pas de fonction de Lyapunov quadratique com-
mune. Ce résultat a déterminé la communauté scientifique
a chercher d’autres types de fonctions de Lyapunov. On re-
trouve dans la littérature plusieurs fonctions de Lyapunov
qui peuvent étre regroupées, d’une maniere générale, sous le
nom de fonctions de Lyapunov multiples [4]. Comme autre
approche pour tester la stabilité uniforme d’'un systeme
linéaire & commutation, on trouve les techniques utilisant
lalgebre de Lie [2][3].

Dans cette article, nous faisons recours au notion de fonc-
tion de Lyapunov vectorielle [14] [15][20][21] pour étudier
la stabilité du systeme a commutation.

Le concept de norme vectorielle fut introduit par Robert
[14] dans un domaine relatif & I’étude de la convergence
des récurrences linéaires en analyse numérique. Ces travaux
ont ensuite été développés par Maitre , Robert , Deutch
et Grujic [16][18] pour I’étude des récurrences linéaires de
grande dimension. L’utilisation des normes vectorielles lors
de 1’étude des systemes continus linéaires et non linéaires
a permis de mettre en évidence diverses propriétés des
systémes pseudo-majorants [18] [20]. En outre, cet outil a



été appliqué pour résoudre les probléemes d’analyse a savoir
I’étude de la stabilité des systemes non linéaires en utilisant
essentiellement les propriétés des matrices a éléments non
négatifs [24]. Nous proposons ainsi une condition suffisante
de stabilité asymptotique des systemes non linéaires et des
systémes linéaires & temps variant (LTV). Dans ce travail,
I’étude est basée sur un choix particulier d’une fonction de
Lyapunov vectorielle. Le recours aux notions des normes
vectorielles a contribué & la simplification de la mise en
oeuvre des techniques de majoration, ceci découle essen-
tiellement des propriétés d’homogénéité et d’indépendance
par rapport au temps des normes [9]. La définition d’une
nouvelle fonction de Lyapunov non stationnaire bien que
la norme vectorielle ne dépend pas explicitement du temps
constitue l'intérét de cette approche. Il en résulte I’énoncé
d’un critere de stabilité asymptotique des systemes dont
les coefficients de leurs matrices d’état sont mal connus
ou ils peuvent dépendre de 1’état, du temps et/ou de tout
autre paramétre ou perturbation extérieure. Nous propo-
sons aussi une modélisation des systemes linéaires a com-
mutation & temps continu basée sur la représentation sous
forme en fleche des matrices caractéristiques du systéme.
L’adoption de cette représentation explicitant les spéficités
dynamiques et structurelles associée a l’exploitation du
critére de Borne et Gentina [10] a permis de formuler des
conditions suffisantes d’analyse de la stabilité du systeme
a commutation a temps continu sous des commutations ar-
bitraires.

II. RESULTAT PRINCIPAL : ANALYSE DE LA STABILITE
DES SYSTEMES A COMMUTATION A TEMPS CONTINU

L’étendue des résultats d’analyse des systéemes com-
plexes dépend étroitement de la représentation adoptée
pour le processus, ainsi que de la méthode d’étude rete-
nue. En effet, il a été montré dans [11] que le choix de
la représentation intervient, d’'une maniere essentielle, sur
I'étendue des résultats des études lorsque le systeme est
complexe et qu’il est souvent souhaitable de mettre la ma-
trice caractéristique sous une forme canonique explicitant
les spécificités dynamiques et structurelles de celui-ci. Par
ailleurs, la détermination d’une part du domaine de sta-
bilité de en plus en plus large, basée sur les systemes de
comparaison, a montré que I’étude de la stabilité conduit a
des résultats correspondant a des conditions suffisantes plus
ou moins contraignantes selon la description adoptée [11]
et plus particuliérement dans le cas de la représentation
des systémes utilisant la forme en fleche [23]. Nous en-
visageons dans ce qui suit d’exploiter ces résultats afin
d’élaborer une formulation de vérification des conditions
de stablité des systemes a commutation a temps continu
sous des commutations arbitraires. Dans cette partie, on
s'intéresse a I'étude de la stabilité d’un systéme a commu-
tation sur une N famille des sous-systeémes linéaires décrits
par les équations d’état suivantes :

N
t) = Z () ASx(t)

Avec :
&;(t) est la fonction indicateur suivante :

reme

1 quand le 4 mode A; est activé

&) = { 0 sinon
La fonction de commutation &;(t) est une fonction exogeéne
qui dépend seulement du temps et non plus de I’état du
systeme.

0 1 0 0 b
1
AS =
: . . 0
—ap  —aj —ay, 0y, |

Les termes a}; correspondent aux coefficients du polynéme
caractéristique Pae(y) de Af défini par :

Pacp) = ah+ ash+ .+ ap A + L al, AT AT (2)

Remarque :Les systemes a commutations considérés tout
au long de ce papier sont une famille spécifique. Ils sont
décrits per des modes dont leurs matrices caractéristiques
sont sous la forme Compagnon.
La détermination d’'un domaine de stabilité plus large
pour les systéemes complexes, basée sur [utilisation
de la méthode de Lyapunov associée aux techniques
d’aggrégation utilisant les normes vectorielles , dépend
essentiellement du choix de la description du systeme
étudié qui peut-étre conditionnée par les considérations
mathématiques ou bien physiques.
Les matrices sous forme Compagnon or Frobenius lorsque
leurs polynoémes caractéristiques sont connus, les matrices
sous forme diagonale ou de Jordan lorsque leurs modes sont
facilement calculés, sont les formes canoniques matricielles
les plus principaux.
Le systeme a commutation considéré, décrit par des ma-
trices d’état sous la forme Compagnon est transformé en
un systeme caractérisé par des matrices d’état sous la forme
en fléche. Cette forme particuliere permet I'application du
critére de Borne-Gentina au systéme majorant obtenu pour
analyser la stabilité du systéme a commutation initial.
D’oti, pour le systéme & commutation décrit en (1), il
vient I’énoncé du théoreme suivant :
Le est

Théoréme 1 : systeme a commutation

(1)

asymptotiquement stable s'il existe des scalaires A (k =1, ...

distincts strictement négatifs verifiant :

max (Yni) Z WM ) 14| <0 (3)
i= 1
Avec
n—1
Ynil.) = — o1 > Ak
k=1
n—1 -1
Vk=1,..n—1,{ %= l I1 (Ak_Aj)]
1.j#k
Yri(.) = —Pac (k)



Dans ce qui suit, on énoncera des lemmes et on intro-
duira des notions qui nous serons utiles par la suite pour
le développement de I’épreuve du résultat.

III. PRELIMINAIRES ET DEFINITIONS
A. Lemme de Kotelyanski

Soit un systeme linéaire défini dans I'espace d’état par :
T = Ax (5)

avec, A={a;;} , une matrice de dimension nxn. L’appli-
cation des conditions de Hurwitz sur les parametres du
polyndéme caractéristique de A, détermine le domaine de
stabilité asymptotique dans I'espace des parametres {a;;}.
Par ailleurs, les travaux de kotelyanski ont mis en évidence
un lemme particulier , adapté a I’étude de stabilité lorsque
la matrice A posséde des éléments hors diagonaux non
négatifs.

Lemme 1 : les valeurs propres de la matrice A,
d’élements hors diagonaux non négatifs,sont tous & par-
tie réelle inférieure & un nombre réely, si et seulement si,
tous les mineurs principaux de la matrice M, définie dans
(6), sont positifs :

M=ul, — A (6)
I,, étant la matrice identité d’ordre n.

B. Normes vectorielles

Considérons ’espace d’état vectoriel R™ ainsi que les sous
espaces R, i=1,2,....,r
tels que n =ny +ng + ... + N,y
X1 € R™m
na
XeRriox—| X260
X, € R"
On définit la norme vectorielle p(.) sur R™ par :
p1 (X1)

p2 (X2)

p(X) = eER"

pr (X7)
Ot les p;(X) vérifient les propriétés suivantes :
(i) p;(X) >0V X € R*
(i) ps(X) =0 X =0
({i)p;(X +Y) <pi(X)+pi(Y)VX etY € R?
(iv) pi(AX) = [N p:(X)VX € R, VX €R

C. Systéme majorant

Soit un systeme dynamique continu décrit par I’équation
d’état suivante :

X(t) = A(X,t)X(t), X € R (7)

Et soit une norme vectorielle p(X) € R"

La matrice M (¢, X) (rxr) définit relativement & la norme
vectorielle p(x) un systéme majorant du systeme (7) si et
seulement si 'inégalité suivante est vérifiée composante a
composante :

dp(X)
dt

<Mt X)p(X),VXeR,VteR (8)

D. Lemme de comparaison

Lemme 2 : (Lemme de comparaison) Soit une norme
vectorielle de taille r et une matrice M(t,X) (rxr) associée
au systeme (7) telle que d’une part les éléments non dia-
gonaux de M(t,X) soient non négatifs et que d’autre part
I'inégalité (8) soit vérifiée alors le systéme défini par :

dz 0
EzM(t,X)Z,ZER,VXE R 9)
tel que : Z (tp) > p(X(tp)) est un systeme de compa-
raison du systéme (7) et I'inégalité suivante est vérifiée :
p(X(t) <Z() VX € R*,Vt € R.
Dot si le systeme (9) en Z est asymptotiquement stable,
il en est de méme pour le systeme (7) en X.

E. Critére pratique de stabilité : critére de Borne Gentina

L’étude de la stabilité pour un systeme non linéaire peut
étre ramenée parfois a celle d’un systeme linéaire pour la-
quelle la conjecture du linéaire est vérifiée. Dans ce sens,
plusieurs travaux [8][9] ont été élaborés par Iexploitation
de fonctions de Lyapunov spécifiques et en particulier les
normes vectorielles, et en ramenant I’analyse d’un systeme
initial a celle d’un systeme de comparaison.

Le critere pratique de stabilité de Borne-Gentina,
généralisant le lemme de Kotelyanski aux systémes non
linéaires [10], définit de larges classes de systémes pour les-
quelles une étude en linéaire est possible.
Soit le systéme décrit par D’équation (7) et soit
M(A) la matrice des coefficients aj; tels que
{ al; =a,;()Vi=1,..,n

ajj = |aij|Vi,j = 1, 2, ...,n,i 75 _]
(A (6.X)=[ais] (0 x n) M(A)=[aZ;] (n x n)
Si les termes non constants de la matrice M(A) sont re-
groupés dans la derniere ligne ou la derniere colonne de
cette matrice alors la stabilité asymptotique globale du
systéme (7) est assurée par la vérification des inégalités
suivantes :

*
al; <0,
* *
ap; Q2 ‘ >0
* * bR
A1 Qg2
* * *
ap; Qg a1n
* * *
g1 Qzg QAap
n * * *
(=1)"| a3; a3 as, | >0,
* * *
ary ayy e e Gr
Vi€ R,VX € R"
Remarque :

Le critere de stabilité de Borne-Gentina ramene ’analyse
de la stabilité du systeme initial a celle du systeme de
comparaison caractérisé par une nouvelle matrice d’état M
ayant les élements hors diagonaux positifs (i.e -M est une
M-matrice [13])
Preuve du théoréme 1

Preuve 1 : En appliquant le changement de base sur le
systeme (1) par la matrice de passage suivante Py :

1 1 . 1 0
A1 A2 An—1 0

po| MM
R 0

n—1 n—1
)‘1 >‘2



\; des variables arbitraires étant choisies telles que :

Vi j, N # A
On obtient alors le systéme équivalent décrit par I’équation
d’état suivante :

(10)

N
= &Ma(t)
i=1

Avec :

M; est une matrice de la forme en fleche :
M; = Py YASPy =

)\1 0 0 ﬂl
0 . .
Ak ; Br
0O ... O A1 Pn_t
L Y1i oo Vki TYn—1i  Yni |
Avec :
) n—1
’Ynz() = _ai—l - Z >\k
k=1
n—1 -1
Vk=1,..n—1 51@:[ I1 ()\k_)‘j)]
s , Ltk
Yri(.) = —Pac (k)
(11)

Le choix d’une norme vectorielle p(w) telle que p(w) =
[lwil,...,|wn|] permet en se basant sur les techniques
d’agrégation de définir un systéme de comparaison de la
forme : B

Z =Mz (12)

La matrice de comparaison du systéme a commutation
étudié posséde aussi la forme en fleche et elle est définie
comme suit :

A1 0 0 151
0
M= : Ap . |8k |
0 0 An—1 Iﬂn71|
L max(|v1;]) max(|vg; |) max(|vp_14])  max(vp;)

L’analyse de la stabilité du systéme a commutation ini-
tial revient & ’analyse de la stabilité du systéme & com-
paraison obtenu en utilisant la transformation en fleche.
On peut remarquer que cette description permettera par
la suite le choix d’une maniere arbitraire, des dynamiques
du systeme étudié en boucle fermée. L’étude de la stabi-
lité du modéle global dans la nouvelle base, de matrice ca-
ractéristique ayant la forme en fleche peut étre alors menée
a partir du lemme de kotelyanski et 1'utilisation du critere
de Borne-Gentina.

L’application du critére de Borne et Gentina au systeme
(12) conduit & la condition de stabilité asymptotique glo-
bale suivante,ﬁlorsque VkAM <O:

(—=1)"det(M]) >0

Le déterminant de Mf étant tel que :

n— n—1

det(M/) = max m)—zm‘“ () 'ﬂ’f‘HA (13)

1=1..
k=1
Sachant qu on a:

VY, (—1)" ka<o

La satlsfactlon de la condition (13) réduit a la vérification
de la condition de stabilité a celle de 'inégalité suivante :

nz: max (|vxil) | Bkl

0
" <

det(M]) = max (y,;) — (14)

k=1
D’ou I’énoncé du théoreme 1 de la condition de stabilité
asymptotique globale du systeme a commutation a temps
continu.
Dans la partie suivante, on s’intéressera a ’analyse de la
stabilité d’une classe particuliere des systéemes a commuta-
tion caractérisés par des matrices d’état ayant les élements
hors diagonaux positifs.

F. Condition suffisante de stabilité pour une classe des
systémes a commutation continu : Les systemes a com-
mutation positifs

Les systemes posititifs ayant une propriété particuliére

telle que pour toute entrée non négative et tout état initial
non négatif, ils génerent une trajectoire d’état et une sortie
non négatives tout le temps [22]. La positivité des variables
souvent apparait comme étant la conséquence immeédiate
de la nature du phénomene lui-méme. Comme toute va-
riable représentant un type possible de ressource mesurée
par une quantité tel que le temps, l'argent, les marchan-
dises, la taille de buffer, les files d’attenteles paquets de
données circulant dans les réseaux, le flux d’air et d’eau,
les populations, la concentration d’une substance...
Les systemes a commutation positifs sont fréquemment ren-
contrés dans plusieurs champs d’applications. Exemples de
systemes positifs & commutations sont directement : les
systemes Environnementaux tel que les rivieres ayant un
flux d’eau qui sont régulés, les réseaux de réservoirs régulés
par des vannes ouverts, les systemes chimiques, les réseaux
de communication...

On considére un systeme a commutation de dimension n
décrit par N modes sous la forme (1)

Le changement de base suivant [11] permet la
représentation de chaque mode par une matrice ca-
ractéristique de la forme en fleche :

A1 0 0 51
0
A{:Pf*lAng: : Ak : Bk
0 0 An—1 Brn-1
L i) i () Ya-1i() Ynil.) ]

L’objectif est alors de chercher des réels A\; permettant
d’avoir des éléments hors diagonaux de chaque matrice Aif
positifs,i.e transformer le systéme & commutation de départ



en un systéme a commutation positif décrit par des ma-
trices de Metzeler.

Il vient alors :
A reels, k=1,...,n
Br >0
Vek=1,...,n—1,
{ Vi) >0
Une matrice majorante du systeme a commutation est
donnée alors par :

A1 0 0 B1
0
Mcf = . Ak . B
0 . 0 e Ap—1 Bpn—1
[ max(vyy;) max(vg;) max(vy_—14) max(vy;)

En se basant sur les caractéristiques de la matrice ma-
jorante M7 dite matrice de Metzeler (-MJS est une M-
matrice)[13], on peut énoncer le théoreme suivant :

Théoréme 2 : Le systéeme a commutation est asympto-
tiquement stable si les conditions suivantes sont vérifiées :

A reels,k=1,...n
D9 vk = 1,...,n1,{ B = 0

Yi(-) =0

(15)

(ii) Il existe une matrice positive diagonale D tel que
(16)
MITD+ DMS <0

G. Condition nécessaire et suffisante de stabilité pour une
classe de second ordre des systémes a commutation
continu

On considere un systeme a commutation de dimension
deux décrit par deux modes (n=2, N=2)

Do a(t) = Afw(t),i=1,2
—ap1r —an

e 0 1
}etA _{002 am}
1 0
n=l 1]

On obtient alors deux matrices Af et A sous la forme en
fleche tel que :

Avec :
0 1

c __
1=

f_ —1 gc — Al !

Ay =P, AfPy = { —(ap1 + AMa11 +A2)  —(a11 + A1) }
f_ —1 gc — Al !

Ay = Pf AQPf - |: —(ag2 + Aai2 + A%) —(a12 + A1) :|

Théoréme 8 : S’il existe A; un scalaire strictement
négatif telle que :

—(ap1 + Aan +A3) >0

—(ap2 + Maiz +A}) >0
Une condition nécessaire et suffisante de stabilité du
systéme & commutation en se basant sur la proposition [12]
est :

A]"P+PA] <0
{ AP+ PAL <0
P est la matrice de Lyapunov symétrique définie positive.

IV. EXEMPLE ILLUSTRATIF

Pour illustrer I'application des conditions de vérification
de la stabilité énoncées dans cet article, on considére le
systeme a commutation d’ordre deux décrit par les deux

modes suivants :
A — 0 1
-7 =10 |>"27 | —-0.1 -5

A =

Le choix suivant du paramétre arbitraire A\; = —4 implique
que la condition de stabilité asymptotique du systeme a
commutation donné par le théoréme (3) est vérifiée. Les
matrices A et A étant définies par :

| -4 1 F | -4 1
Al_[ 17 6]’A2_{3.9 -1
et la matrice de Lyapunov :

p_ [ 1.2519  —0.1747 }

—0.1747  0.1924
12000

10000

8000

6000

gamma i

4000

2000

—2000

-50 0] 50
lambdal

—100
Fig. 1. Hypothéses de la condition de stabilité

L’utilisation des fonctions de Lyapunov dépendant de
parametres en temps continu s’avere tres difficile. La na-
ture discontinue des champs de vecteurs pose des problemes
pour la dérivation de la fonction de Lyapunov.Les résultats
d’analyse de stabilité existants pour les systéemes a com-
mutation linéaires & temps continus sont un peu restrictifs
et reposent essentiellement sur l’existence d’une fonction
de Lyapunov quadratique commune (CQLF) et le synthése
d’un controélleur unique pour tous les modes et avec des lois
de commutations arbitraires . Les approches basées sur les
fonctions de Lyapunov multiples exige une restriction tem-
porelle on parle alors du notion de temps de séjour[25] ou
bien spatiale on parle alors de répartition spatiales des va-
riables d’état et généralement ces approches sont inexploi-
table pour la syntheése d’'une commande. La formulation
proposée permet la conception d’un contrélleur par retour
d’état commuté tout en utilisant les variables Ay pour fixer
les valeurs des gains stabilisant le systéeme a commutation
en boucle fermée sous des commutations arbitraires.

V. CONCLUSION

Une nouvelle approche d’analyse de la stabilité des
systéemes a commutation a temps continu basée sur les
systemes de comparaison a été développé. L’idée principal
de cette approche réside dans le choix d’une représentation
particuliere du systéme étudié. L’utilisation de formes ca-
noniques en fleche des matrices caractéristiques permettera
par la suite d’élaborer de lois de commande performantes.
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