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Ecole Nationale d’Inǵenieurs de Monastir, Rue Ibn Eljazzar, 5019 Monastir Tunisie

Tel :+(216)73 500 511 ; Fax :+(256)73500514

hassani.messaoud@enim.rnu.tn

Résuḿe— Dans ce papier on propose une nouvelle représentation des
modèles ARX sur des bases orthogonales indépendantes de Laguerre. Cette
repr ésentation est obtenue suite au filtrage de l’entrée et de la sortie par
des fonctions orthogonales d́efinissant les bases de Laguerre. Le modèle
r ésultant est intitulé mod̀ele ARX - Laguerre qui garantie une réduction du
nombre de paramètres avec une repŕesentation ŕecursive et simple. Cette
r éduction paramétrique reste assujettie par un choix optimal du p̂ole de
Laguerre de chaque base ind́ependante. Pour ce faire, on d́eveloppe un al-
gorithme d’optimisation des pôles baśe sur l’extension de la ḿethode de
Tanguy et al. L’algorithme proposé ainsi que le mod̀ele ARX - Laguerre
sont test́es et valid́es en simulation nuḿerique.

Mots-cĺes— Modèle ARX, Bases de Laguerre, ARX - Laguerre, Optimisa-
tion.

I. I NTRODUCTION

Dans la litt́erature, la mod́elisation des systèmes dynamiques
LTI et stables par des fonctions orthogonales de Laguerre, aét́e
particulìerement attrayante pour le besoin de la réduction pa-
ramétrique. Cette approche aét́e initiée par [1] et continúee dans
[7], [8], [9] et qui consistèa d́ecomposer la ŕeponse impulsion-
nelle d’un syst̀eme LTI sur une base orthogonale de Laguerre.
Le mod̀ele ŕesultant est intituĺe mod̀ele de Laguerre dont l’avan-
tage par rapport aux modèles lińeaires classique du type ARX,
ARMAX, ..., réside d’une part dans l’indépendance du retard du
syst̀eme et du choix de la période d’́echantillonnage et d’autre
part dans la ŕeduction paraḿetrique en utilisant un nombre de
param̀etres moinśelev́e. Cette ŕeduction paraḿetrique est due
à la propríet́e de la compĺetude de la base orthogonale de La-
guerre dans l’espace de Lebesgue`2 [0, ∞ [. En effet, le nombre
des fonctions orthogonales dépend essentiellement du compor-
tement dynamique du système qui est principalement lié au p̂ole
de Laguerre caractérisant la base. Par conséquent, une identi-
fication optimale du p̂ole de Laguerre résulte en une réduction
significative du nombre de paramètres est signifiante. De ce fait,
l’optimisation des p̂oles a suscit́e l’intér̂et de plusieurs auteurs
où différentes techniques d’optimisation du pôle de Laguerre
ont ét́e élaboŕees. Ces techniques d’optimisations peuventêtres
itératives telles que la ḿethode de Malti [7] et celle de Khouaja
et al [5] ou analytiques telles que la méthode de Tanguyet al
[8] et celle de Fu et Dumont [4]. Un des apports importants de
Tanguyet al est d’avoir expriḿe le p̂ole optimal de Laguerre en
fonction des coefficients de Laguerre. Tous ces travaux utilisent
le principe du filtrage de l’entrée par les fonctions définissant
la base orthogonale de Laguerre. Ainsi, vu l’importance de la
réduction paraḿetrique et dans le but de recueillir le maxi-
mum d’information sur le système, il est int́eressant d’́etendre
ce principe de filtrage de l’entréeà celui de la sortie. A ce pro-

pos, dans ce papier, on propose d’utiliser les fonctions ortho-
gonales de Laguerre pour le filtrage de l’entrée et le filtrage
de la sortie du mod̀ele ARX. Ceci consistèa d́ecomposer les
param̀etres du mod̀ele ARX assocíes à l’entŕee età la sortie
sur deux bases indépendantes de Laguerre. Le modèle ŕesultant
est une nouvelle représentation lińeaire en fonction des filtres
d’entŕee et de sortie intitulé mod̀ele ARX - Laguerre. Chaque
base de Laguerre est caractériśee par un seul p̂ole. Ainsi, un
choix ad́equat et optimal des deux pôles de Laguerre est pri-
mordial, afin de ŕeduire consid́erablement le nombre de coeffi-
cients du mod̀ele ARX - Laguerre. Cette nouvelle représentation
linéaire permet de contourner la complexité du mod̀ele ARX
vis-à-vis le nombre de param̀etre et la structure du modèle qui
peuventêtre d’int́er̂et capital dans le d́eveloppement d’algo-
rithmes de commande robuste. Dans la section suivante, on pro-
pose l’́elaboration de la nouvelle représentation des systèmes
linéaires via un d́eveloppement des coefficients du modèle ARX
sur deux bases indépendantes de Laguerre. Dans ce cas, on
présente le ŕeseau de filtres d’entrée et de sortie du modèle ARX
- Laguerre ainsi que sa représentation ŕecursive. La section 3
traite l’extension du travail de Tanguyet al pour le calcul ana-
lytique des deux p̂oles de Laguerre des deux bases. Dans la sec-
tion 4 on pŕesente quelques résultats obtenus en simulation va-
lidant les performances de la méthode d’optimisation des pôles
ainsi que le mod̀ele ARX - Laguerre proposées. La supŕematie
du mod̀ele propośe au mod̀ele du Laguerre classique en terme
de ŕeduction du nombre de paramètres, áet́e confirḿee par une
étude comparative des deux modèles.

II. M ODÈLE ARX - L AGUERRE

A. Principe

On Consid̀ere le mod̀ele ARX [3] suivant :

y(k) =
na

∑
j = 1

ha( j) y(k− j) +
nb− 1

∑
j = 0

hb( j) u(k− j) (1)

avecu(k) l’entrée,y(k) la sortie,na l’ordre du mod̀ele (na≥
nb), ha et hb les param̀etres du mod̀ele. On pŕesente dans cette
section le principe de représentation du mod̀ele ARX sur des
bases orthogonales indépendantes de Laguerre afin de réduire le
nombre de param̀etres. Selon la condition de stabilité au sens du
critère BIBO (Bounded Input Bounded Output), les coefficients
ha ethb sont absolument sommables :

∞

∑
j = 0

|ha( j) | < ∞ et
∞

∑
j = 0

|hb( j) | < ∞ (2)



De ces conditions, le modèle ARX donńe par la relation (1) peut
s’écrire :

y(k) =
∞

∑
j =0

ha( j)y(k−1− j) +
∞

∑
j =0

hb( j)u(k− j) (3)

tels que : {
ha( j) = 0 si j > na
hb( j) = 0 si j > nb − 1

(4)

Les coefficientsha et hb sont absolument sommables donc de
carŕes sommables et elles appartiennentà l’espace de Lebesgue
`2 [0, ∞ [. Toutefois, on note que les fonctions orthogonales de
Laguerre forment une base orthogonale dans l’espace de Le-
besguè 2 [0, ∞ [. Donc, on propose de décomposer les coeffi-
cientsha et hb sur deux bases orthogonales indépendantes de
Laguerreℑa et ℑb par rapport̀a la sortie et l’entŕee respective-
ment. Dans ce cas, les coefficientsha et hb sont des combinai-
sons lińeaires des fonctions orthogonales de Laguerre de chaque
base d́efinies comme suit :

ha( j) =
∞

∑
n = 0

gn, a la
n( j) et hb( j) =

∞

∑
n = 0

gn, b lb
n( j) (5)

avecla
n et lb

n repŕesentent les fonctions orthogonales des bases
indépendantes de Laguerreℑa et ℑb respectivement et leurs
transforḿees en Z sont d́efinies par :

Li
n(z) =

√
1− ξ2

i

z− ξi

(
1− ξi z
z− ξi

)n

, i = a, b (6)

où ξa et ξb sont les deux p̂oles de Laguerre. Les séquences des
coefficientsgn, a et gn, b appeĺees commuńement śequences des
param̀etres de Markov ou coefficients de Fourier sont les co-
ordonńees deha et hb dans les basesℑa = {la

n}∞
n=0 et ℑb ={

lb
n

}∞
n=0 qui peuvent̂etre calcuĺes comme suit :

gn, a =
∞

∑
j = 0

ha( j) la
n( j) et gn, b =

∞

∑
j = 0

hb( j) lb
n( j) (7)

En substituant les combinaisons linéaires de la relation (5) dans
le mod̀ele ARX d́efini par les relations (3) et (4), le modèle
résultant est intituĺe mod̀ele ARX - Laguerre qui s’́ecrit :

y(k) =
∞
∑

n=0
gn,a xn,y(k−1) +

∞
∑

n=0
gn,b xn,u(k) (8)

où xn,y est la sortie dunèmefiltre relatif à la sortiey etxn,u est la
sortie dunèmefiltre relatif à l’entŕeeu définies par les relations
suivantes :

xn,y(k− 1) =
∞

∑
j = 0

la
n( j) y(k− 1 − j)

= la
n(k−1) ∗ y(k− 1) (9)

xn,u(k) =
∞

∑
j = 0

lb
n( j) u(k− j)

= lb
n(k) ∗ u(k) (10)

où ∗ désigne le produit de convolution. En pratique les séries
infinies dans (5) peuventêtre tronqúeeà des ordres finisNa et
Nb :

ha( j) =
Na−1

∑
n = 0

gn, a la
n( j) (11)

hb( j) =
Nb−1

∑
n = 0

gn, b lb
n( j) (12)

et la sortie du mod̀ele ARX - Laguerre (8) tronqúe s’́ecrit :

ỹ(k) =
Na−1

∑
n=0

gn,a xn,y(k−1)+
Nb−1

∑
n=0

gn,b xn,u(k) (13)

B. Ŕeseau de filtres du modèle ARX- Laguerre

Les fonctions orthogonales définissant les deux bases
indépendantes de Laguerreℑi =

{
l i
n

}Ni−1
n=0 , i = a, b, peuvent

s’écrire sous la forme récursive suivante :





Li
0(z) =

√
1− ξ2

i

z− ξi

Li
n(z) =

1− ξi z
z− ξi

Ln−1(z, ξi) , n = 1, 2, . . .

(14)

Compte tenu des relations (9) et (10) et après une transformation
en Z, la relation (13) devient :

Ỹ(z) =
Na−1

∑
n=0

gn,az−1 Xn,y(z) +
Nb−1

∑
n=0

gn,b Xn,u(z) (15)

où Xn, `(z) =Z{xn, `(k)}, ` = y, u, tels que :

Xn,y(z) = z−1La
n(z).Y(z) et Xn,u(z) = Lb

n(z).U(z) (16)

En combinant la forme récursive (14) des fonctions orthogo-
nales de Laguerre avec la relation (16), on peut formuler la re-
lation de ŕecurrence suivante entre les filtresXn,y(z) et Xn,u(z),
n = 1,2, ... :





X0,y(z) =

√
1− ξ2

a

z− ξa
z−1 Y(z)

Xn,y(z) =
1− ξaz
z− ξa

Xn−1,y(z)
(17)





X0,u(z) =

√
1− ξ2

b

z− ξb
U(z)

Xn,u(z) =
1− ξbz
z− ξb

Xn−1,u(z)

(18)

Par suite, d’apr̀es les relations (15), (17) et (18), on obtient dans
la figure 1 le ŕeseau de filtres d’entrée et de sortie du modèle
ARX- Laguerre suivant :
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Fig. 1. Ŕeseau de filtres du modèle ARX - Laguerre

C. Repŕesentation ŕecursive du mod̀ele ARX - Laguerre

A partir du ŕeseau de la figure 1 et en considérant les va-
riables d’́etat(xn, `(k), ` = y, u et n = 0, 1, ...) on aboutit̀a la
repŕesentation ŕecursive suivante :





X(k+1) = AX(k) + byy(k−1) + buu(k)

ỹ(k) = cT X(k)
(19)

avec :
• A une matrice carrée de dimensionNa+Nb :

A = bloc diag [Ay,a Au,b] =
(

Ay,a 0Na, Nb

0Nb, Na Au,b

)
(20)

telles que0Na, Nb et 0Nb, Na sont deux matrices nulles de dimen-
sions(Na×Nb) et (Nb×Na) respectivement etAy et Au sont
deux matrices carrées de dimensionNa et Nb respectivement.
Pour` = y, u etKi = 1−ξ2

i , i = a, b :

A`, i =




ξi 0 · · · 0

Ki ξi
.. .

...

−ξi Ki Ki
.. . 0

...
...

.. .
...

(− ξi)
Na−1Ki (−ξi)

Na−2Ki · · · ξi




(21)

• by etbu sont deux vecteurs de dimensionNa+Nb :

by =
√

Ka




1
−ξa

(−ξa)
2

...
(−ξa)

Na−1

0Nb,1




,bu =
√

Kb




0Na,1

1
−ξb

(−ξb)
2

...
(−ξb)

Nb−1




(22)

où 0Nb,1 et 0Na,1 sont deux vecteurs colonnes nuls de dimen-
sionsNb etNa respectivement.

• c le vecteur de param̀etres de dimensionsNa+Nbcontenant
les coefficients de Fouriergn,a etgn,b :

c =
[
g0,a, . . . ,gNa−1,a,g0,b, . . . ,gNb−1,b

]T
(23)

• X(k) le vecteur contenant l’ensemble des sorties de filtres
des deux bases de Laguerre de dimensionNa+Nb :

X(k) = [x0,y(k),. . . ,xNa−1,y(k),x0,u(k), . . . ,xNb−1,u(k)]
T (24)

Le nombre de param̀etres engaǵe dans le mod̀ele ARX - La-
guerre est :

C = Na + Nb (25)

Ainsi, si les ordres de troncatureNa et Nb sont tels queNa<<
na et Nb << nb, alors le nombre de paramètres du mod̀ele
(13) est ŕeduit par rapport̀a celui du mod̀ele ARX (1). Cette
réduction paraḿetrique est duèa la propríet́e de la compĺetude
des bases orthogonales dans l’espace de Lebesgue`2 [0, ∞ [ où
le nombre des fonctions orthogonales dépend essentiellement du
comportement dynamique du système. Ce dernier est principa-
lement líe aux p̂oles caract́erisant chaque base qui interviennent
dans la nouvelle représentation lińeaire (13) afin de maximiser
la pŕecision du mod̀ele avec un ordre de troncature faible. Ceci
n’est garanti que grâceà un choix optimal des p̂oles de chaque
base qui suscitera notre intér̂et ǵeńeral.

III. O PTIMISATION DES PÔLES DELAGUERRE

Dans cette section on propose une méthode d’optimisation
analytique des deux pôles de Laguerre. Cette méthode est basée
sur l’extension du travail de Tanguyet al [8]. Pour les deux
bases, les fonctions de Laguerre vérifient la relation suivante
pour i = a, b et n = 0, 1, 2, . . . :

(1−ξ2
i )n l in( j) =−( j +1)ξi l

i
n( j +1)− j ξi l

i
n( j −1)

+
[

j (1 + ξ2
i ) + ξ2

i

]
l i
n( j) (26)

On consid̀ere l’optimisation śepaŕee des deux p̂oles en propo-
sant les deux fonctions de coût suivantes inspiŕees du travail de
Tanguyet al [8],

Ja =
1

‖ha‖2

∞

∑
n=0

ng2
n,a et Jb =

1

‖hb‖2

∞

∑
n=0

ng2
n,b (27)

où :

‖ha‖2 =
∞

∑
j =0

h2
a( j) et ‖hb‖2 =

∞

∑
j =0

h2
b( j) (28)

et les quantit́es suivantes :

M1,a =
1

‖ha‖2

∞

∑
j =0

j h2
a( j) et M1,b =

1

‖hb‖2

∞

∑
j =0

j h2
b( j) (29)

M2, a =
1

‖ha‖2

∞

∑
j = 0

j ha( j) ha( j − 1) (30)

M2, b =
1

‖hb‖2

∞

∑
j = 0

j hb( j) hb( j − 1) (31)

Toutefois, on note que les quantités‖ha‖2 et‖hb‖2 peuvent̂etre
exprimées en fonction du carré des coefficients de Fouriergn,a

etgn,b :

‖ha‖2 =
∞

∑
n=0

g2
n, a et ‖hb‖2 =

∞

∑
n=0

g2
n, b (32)



D’après [8], il est facile de montrer que les fonctions de coût Ja

et Ja s’expriment d’une manière explicite en fonction des pôles
de Laguerreξa et ξb respectivement :

Ji =
(1 + M1, i)ξ2

i − 2M2, i ξ i + M1, i

(1− ξ2
i )

, i = a, b (33)

Notons que le nuḿerateur de chaque fonction de coût
Ji , i = a, b, est une fonction convexe, différentiable et non
négative d́efinie sur un intervalle ouvert convexeϑi =
{ξi ∈ ℜ telque|ξi | < 1}, tandis que leur d́enominateur est
une fonction pseudo-convexe surϑi . Donc toute solution de
∂Ja

/
∂ξa et ∂Jb

/
∂ξb est un minimum global deJa et Jb res-

pectivement [2]. Ainsi, les deux pôles optimaξopt,a et ξopt,b de
Laguerre au sens de la minimisation des deux critèresJa et Jb

sont obtenus comme suit :

ξopt, i =





ρi −
√

ρ2
i − 1 siρi > 1

ρi +
√

ρ2
i − 1 siρi < −1

(34)

où :

ρi =
2M1, i + 1

2M2, i
, i = a, b (35)

On note que les deux pôles optima, ainsi d́etermińes, ne
dépendent pas des ordres de troncatureNa et Nb. Par ailleurs,
chaque p̂ole optimalξopt, i , i = a, b, obtenu est en fonction du
param̀etre ρi , qui d́epend des coefficientshi du mod̀ele ARX.
En conśequence, il faut passer par une estimation des coeffi-
cientshi avant de d́eterminer le p̂ole optimalξopt, i consid́eŕe.
Afin d’ éviter le calcul des coefficientshi on utilise la ḿethode
de Tanguyet alexprimant la quantit́eρi directement en fonction
des coefficients de Fourier du modèle ARX - Laguerre. Pour ce
faire, on consid̀ere ces quantités :

T1,a =
∞

∑
n=0

(2n+1)g2
n,a et T1,b =

∞

∑
n=0

(2n+1)g2
n,b (36)

T2, a = 2
∞

∑
n=0

n gn,a gn−1,a (37)

T2, b = 2
∞

∑
n=0

n gn,b gn−1,b (38)

Dans la suite, le travail a pour but d’exprimerM1,a et M1,b par
T1,a etT1,b respectivement. On note d’après [8] que les fonctions
de Laguerre v́erifient la relation suivante pouri = a, b et n =
0, 1, 2, . . . :

∂ l i
n( j)

∂ξi
=

1

(1− ξ2
i )

[
(n + 1) l i

n+1( j)− nl in−1( j)
]

(39)

En combinant la relation (39) avec la relation (7), on peutécrire
pour i = a, b :

∂gn, i

∂ξi
=

(n + 1)
(1− ξ2

i )
gn+1, i − n

(1− ξ2
i )

gn−1, i (40)

Grâce à cette relation, les quantités T1,i et T2,i , i = a, b, sont
reliées via leur d́erivées et par rapport au pôle par les relations
suivantes :

∂T1, i

∂ξi
= − 2

(1− ξ2
i )

T2, i (41)

∂T2, i

∂ξi
= − 2

(1− ξ2
i )

T1, i (42)

En utilisant les relations (41), (42) et (32), on déduit les expres-
sions deM1,i etM2,i , en fonction deT1,i etT2,i , i = a, b :





M1, i =
(1 + ξ2

i )T1, i + 2ξi T2, i

2 (1− ξ2
i ) ‖hi‖2 − 1

2

M2, i =
(1 + ξ2

i )T2, i + 2ξi T1, i

2 (1− ξ2
i ) ‖hi‖2

(43)

Par suite, le param̀etre ρ i défini par la relation (35) peut se
réécrire en fonction deT1,i etT2,i :

ρ i =
(1 + ξ2

i ) T1, i + 2 ξi T2, i

(1 + ξ2
i ) T2, i + 2 ξi T1, i

(44)

Par conśequent,̀a partir des relation (34) et (44), les deux pôles
optima ξopt,a et ξopt,b de Laguerre obtenus au sens de la mi-
nimisation des deux critèresJa et Jb respectivement sont en
fonctions des coefficients de Fourier. Toutefois,à partir de la
repŕesentation ŕecursive (19) on constate que l’identification des
coefficients de Fourier est liéeà celle des p̂oles de Laguerre via
le vecteurX(k) ce qui ńecessite la connaissancea priori des
pôles. Dans ce cas, on propose une procédure it́erative baśee sur
un traitement en bloc des données. D’apr̀es les relations (27),
(32) et (36), on a :

T1,i = 2 ‖hi‖2 Ji + ‖hi‖2 , i = a, b (45)

D’où :
∂T1, i

∂ξi
= 2 ‖hi‖2 ∂Ji

∂ξi
, i = a, b (46)

En combinant la relation (46) avec la relation (41), on obtient :

2 ‖hi‖2 ∂Ji

∂ξ i
= − 2

(1− ξ2
i )

T2, i (47)

On constate alors que lorsqueJi atteint son minimum,T2,i est
nulle. De plus, lorsqueT2,i prend des valeurs proches de zéro,
Ji est proche de son minimum. Donc le pôle ξ i correspondant
est proche de sa valeur optimale. Cette propriét́e est exploit́ee
pour d́efinir l’algorithme d’identification des deux pôles optima
ξopt,a et ξopt,b.

Algorithme it ératif d’optimisation des pôles :
1. Fixer les deux ordres de troncatureNa et Nb et choisir

deux p̂oles stables initiauxξa, int et ξb, int arbitraires.
2. Calculer la matriceA, les vecteursby et bu et estimer

les coefficients de Fouriergn,a et gn,b optimaux par les
méthodes d’identification classiques.

3. Calculer pouri = a, b

T1,i =
Ni

∑
n=0

(2n+1)g2
n,i et T2,i =

Ni

∑
n=0

ngn, i gn−1, i (48)

4. Si les deux quantitésT2,a et T2,b sont proches de zéro, fin
de l’algorithme. Sinon

(a) Calculerρa et ρb de la relation(44).

(b) Déterminer les deux nouveaux pôlesξa,nov et ξb,nov

à partir de la relation(34).

(c) Construire deux nouvelles bases avec les deux pôles
ξa,nov et ξb,nov puis retoursà l’ étape 2.



IV. SIMULATION NUM ÉRIQUE

L’exemple de simulation illustre l’identification d’un filtre
linéaire d’ordre 4 de Butterworth [6] donné par sa fonction de
transfert suivante :

H(z) = H1(z) H2(z) (49)

avec :

H1(z) =

(
0.078+0.1559z−1 +0.078z−2

)

(1−1.3209z−1 +0.6327z−2)
(50)

H2(z) =

(
0.0619+0.1238z−1 +0.0619z−2

)

(1−1.0486z−1 +0.2961z−2)
(51)

Ce syst̀eme contient 9 param̀etres. L’entŕee du syst̀eme est un
signal blanc, gaussien, centré et de variance unité. La sortie est
perturb́ee par un bruit additif blanc, gaussien, indépendant du si-
gnal d’entŕee pour un rapport signal sur bruitégalà 30dB. Pour
diff érentes valeurs des ordres de troncature (Na et Nb) et pour
un jeu d’observationśegalà 3000on śelectionne les p̂oles op-
tima ( ξopt,a et ξopt,b ) par l’algorithme propośe òu on identifie
les coefficients de Fourier par la méthode des moindres carrés
étendus. Cecíetant onévalue pour chaque ordre de troncature
les performances d’approximation du modèle ARX - Laguerre
dévelopṕe en termes de calcul :

– du Taux de Ŕeduction Paraḿetrique (TRP).

– de l’Erreur Quadratique Moyenne Normalisée (EQMN) sur
une phase de validation de 1250 observations.

Par ailleurs, ońetudie les performances de l’algorithme d’op-
timisation des deux p̂oles de Laguerre suivant l’influence des
ordres de troncature. On note que pour la comparaison des
valeurs optimales des pôles de Laguerre calculées par l’algo-
rithme d’optimisation on peut tracer dans la figure 2 les courbes
théoriques des fonctionsJaetJb.
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Fig. 2. Courbes th́eoriques des fonctions de coût JaetJb

Afin d’ étudier l’effet des ordres de troncature (Na et Nb) sur
l’optimisation des p̂oles, on initialise les p̂oles de Laguerre par
ξ i, int = 0,001, i = a, b. Les performances de l’algorithme d’op-
timisation ainsi que celles du modèle ARX - Laguerre pro-
pośes sont obtenues pour100 exṕeriences ind́ependantes. Les
résultats obtenus sont reportés dans le tableau 1. En outre, la
figure 3 illustre le comportement des pôles estiḿes par l’algo-
rithme d’optimisation propośe.
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Fig. 3. Identification des p̂olesξa et ξb

Na,Nb ξa ξb EQMN (dB) TRP (%)
1 0,390±0,223 0,725±0,047 −22,952±0,393 77,77
2 0,382±0,171 0,720±0,039 −23,753±0,257 55,55
3 0,377±0,142 0,728±0,016 −24,710±0,481 33,33
4 0,384±0,189 0,718±0,005 −25,458±0,479 11,11
5 0,372±0,212 0,723±0,003 −26,355±0,308 −−
6 0,369±0,244 0,721±0,005 −26,575±0,463 −−
7 0,381±0,292 0,724±0,003 −27,332±0,748 −−
8 0,379±0,113 0,719±0,008 −27,549±0,471 −−
9 0,373±0,301 0,723±0,005 −27,810±0,6741 −−

Tab. 1. Valeurs optimales des pôles en fonction deNa etNb

A partir de la figure 2 les fonctions de coût Ja et Jb ont cha-
cune un minimum unique enξopt,a = 0,382 et ξopt,b = 0,728
respectivement. D’après le tableau 1, on constate que les va-
leurs des p̂oles optima sont proches de celles détermińees par
les courbes th́eoriques des fonctions de coût Ja et Jb. On ob-
serve aussi que les valeurs des pôles varient tr̀es peu avec les
ordres de troncature. Ainsi si l’objectif de l’étude est simple-
ment la d́etermination du p̂ole optimal, le choix arbitraire de
l’ordre de troncature n’a pas d’effet significatif sur la valeur
du p̂ole optimal obtenu. Toutefois, l’augmentation des ordres
de troncature permet d’augmenter la vitesse de convergence de
l’algorithme mais avec un surcoût de calcul. En effet, sur la fi-
gure 3, on peut noter que l’algorithme converge en quelques
itérations. Pour des ordres de troncature significatifs (Na, Nb
= 9 par exemple), deux̀a trois it́erations suffisent pour l’obten-
tion des valeurs des pôles optima. Pour des ordres de troncature
plus faibles, il est ńecessaire de recourirà plus d’it́erations. Ce-
pendant, on constate que lesécarts types des pôles calcuĺes pour
chaque ordreNb sont tr̀es faibles par rapport̀a ceux calcuĺes
pour chaque ordreNa. D’où l’influence importante de la sortie
sur l’optimisation du p̂ole ξa. Dans ce cas, il est judicieux de
proposer un algorithme d’optimisation adaptative des pôles.

Dans l’objectif de l’identification du système, on peut consta-
ter sur le tableau 1 que les ordres de troncature influent sur la
précision du mod̀ele ARX - Laguerre. En effet, en augmentant
l’ordre de troncature l’EQMN diminue. De plus, on peut noter
que le fait d’avoir un algorithme d’optimisation des pôles permet
d’améliorer non seulement l’estimation des pôles de Laguerre
mais aussi de garantir une réduction paraḿetrique significative
avec une pŕecision globale du mod̀ele estiḿe. Par exemple, pour
Na = Nb = 1 on a une EQMN = 0,51% et un TRP = 77,77
%. Dans ce cas, dans le but de valider le modèle ARX - La-
guerre on trace dans la figure 4 l’évolution de la sortie réelle et
la sortie du mod̀ele. L’évolution des coefficients du vecteur des



param̀etresc = [g0,a , g0,b]T , pendant la phase d’identification
par la ḿethode des moindres carrésétendus, est illustrée par la
figure 5 sur une fen̂etre de 1000 mesures.
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Fig. 4. Validation du mod̀ele ARX - Laguerre ;Na= Nb = 1
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Fig. 5. Evolution des param̀etres du vecteurc ; Na= Nb = 1

A présent, on consid̀ere unéetude comparative entre le modèle
dévelopṕe ARX - Laguerre et le mod̀ele de Laguerre. Ce dernier
est caract́eriśe par l’identification d’un seul p̂ole de Laguerre. Ce
pôle peut̂etre obtenu par la ḿethode de Tanguy et al [8]. On rap-
pelle que le mod̀ele de Laguerre est défini comme combinaison
linéaire des sorties des filtres de la base de Laguerre donné par
la relation suivante :

ỹN(k) =
N

∑
n = 1

gn ln(k,ξ) ∗ u(k)︸ ︷︷ ︸
xn(k)

(52)

où gn, ln(k, ξ), xn(k) et ξ sont les coefficients de Fourier, les
fonctions de Laguerre, les sorties des filtres de Laguerre et le
pôle de Laguerre respectivement. Dans le tableau 2 on donne les
valeurs des p̂oles optima ainsi que les performances du modèle
de Laguerre associé au syst̀eme donńe par (49)-(51) en terme
d’EQMN et du TRP en fonction de la variation de l’ordre de
troncatureN. Ces simulations sont exécut́ees dans les m̂emes
conditions que celles retenues pour le modèle ARX - Laguerre.

N ξ EQMN (dB) TRP (%)
1 0,696±0,0110 −16,491±0,369 88,88
2 0,694±0,0083 −18,316±0,296 77,77
3 0,702±0,0025 −18,842±0,336 66,66
4 0,669±0,0058 −22,445±0,214 55,55
5 0,667±0,0030 −22,915±0,277 44,44
6 0,673±0,0022 −23,194±0,249 33,33
7 0,657±0,0015 −23,926±0,266 22,22
8 0,658±0,0018 −24,113±0,466 11,11
9 0,658±0,0022 −24,353±0,303 −−

Tab. 2. Performances du modèle de Laguerre

On peut remarquer d’après les tableaux 1 et 2, qu’à ordre de tron-
cature identique le modèle ARX - Laguerre approxime mieux

le syst̀eme simuĺe malgŕe que le TRP est un peúelev́e. On
peut observer que pour atteindre les mêmes performances du
mod̀ele ARX - Laguerre en terme d’EQMN, on doit augmen-
ter l’ordre de troncatureN du mod̀ele de Laguerre. Pour des
ordres de troncatureNa et Nb faibles la pŕecision de la recons-
truction du syst̀eme, donńee par l’EQMN, est meilleure lorsque
le mod̀ele ARX - Laguerre est utiliśee. Par ailleurs, plus les
ordres de troncature augmentent, plus les performances des deux
repŕesentations se rejoignent.

V. CONCLUSION

Dans ce travail, une nouvelle modélisation des systèmes
linéaires aét́e introduite en montrant que la complexité pa-
ramétrique d’un mod̀ele ARX peutêtre ŕeduite. Cette ŕeduction
est obtenue par le développement des paramètres du mod̀ele
ARX sur deux bases indépendantes de Laguerre associées res-
pectivement̀a l’entŕee età la sortie. Le mod̀ele d́evelopṕe est
intitulé mod̀ele ARX - Laguerre mis sous une représentation
récursive simple. Chaque base de Laguerre est caractériśee par
un seul p̂ole dont sa valeur optimale garantie une réduction pa-
ramétrique significative du mod̀ele ARX - Laguerre. Pour ce
faire, on a propośe un algorithme d’optimisation des deux pôles
de Laguerre de manière analytique basé sur l’extension de la
méthode de Tanguy et al. Le modèle ARX - Laguerre ainsi que
l’algorithme d’optimisation des p̂oles ontét́e valid́es en simula-
tion nuḿerique dans le cas d’un système stochastique en four-
nissant une bonne performance d’approximation.
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