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Résumé— Un échangeur de chaleur sert pour illustrer une
approche par le calcul opérationnel & I’identification de pa-
ramétres de systémes a4 parametres répartis linéaires. Une
simplification résulte de I’emploi de mesures en trois points,
dont le point central se trouve a distance égale des deux
autres. Une paramétrisation adaptée de la solution générale
du systéme opérationnel ordinaire associé permet ainsi de
trouver une équation d’identification linéaire en les pa-

rameétres a identifier. Ses coefficients sont quadratiques en
les mesures. Ainsi, dans le domaine temporel, on obtient une
solution basée sur la convolution temporelle de ces signaux
et une intégration par raport au temps. Une modification ef-

N

ficace de la méthode consiste & introduire une pondération
exponentielle et une approximation. Ainsi on s’affranchit du
calcul cotiteux des convolutions. Quelques résultats de simu-
lations permettent d’en voir 1’utilité.

Mots-clés— Identification, échangeurs de chaleur, systémes a
parametres répartis, calcul opérationnel.

I. INTRODUCTION

Dans [7], [8] une approche algébrique, basée sur le calcul
opérationnel, a I'identification de parametres de systemes a
parametres répartis linéaires a été proposée. Cette méthode
est une suite de résultats de [3], que 'on avait d’abord
étendu au cas des systemes a retards, comme ’avaient fait
les auteurs de [2] indépendamment. L’article [8] permet
de voir que la méthode est assez générale, en principe, au
moins pour les systemes linéaires en une dimension d’es-
pace. Toutefois, apres cette premiere étude préliminaire,
plusieurs questions restent ouvertes et les différents algo-
rithmes possibles doivent étre plus amplement étudiés, et
comparés a 'aide d’exemples.

Ainsi, dans la présente contribution, on étudie un
échangeur de chaleur. Il est clair que l’équation des
télégraphistes se préte a un calcul analogue. Bien qu’on
peut, en principe, appliquer les méthodes de [8] avec des
mesures aux bords, une simplification résulte de 1’emploi
de mesures en trois points, dont le point central se trouve
a distance égale des deux autres. Ainsi le cas des mesures
aux bords et au milieu de I’échangeur est considéré ici. Le
systéme a été étudié dans [6] pour la planification de trajec-
toires et le calcul de commandes en boucle ouverte. Comme
dans ce dernier article, en employant le calcul opérationnel
(ou de maniere analogue la transformée de Laplace), on
obtient le systeme opérationnel ordinaire associé.

La solution générale de ce systeme peut étre écrit avec

deux parametres fonctionnels libres. En I’évaluant dans les
trois points de mesures, on élimine ces fonctions, et ’on
obtient ainsi une équation d’identification linéaire en les
parametres & identifier. (Contrairement, dans [8] on se sert
de la dérivation par rapport a s pour générer des équations
permettant d’éliminer les fonctions.) Les coefficients de
I’équation d’identification sont quadratiques en les mesures.
Dans le domaine temporel il en résulte une formule basée
sur la convolution temporelle des signaux de mesure et
une intégrale temporelle. Une méthode alternative efficace
consiste a introduire une pondération exponentielle et une
approximation. Ainsi on s’affranchit du calcul cotiteux des
convolutions.

On traite ici le cas des conditions initiales nulles. Fi-
nalement, quelques résultats de simulations permettent de
voir 1'utilité des méthodes. On en conclut que la méthode
asymptotique avec une pondération exponentielle est par-
ticulierement intéressante.

II. MODELE D’ECHANGEURS DE CHALEUR

Un échangeur de chaleur simple est composé de deux
tubes (cylindriques) posés 'un dans 'autre (et partageant
le méme axe de symétrie) : voir figure 1. Supposant que
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Ti(z,t) v
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z=0

Fig. 1. Echangeur de chaleur

I’échange thermique entre le tube extérieur et '’environne-
ment soit négligeable, et négligeant aussi la diffusion ther-
mique, le modele mathématique d’un tel échangeur type
peut s’écrire :

oT; o1,
T + v 5 a (Te —Th) (1la)
oT. o,
ot + Ve 9. b (Tl - Te) . (1b)



Dans ces équations T,(z,t) et Ti(z,t) désignent les champs
de température dans les tubes extérieur et intérieur respec-
tivement, ou z € [0,1] est la variable spatiale, et t > 0 le
temps. Les parametres réels constants de ce modele sont :
les vitesses v; et v, les densités p;, po, et les capacités de
chaleur spécifiques ¢;, ¢, des fluides internes et externes; le
coefficient d’échange thermique «; et les rayons r; et 7.
Avec ces parametres physiques on obtient

2 Qi 2T‘i keiai
a = ) el = —5 = .
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Pour simplifier les notations on considére un échangeur de
longueur normalisée.

Grace a la linéarité du modele, les conditions initiales
stationnaires peuvent étre supposées nulles :

Ti(z,0) = To(2,0) = 0.

Les é.d.p. sont identiques dans les deux cas (parallele et
contre-courant), si I'on utilise une vitesse du tube interne
négative, v; < 0, pour le contre-courant. Par contre, le
fluide entre & z = 1 dans ce dernier cas : Les conditions
aux frontieres, quant a elles, different dans les deux cas. En
considérant la température a entrée du tube extérieure (a
z = 0) comme commande, u(t) = T.(0,t), les conditions
aux frontieres sont :

Ti(0, 1) = Tio(t) = 0,  Te(0,4) = u(t)

pour le courant parallele, et
Ti(1,t) =T (t) =0, To(0,t) = u(t)
avec le contre-courant.

Il s’avere utile de diviser les équations (1) par les vi-
tesses :

Les équations (1) s’écrivent ainsi

o, o, -
az+Viﬁ - fi (1. —Ti) =0
oT. O -

02 +Veﬁ _ﬁe(Tl_Te)—O-

Dans la présente contribution, ce sont les parametres [
et Oe qui seront identifiés, ou de maniere équivalente les
parametres a et b, supposant les vitesses v; et 1, connues.

A. Modéle opérationnel

Introduire I'opérateur s pour la dérivation temporelle et
les fonctions opérationnelles 7;(z) et T, (z) meéne au systeéme
différentiel ordinaire

Doy wst - (T-1) =0
Mo vust — g (f-1) =0

En forme matricielle, on écrit 97/0z = AT avec T =

(T3, T2)T et
s (—vis =B Bi
A_< Be _Ves_ﬁe)'

Avec

2
o= \/((Vi—Ve)S +ﬂi_ﬂe) 1 BifBe.

4

son équation caractéristique det(Ip — 121) =0 est

2
<p+ (V1+Ve)52+ﬂi+ﬂe> a0,

dont les zéros

(Vi +ve) s+ Bi + Pe

p1=— 5 +a
(i +ve) s+ Bi + Be
P2 = — B) -

Désignant son flot (sa matrice fondamentale) par ®(z) =
exp(zA), on a

() -wnliis) o

Il convient d’écrire ® avec deux parametres scalaires Sp
et Sy comme

B(2) = 151(2) + ASs(2). (4)

ol 5'1, S, sont deux solutions de I'équation différentielle
associée a l'équation caractéristique (2) de la matrice A :
det(19, — A)S;(z) =0, i=1,2
avec S1(0) = 1, 9,51(0) = 0, S5(0) = 0 et 8.59,(0) =
1. En utilisant les solutions exponentielles de 1’équation

différentielle caractéristique on identifie (aprés quelques
lignes de calcul élémentaire)

Si(z) = i (—p2eP® + pref?®) (5a)
So(z) = i (P17 — oPo%) (5b)
Utiliser la formule (4) dans (3) donne
T(z) = M(T(20))S(2 — =) (6)
noy_ (Tiz) : _ (51(z— =)
1= (1) Se-=-(3013)
et

com _m aay _ (T BT —Ti(vis + 3)
i) = @ af) = (Gl )



ITI. IDENTIFICATION DE PARAMETRES
A. Identification de parameétres par des mesures aux bords

Supposant les mesures des deux températures aux bords
disponibles, on peut dériver des formules pour les pa-
rametres en suivant les lignes de [7], [8]. Les mesures aux
bords sont reliés par (6) avec z = 1,29 =0 :

T(1) = M(1(0)S(1). (7)

Dériver cette formule par rapport & s (avec la notation e’
pour cette dérivation algébrique) donne

() = & (N(P0) $0) + MEO)F(). (8)

On peut donc faire appel a I'équation différentielle (par
rapport & s) satisfaite par les fonctions S;,i=1,2dans (5),
qu’on obtient en dérivant (5) par rapport a s et remplagant
ensuite les exponentielles :

(p2 = p1)(0'5(2) + aS'(2)) =

v / ’ / 1 R
( pgpllfgplz P} +p/12922) ( p1> 0$(2).

9
—P2c 1 po (92)

L’évaluer en z = 1, en utiliser le résultat dans (8) et sub-
stituer S(1) en se servant de (7) donne une formule re-
liant les mesures aux bords et les parametres. En inspec-
tant cette relation on s’apercoit qu’elle est polynomiale en
les parametres et en s. En la multipliant par une puissance
suffisamment élevée de s~! on se débarrasse des facteurs en
s, qui meneraient a des différentiations des signaux de me-
sures. La formule obtenue fait intervenir aussi des dérivées
par rapport a s, qui correspondent a la multiplication par
—t dans les formules temporelles. Toutefois, le fait que les
formules obtenues sont polynomiales en les parametres les
rend compliquées.

B. Identification avec une mesure supplémentaire

Une simplification résulte de I’emploi de mesures en trois
points, dont le point central se trouve a distance égale des
deux autres : On obtient une formule linéaire en les pa-
rametres. Ainsi le cas des mesures aux bords et au milieu
de I’échangeur est considéré.

La formule (6) permet de décrire les liens entre les me-
sures a différents endroits de I’échangeur. En mesurant les
températures non seulement aux bords mais aussi au milieu
(& z = 1/2) on obtient des formules relativement simples
(voir la fin de cette section pour une méthode alternative).

Ainsi, avec zg = 0 il vient & z = 2

T,(3)=T:(0)51 (3)+ (BT (0) —T3(0) (vis+3:)) S2(3)

N| =

Te(%) :Te(o)gl( )+ (561—‘1(0) _Te(o)(yes+5e)) Sa(

N

etavecz():%etz:lona

Eliminer Sl(%) en utilisant les équations (10a) et (10d)

donne

o
=
I

L0) (s + B))Te(3)%2(3)
{(3) = Te(3) (Wes + B))T3(0)52(3)-
(

De méme, avec (10b) et (10c) il vient

ﬂ>

Ti(3)Te(3) = Ti(1)1:(0)
= (B13(0) — T(O)(Vcs+ﬂc)) Ti(3)5:(3)
— (BTe(3) = Ti(5) (s + £))e(0)S2(5).

Une addition mene a

N[—

211(3)Te(3) = Ti(0)To(1) — T3(1)7:(0)
= ((ve —1)s + e — B1)D  (11a)
et (BO T3 g1
b= (70 7.(3)) S0
Alinsi les équations (10a) et (10¢) donnent
BB - TOFRN) = -4D,  (11b)

et (10d), on obtient

Te(%)Te(%) - Te(o) e(]-) = B.D (11C)
En éliminant D on a donc
CAtl (g;) = (—053> ((Ve VI)S + B — ﬁl)
CA(l = Qﬁ(%)fe(%) - Ai(o) Ae(l) - Al(l)jﬂe(o)
oy = TH0)T3(1) — Ti(3)Ti(3)
A3 - AC(O)TC(l) - TC(%)TC(%%
ou bien
G+ Cy 0y Bi\ Oy ‘
( Gy Oyt c;) <ﬂ) = <c~3) (e —1) s (12)

=B

Visiblement, tout autre triple de points de mesure dont
le point central se trouve a distance égale des deux autres
peut étre utilisé de la méme maniere.

Comme la multiplication par s correspond a une
différentiation, il convient de multiplier la formule (12) par
son inverse :

(13)

La matrice B et le vecteur b sont quadratiques en les me-
sures, ce dernier étant en plus linéaires en la différence
Vi — Ve.



L’interprétation temporelle de cette formule donne

/ By ar () =),

0

(14)

ot l'on comprend par B(7) lexpression obtenue par la
convolution temporelle des signaux de mesures correspon-
dant aux produit apparaissant dans les composants de B ,
et de méme pour b(t).

Elle peut étre résolue exactement,

(7)-

ou bien en recherchant une approximation par la méthode
des moindres carrées.

On voit sur ’équation (12) que la méthode présentée
permet d’identifier les parametres J; et (., et donc a et
b, si, et seulement si, les vitesses v; et v, sont connues et
différentes I'une de l'autre (ce qui joue un role dans le cas
parallele seulement). Toutefois, ceci ne permet de dire, ni
si ces parametres pourraient étre identifiés sur la base de
(7) ou (10), ni si la méthode développée en section ITI-
A permet de les identifier. Une plus ample discussion de
I'identifiabilité de ce genre de systémes se trouve dans [1].

Comme annoncé plus haut, & partir de (6) on peut
développer un calcul alternatif. Avec M*(z) = M(T(z))

et zo =01l vient & z = 4

t

/B(T) dr

0

b(t), (15)

2
T(3) = M*(0)S(3) (16a)
etavecz():%etz:l
T(1) = M*(3)S(3). (16b)

Une multiplication & gauche de la premiere de ces
équations par adj M (0)det M*(%) et de la seconde par
adj M(%) det M*(0) permet d’éliminer S(%) :
adj M (0) det M*(3)T(L) = adj M (%) det M*(0)T(1).

Or, les expressions résultantes sont des polynomes de degré
4 en Ti(2),Tu(2),z € {0,1 5,1}. 11 faudra ensuite des cal-
culs symboliques supplémentaires, ou bien une évaluation
numérique qui sera plus lourde qu’avec la méthode énoncée
ci-dessus.

C. Identification asymptotique

Comme la convolution demande un effort de cal-
cul numérique assez important (en particulier dans des
problémes plus complexes que celui traité ici) il convient
de simplifier les algorithmes. A cette fin, on peut intro-
duire une pondération en multipliant les signaux par e

Ainsi (13) donne
(g;) ~(s—a)b" =0,

ou 'on comprend par Be I’expression obtenue par la mul-
tiplication classique (ponctuelle, et non la convolution) des

(17)

composants de B par e, et de méme pour b". Dans le
cadre du calcul opérationnel de Mikusiniski, cette opération
correspond & 'opération notée T (sans rapport avec le
symbole T' pour la température), qui est commutative et
par rapport a ’addition et par rapport a la multiplication
(& comparer au Théoreme de Pamortissement (ou décalage
fréquentiel)). On a aussi T%s = s — a. Une intégration

fournit
/ 0(%) - j(;t_a)ba@da 0

pour a < 0 et des signaux dont la valeur absolue est bornée
par e~ pour assurer I'existence des intégrales.
Si les conditions initiales des signaux sont nulles on a

b*(0) = b(0) = 0 et

[ o)

/ b(#)e + ab(t)e™ — ab(t)e® dt

=b(0) — /0 b(t)e™ dt = /OOO b (t) dt, .
et ainsi
ZBO‘(t) dt (g) +a Zba(t) dt = 0. (20)

Grace a la distributivité de l'intégration par rapport a la
multiplication, on peut intégrer avant la multiplication, ce
qui permet d’éviter 'opération cotiteuse de la convolution.
Pour I'implémentation on utilise une limite supérieure finie
de l'intégration, I'erreur étant peu importante pour t large
a cause de la décroissance de e®*. La résolution par rapport
aux parametres a identifier est alors aisée.

IV. RESULTATS DE SIMULATIONS

Les résultats de simulations reportés concerneront le cas
du contre-courant. Les vitesses sont normalisées et le signal
d’entrée, la trajectoire de température ¢t — T.(1,%), est un
échelon (de hauteur 10). L’évolution des températures dans
les deux tubes suite a cette entrée est donnée en haut de
la figure 2. Le code de simulation utilisé est basé sur une
intégration le long des caractéristiques. En bas de cette
figure en voit un exemple de l'identification des deux pa-
rametres.
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mule exacte (14)
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identification avec quatre

La convergence de l'estimation dépend des valeurs des
parametres. Dans les figures 3, 4 et 5 on voit les résultats
des trois méthodes avec des jeux de parametres différents :
lemploi de la formule (14), la solution de (15) par les
moindres carrées, et la méthode asymptotique. Une valeur
proche de la valeur réelle s’établit plus vite pour des va-
leurs du parametre a plus grands, voir la figure 3. Avec a
plus grand, Uinfluence du tube extérieur (c’est la qu’agit
lentrée) dans le comportement du tube intérieur est plus
important.

La figure 6 illustre 'influence de la valeur du parametre
« dans T%. Comme on l'attend, le plus grand la valeur
absolue de a, le plus vite la valeur de ’approximation finie
de I'intégrale peut étre jugée suffisante.

Bien sur, le bruit sur les signaux de mesure doit étre
considéré. On se restreint ici a ne reporter qu'un seul
résultat. La figure 7 peut donner une impression de l'in-
fluence du bruit sur le résultat de l'identification. On y
compare les trois méthodes en considération, avec un bruit
suivant une loi normale & moyenne nulle et écart-type de
0.1 des amplitudes des signaux de mesures.

V. CONCLUSION

Différentes variantes d’une méthode pour lidentifica-
tion de parametres de systemes linéaires a parametres
répartis ont été proposées et illustrées a I’aide d’un exemple
d’échangeur de chaleur. Nos études indiquent que c’est la
méthode asymptotique qui est préférable, et pour sa rela-
tive simplicité numérique et pour sa performance.

Fig. 7.
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