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Résumé—Motivés par le récent développement de la Stimu-
lation Cérébrale Profonde pour le traitement de maladies
neurologiques, nous développons un modèle descriptif de
neurones interconnectés sous retour de leur champ moyen.
Sous des hypothèses classiques, ce système peut être réduit
à une version modifiée du modèle de Kuramoto pour os-
cillateurs non-linéaires couplés. Nous présentons une étude
analytique de l’existence de solutions à phases verrouillées.
En particulier, pour une configuration d’interconnexion et
de commande générique, nous montrons que les solutions à
phases verrouillées ne peuvent exister dès lors qu’un retour
de sortie non nul est appliqué. Ces résultats préliminaires
ouvrent le chemin à des études plus avancées, comme l’ana-
lyse de la robustesse de la synchronisation sous le retour du
champ moyen et la synthèse d’un retour d’état désynchro-
nisant, avec applications aux maladies neurologiques.

I. Introduction

Durant les dernières décennies, diverses disciplines scien-
tifiques ont porté un grand intérêt aux phénomènes de syn-
chronisation pour des problèmes tant pratiques que théo-
riques concernant les systèmes auto-organisés (cf. e.g. [31],
[30], [20], [32], [24]). L’un de ces domaines applicatifs est
celui des neurosciences. En particulier, chez les patients
atteints de la maladie de Parkinson, les neurones de la
zone sous-thalamique, et notamment ceux du noyau sous-
thalamique (STN), présentent une activité périodique syn-
chrone (3-6 Hz) qui entraîne le tremblement des membres
en activant des régions pré-motrices et le cortex moteur
[4], [29]. Chez les patients sains, les signaux électriques gé-
nérés par ces neurones sont décorrélés, i.e. désynchronisés
[19]. La stimulation cérébrale profonde (DBS), inventée par
l’équipe du Prof. Benabid dans les années 90 [6], est un trai-
tement intéressant de la maladie de Parkinson. Cette tech-
nique consiste à introduire une ou plusieurs électrodes dans
le STN. Ces électrodes génèrent un signal électrique à basse
tension et à “haute” fréquence (>100 Hz), ce qui a pour ef-
fet de réduire drastiquement les symptômes physiques de
la maladie [6]. A l’heure actuelle, ce signal électrique est
généré par un stimulateur cardiaque artificiel standard et
ne tient aucun compte de l’activité neuronale du STN. Par
conséquent, il n’est pas optimisé pour ce traitement spéci-
fique. De plus, les phénomènes impliqués dans le fonction-
nement de la DBS n’étant pas encore bien compris, un ré-
glage empirique des paramètres (amplitude/fréquence) est
nécessaire. Ce réglage peut durer plusieurs jours et son ef-
ficacité n’est pas garantie [22]. Les patients peuvent aussi

subir des effets secondaires néfastes [22], [25] ou une into-
lérance à la DBS [14] au cours du traitement. Pour déve-
lopper des techniques de stimulation plus efficaces et plus
parcimonieuses, une meilleure compréhension des phéno-
mènes de synchronisation et de désynchronisation des neu-
rones concernés est nécessaire [16]. Nous proposons ici une
analyse basée sur des modèles non-linéaires.
L’utilisation de modèles mathématiques pour l’analyse

de la synchronisation a commencé il y a plus de vingt ans,
avec les travaux pionniers de Kuramoto [15] et de Win-
free [32]. De nombreuses études ont ensuite généralisé leurs
résultats [23], [8], [1], [2], [13], [28], [7], [5], [24]. Tous ces tra-
vaux se concentrent sur le problème de la synchronisation.
Ce n’est que récemment que la communauté scientifique
a commencé l’étude du problème de désynchronisation, en
particulier dans le cas des maladies neurologiques [16], [21],
[27], [26], [10], [17].
Un modèle descriptif de la DBS doit prendre en compte

de nombreuses contraintes pratiques. La connectivité entre
les neurones (poids synaptiques) dans le STN ne peut pas
être modifiée directement. Le nombre limité d’électrodes
et leur taille, très grande par rapport à l’échelle neuronale,
empêchent de contrôler et de mesurer individuellement l’ac-
tivité électrique de chaque neurone. Chaque neurone est
donc affecté par le même signal électrique, modulo un gain
permettant de prendre en compte l’inhomogénéité du mi-
lieu. De la même manière, la seule mesure réaliste dispo-
nible est celle de l’activité électrique moyenne pondérée de
l’ensemble ; chaque neurone contribuant, au travers de son
potentiel de membrane, au champ moyen mesuré par l’élec-
trode. Le gain de l’entrée de chaque neurone et sa contribu-
tion au champ moyen dépendent par ailleurs de paramètres
difficiles à déterminer précisément, comme la conductivité
électrique des tissus et la distance entre les neurones et les
électrodes. De plus, la topologie d’interconnexion entre les
neurones est mal connue.
En termes automaticiens, l’objectif de commande est

donc de désynchroniser un système non-linéaire d’ordre
élevé fortement incertain par retour scalaire (la stimulation
électrique) d’une sortie scalaire (le champ moyen mesuré).
Forts de ces considérations, nous développons un modèle
simple décrivant un ensemble de neurones interconnectés
sous l’influence d’un signal électrique. Ce signal de stimu-
lation (par retour de sortie) est choisi proportionnel au



champ moyen réel, c’est-à-dire la moyenne pondérée des
tensions de membrane des neurones du STN. Notre ap-
proche permet de prendre en compte tous types de pon-
dérations et de topologies d’interconnexion entre les neu-
rones. Sur ce modèle, nous étudions l’existence de solutions
à phases verrouillées, qui décrivent l’état de synchronisa-
tion pathologique. Pour une classe générique de topologies
d’interconnexion, nous montrons analytiquement que, dès
que la stimulation n’est pas nulle, il ne peut exister de solu-
tion à phases parfaitement verrouillées. Pour une intensité
de stimulation suffisamment forte, les simulations montrent
l’existence d’états totalement désynchronisés, correspon-
dant à un état non pathologique. Bien entendu, pour une
stimulation d’intensité faible, un état “pratiquement syn-
chronisé” est observé ; les neurones évoluant avec une diffé-
rence de phase non constante, mais bornée. Du point de vue
médical, une telle activité neuronale dans le STN pourrait
demeurer pathologique. Ces observations ouvrent le chemin
à des études futures sur la robustesse de la synchronisation
et sur la synthèse d’un retour de sortie totalement désyn-
chronisant.
L’article est organisé comme suit. Dans la Partie II nous

développons un modèle original de neurones interconnec-
tés sous le retour du champ moyen. Dans la Partie III nous
définissons les solutions à phases verrouillées que nous ca-
ractérisons par l’équation des points fixes associés et nous
exposons le résultat principal de l’article. Dans la Partie
IV nous vérifions le résultat sur un exemple numérique.
Les preuves sont exposées dans la Partie VI.

II. Derivation du modèle

Les modèles de neurones physiquement réalistes, comme
le modèle de Hodgkin-Huxley [11] et le modèle de
FitzHugh-Nagumo [9], définissent un cycle limite à deux
dimensions, c’est-à-dire une orbite périodique dans l’espace
d’états défini par la tension et l’inductance de la membrane
neuronale (ceci n’est vrai que pour les neurones présentant
une activité autonome périodique, comme les neurones du
STN). Pour simplifier l’analyse de la synchronisation, il est
donc possible de considérer un cycle limite à deux dimen-
sions plus simple et d’associer toutes les autres caractéris-
tiques dynamiques du système original au terme de cou-
plage, en utilisant la théorie de la courbe de réponse de
phase [12, Chapitre 10]. Une représentation simple de ce
cycle limite à deux dimensions est donnée par l’oscillateur
de Landau-Stuart [15]

ż = (iω + ρ2 − |z|2)z , z ∈ C ,

qui représente une forme normale d’une bifurcation
d’Andronov-Hopf super-critique, où ω ∈ IR et ρ ∈ IR∗+ re-
présentent respectivement la fréquence naturelle et le rayon
de l’oscillation.
Le couplage neuronal dépend de la tension et de l’in-

ductance de la membrane neuronale [18]. Dans ce modèle,
la partie réelle de l’oscillation est associée à la tension,
tandis que la partie imaginaire correspond à l’inductance.
Nous supposons que leurs contributions au couplage sont
les mêmes, ce qui correspond à un couplage linéaire entre
chaque paire d’oscillateurs. Le modèle pour N neurones

couplés devient alors

żi = (iωi + ρ2
i − |zi|2)zi +

N∑
j=1

κijzj , ∀i = 1, . . . , N ,

où κij , i, j = 1, . . . , N , représente l’influence du neurone j
sur le neurone i. La matrice

κ := [κij ]i,j=1,...,N ∈ IRN×N (1)

est la matrice d’interconnexion. En pratique, l’intercon-
nexion réelle entre les neurones du STN est complexe et
mal connue. La possibilité de pouvoir considérer tous types
de topologies d’interconnexion constitue donc une caracté-
ristique intéressante de l’approche développée ici.
Comme déjà évoqué, le nombre limité et la taille relative-

ment importante des électrodes font du champ moyen réel
(i.e. la moyenne pondérée des potentiels de membrane) la
seule mesure réaliste disponible pour la DBS. Par ailleurs,
ni la distance entre les neurones et les électrodes ni la
conductivité des tissus voisins ne sont connues avec préci-
sion, l’influence de chaque neurone sur la mesure est donc
à la fois hétérogène et inconnue. Nous définissons en consé-
quence la sortie du système par

y :=
N∑
j=1

αjRe(zj), (2)

qui représente le champ moyen réel de l’ensemble, où α :=
[αj ]j=1,...,N ∈ IRN+ est un vecteur (inconnu) qui décrit la
contribution de chaque neurone à la mesure.
De la même manière, nous définissons le vecteur β :=

[βj ]j=1,...,N ∈ IRN , supposé également inconnu, pour dé-
crire l’influence du signal de stimulation sur chacun des
neurones. Le modèle pour N oscillateurs complexes couplés
sous le retour du champ moyen réel est ainsi défini par

żi = (iωi + ρ2
i − |zi|2)zi +

N∑
j=1

κijzj + βi

N∑
j=1

αjRe(zj), (3)

pour tout i = 1, . . . , N . Les constantes {ωi}i=1,...,N consti-
tuent les fréquences naturelles. Les deux vecteurs α et β dé-
finissent les paramètres de la chaîne de mesure-stimulation.
Afin de simplifier l’analyse de ce réseau d’oscillateurs, nous
supposons que chacun d’entre eux évolue avec un rayon
constant.

Hypothèse 1 Pour tout i = 1, . . . , N , il existe ri > 0 tel
que, pour tout t ≥ 0, la solution de (3) satisfait |zi(t)| = ri.

Cette hypothèse, introduite implicitement par Kuramoto
dans la dérivation de son modèle [15], est communément
utilisée dans le cadre de l’étude de la synchronisation [23],
[8], [1], [2], [13], [28], [7], [15], [24]. Elle n’est pas vérifiée en
général, mais elle est satisfaite pour des gains de couplage
faibles et de petites valeurs d’entrées. Sous l’Hypothèse 1,
nous pouvons extraire du système (3) la dynamique de la
phase de chaque oscillateur. Celle-ci définit le modèle de
Kuramoto sous retour du champ moyen réel. Plus précisé-
ment, en écrivant zi(t) = rie

iθi(t) nous obtenons, après des
calculs élémentaires,

θ̇i = ωi+
N∑
j=1

(kij+γij) sin(θj−θi)−
N∑
j=1

γij sin(θj+θi) , (4)



pour tout i = 1, . . . , N . La matrice

k := [kij ]i,j=1,...,N =
[
κij

rj
ri

]
i,j=1,...,N

(5)

est appelée matrice de couplage, tandis que

γ := [γij ]i,j=1,...,N =
[
βi
2
αjrj
ri

]
i,j=1,...,N

(6)

définit le gain de retour de sortie. Nous définissons égale-
ment la matrice de couplage modifiée

Γ := [Γij ]i,j=1,...,N := [kij + γij ]i,j=1,...,N ∈ IRN×N . (7)

Nous mettons l’accent sur le fait que le modèle (4) est nou-
veau dans la littérature et autorise, par le choix des para-
mètres α, β et κ, une topologie d’interconnexion neuronale
et une pondération de la contribution de chacun des neu-
rones tout à fait générales.

III. Existence de solutions à phases verrouillées

Nous commençons cette section en précisant la notion de
verrouillage de phases.

Définition 1 Une solution {θ∗i }i=1,...,N du système (4) est
dite à phases verrouillées si elle satisfait

θ̇∗j (t)− θ̇∗i (t) = 0 , ∀ i, j = 1, . . . , N , ∀t ≥ 0 . (8)

En d’autres termes, le rythme de décharge est le même
pour chaque neurone de la zone concernée, ce qui corres-
pond à une activité collective synchronisée (pathologique).
Cette définition équivaut à l’existence de différences de
phase constantes ∆ := [∆ij ]i,j=1,...,N telles que

θ∗j (t)− θ∗i (t) = ∆ij , ∀ i, j = 1, . . . , N , ∀t ≥ 0 . (9)

Les conditions initiales satisfont alors

θ∗j (0)− θ∗i (0) = ∆ij , ∀ i, j = 1, . . . , N. (10)

Une solution à phases verrouillées peut être aussi caracté-
risée par l’existence d’une fonction mesurable Ω : IR+ → IR
telle que

θ∗i (t) = θ∗i (0) +
∫ t

0

Ω(s)ds , ∀i = 1, . . . , N , ∀t ≥ 0 . (11)

La fonction Ω définit la fréquence de l’oscillation collec-
tive (éventuellement variable dans le temps), c’est-à-dire
θ̇∗i (t) = Ω(t), pour presque tout t ≥ 0 et tout i = 1, . . . , N .
La proposition suivante, dont la preuve est donnée dans

la Partie VI-A, exprime le fait que la recherche d’une so-
lution à phases verrouillées peut se résumer à la résolution
d’un ensemble d’équations algébriques non-linéaires en ∆
et Ω.

Proposition 1 Pour tout ensemble de conditions ini-
tiales {θ∗l (0)}1≤l≤N ⊂ IR et de fréquences naturelles
{ωi}i=1,...,N ⊂ IR, et pour toute matrice de couplage k ∈
IRN×N et tout gain de retour de sortie γ ∈ IRN×N , le mo-
dèle de Kuramoto sous le retour du champ moyen réel (4)
admet une solution à phases verrouillées avec différences

de phase ∆ ∈ IRN×N et fréquence d’oscillation collective
Ω : IR+ → IR si et seulement si les conditions suivantes
sont satisfaites pour tout i, j = 1, . . . , N :

ωj − ωi +
N∑
l=1

[
Γjl sin(∆jl)− Γil sin(∆il)

]
= 0 (12a)

N∑
l=1

[
γjl sin

(
2
∫ t

0

Ω(s)ds+ ∆jl + 2θ∗j (0)
)

−γil sin
(

2
∫ t

0

Ω(s)ds+ ∆il + 2θ∗i (0)
)]

= 0 , (12b)

où Γ est la matrice de couplage modifiée (7).

Ce résultat est trivial pour le modèle de Kuramoto sans
entrée (i.e. β = 0), mais la généralisation au retour du
champ moyen réel constitue un premier résultat d’intérêt.
Le lemme suivant exprime, quant à lui, le fait que les

différences de phase solutions de (12) sont exclusivement
déterminées par la relation statique (12a) et ne dépendent,
en particulier, que de la matrice de couplage modifiée Γ.
Ce lemme est prouvé dans la Partie VI-B.

Lemme 1 Pour tout ensemble de conditions initiales
{θ∗l (0)}1≤l≤N ⊂ IR et tout ensemble de fréquences natu-
relles {ωi}i=1,...,N ⊂ IR, ainsi que pour toute matrice de
couplage k ∈ IRN×N et tout gain de retour γ ∈ IRN×N ,
il existe une solution ∆∗ ∈ IRN×N de l’équation (12a)
telle que, si la paire (∆,Ω) est solution du système d’équa-
tions (12), alors ∆ = ∆∗. En particulier, une fois les fré-
quences naturelles fixées, l’équation (12a) ne dépend que de
la matrice de couplage modifiée (7), et donc ∆∗ ne dépend
que de Γ.

Nous pouvons maintenant présenter le résultat principal
de l’article : si un retour du champ moyen réel est appli-
qué alors, génériquement, le système (4) n’admet pas de
solution à phases verrouillées.

Théorème 1 Pour tout ensemble de fréquences naturelles
{ωi}i=1,...,N ⊂ IR, pour presque toute matrice de couplage
k ∈ IRN×N et presque tout gain de retour d’état γ ∈ IRN×N

(au sens de la mesure de Lebesgue sur IRN×N ), le sys-
tème (4) n’admet pas de solution à phases verrouillées.

Du point de vue de la DBS, la disparition du verrouillage
de phases n’implique pas nécessairement la disparition du
comportement pathologique. Le Théorème 1 établit que
l’état parfaitement synchronisé n’est pas compatible avec
le retour du champ moyen, mais il n’exclut pas une possible
synchronisation “pratique”. Il se peut, par exemple, que les
différences de phase ne soient pas constantes mais toute-
fois bornées. Ce phénomène est décrit par les simulations
de la section suivante. Du point de vue médical, une telle
activité neuronale dans le STN resterait probablement pa-
thologique. Pour ces raisons, ce résultat préliminaire doit
donc être vu comme un premier pas dans l’analyse de cette
stratégie de commande. Des travaux futurs viseront à ob-
tenir des conditions suffisantes sur l’amplitude de stimula-
tion, réglée par les paramètres α et β, pour garantir une
désynchronisation “totale”, à savoir∣∣∣θ̇i(t)− θ̇j(t)∣∣∣ ≥ εij > 0, , ∀i, j = 1, . . . , N . (13)



IV. Simulations Numériques

Pour illustrer l’application du Théorème 1 nous simulons
un ensemble de N=20 oscillateurs de Landau-Stuart cou-
plés. Afin d’obtenir un ensemble hétérogène, leurs rayons
naturels sont choisis au hasard dans l’intervalle [10, 10.1],
en utilisant une densité de probabilité distribuée uniformé-
ment, et leurs fréquences naturelles sont également choi-
sies au hasard sur l’intervalle [20π, 22π]. En définissant
randn×m ∈ IRn×m comme la famille des matrices dont
les éléments sont choisis au hasard dans l’intervalle [0, 1],
en utilisant une densité de probabilité distribuée uniformé-
ment, la matrice d’interconnexion (1) est choisie comme
κ = −2πK̃K, où K ∈ randN×N et K̃ ∈ IR∗+ est l’intensité
du couplage.
La pondération de la sortie mesurée, qui définit l’in-

fluence de chaque neurone sur la mesure du champ moyen
(voir (2)), est choisie comme α ∈ randN×1. L’influence de
la stimulation sur chaque neurone est réglée par le vec-
teur β (voir (3)), que nous choisissons comme β = β̃B, où
B ∈ randN×1 et β̃ ∈ IR est le gain de l’entrée. Ce choix
pour α et β définit un retour du champ moyen général et
inconnu.
Afin d’évaluer le “taux de synchronisation” du système

[15], nous définissons le rayon collectif r∞ : IR+ → IR+ et
la phase moyenne ψ : IR+ → IR+ de l’ensemble comme

r∞(t)eiψ(t) :=
1
N

N∑
i=1

eiθi(t) , ∀t ≥ 0 .

Dans les simulations K̃ est suffisamment grand pour per-
mettre l’existence d’un état à phases verrouillées stable en
l’absence de stimulation. A t = 20, la stimulation par re-
tour de champ moyen est activée. Les simulations montrent
alors que, pour des gains d’entrée β̃ suffisamment élevés, le
système est “totalement” désynchronisé (voir Figure 1). En
effet, en remarquant que θi−θj = θi−ψ−(θj−ψ) pour tout
i, j = 1, . . . , N , la courbe en Figure 1(a) montre que la dif-
férence de phases entre la plupart des paires d’oscillateurs
(à l’exception de quelques petits groupes) augmente indéfi-
niment, ce qui correspond au comportement désynchronisé
(13). De plus, l’évolution très irrégulière du rayon collectif
r∞ de la Figure 1(b) quand l’entrée est active est assez si-
milaire à celle d’un ensemble faiblement couplé. En d’autres
termes, pour un gain de stimulation β̃ suffisamment fort,
les neurones se comportent de manière non pathologique.
La DBS par retour du champ moyen semble donc efficace
dans ce cas.
Toutefois, comme nous l’avions anticipé, pour de petites

intensités β̃ de l’entrée, le système demeure “pratiquement”
synchronisé : voir Figure 2. La courbe de la Figure 2(a)
montre que la différence de phases entre chaque paire d’os-
cillateurs reste bornée, bien que non constante. La courbe
de la Figure 2(b), quant à elle, montre que l’évolution du
rayon collectif r∞ de l’ensemble comporte de faibles os-
cillations autour d’une valeur fixe. En conformité avec le
Théorème 1, le système n’est pas à phases verrouillées, mais
n’est pas non plus “totalement désynchronisé” au sens de
(13). Nous faisons en effet remarquer, par la Définition 1
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Fig. 1. Evolution des différences de phase et du rayon collectif quand
une entrée de gain β̃ = −0.12π est activée à l’instant t = 20.

et (9), que si le système était synchronisé nous aurions

r∞(t) =

∣∣∣∣∣ 1
N
eiθ1(t)

(
1 +

N∑
i=2

e∆i1

)∣∣∣∣∣ ≡ 1
N
|1 +

N∑
i=2

e∆i1 | .

(14)
Ceci impliquerait que r∞ reste constant, ce qui n’est le cas
pour aucune valeur de β̃ non nulle.

V. Conclusion

Dans cet article, nous avons développé un modèle simple
décrivant un ensemble de neurones sous l’influence d’une
stimulation électrique proportionnelle à leur champ moyen
réel. Nous avons ensuite montré analytiquement que, si le
retour d’état est non nul, alors il n’existe pas de solutions à
phases verrouillées pour une interconnexion neuronale gé-
nérique. Les simulations ont montré, par ailleurs, que ce
non-verrouillage de phase n’implique pas nécessairement
une désynchronisation totale des neurones concernés, mais
qu’une intensité de stimulation suffisamment forte devrait
permettre une désynchronisation effective. Ceci confirme
l’intérêt de l’approche proposée pour le traitement de ma-
ladies neurologiques liées à une activité cohérente intem-
pestive dans certaines zones cérébrales, comme le noyau
sous-thalamique chez les patients atteints de la maladie de
Parkinson. Des analyses plus poussées pour l’obtention de
conditions garantissant une désynchronisation totale sont
actuellement à l’étude. Une étude analytique de la robus-
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Fig. 2. Evolution des différences de phase et du rayon collectif quand
une stimulation de gain β̃ = −0.06π est activée à l’instant t = 20.

tesse de l’état pratiquement synchronisé vis-à-vis de l’am-
plitude du retour du champ moyen réel est également en
cours.

VI. Preuves

Nous ne pouvons inclure ici que des esquisses de preuves.
Les versions complètes peuvent être trouvées dans [3].

A. Preuve de la Proposition 1

En considérant (4), (9) et (11), et en notant que θ∗j (t) +
θ∗i (t) = θ∗j (t) − θ∗i (t) + 2θ∗i (t) = 2ΛΩ(t) + ∆ij + 2θ∗i (0),
où ΛΩ(t) :=

∫ t
0

Ω(τ)dτ , pour tout t ≥ 0, trouver une so-
lution à phases verrouillées revient à résoudre le système
d’équations ωj − ωi +

∑N
l=1{Γjl sin(∆jl) − Γil sin(∆il) −

γjl sin(2ΛΩ(t) + ∆jl + 2θ∗j (0)) − γil sin(2ΛΩ(t) + ∆il +
2θ∗(0)i)} = 0, pour tout t ≥ 0 et tout i, j = 1, . . . , N ,
en ∆ et Ω. Ce système est lui-même équivalent à

ωj − ωi +
N∑
l=1

Γjl sin(∆jl)− Γil) sin(∆il) = cij , (15a)

N∑
l=1

γjl sin(2ΛΩ(t) + ∆jl + 2θ∗j (0))

−γil sin(2ΛΩ(t) + ∆il + 2θ∗i (0)) = cij , (15b)

pour tout t ≥ 0 et tout i, j = 1, . . . , N , où cij désignent des
constantes réelles.

En utilisant les deux Assertions suivantes, dont les dé-
monstrations sont données dans [3], nous montrons que
l’analyse peut se restreindre à l’étude des solutions à phases
verrouillées dont la fréquence collective d’oscillation est
non-nulle sur au moins un intervalle de temps de mesure
non-nulle. Le reste de la preuve consiste à montrer que
cij = 0 pour tout i, j = 1, . . . , N .

Assertion 1 Supposons qu’il existe une solution à phases
verrouillées {θ∗i }i=1,...,N telle que le système (15) soit sa-
tisfait. Alors, pour toute constante ω 6= 0, le vecteur θω∗
défini par θω∗i (t) := θ∗i (t) + ωt pour tout i = 1, . . . , N et
tout t ≥ 0, est lui aussi une solution à phases verrouillées
et il satisfait un système tel que (15) où les constantes ∆ij,
cij sont inchangées.

La démonstration de l’Assertion 1 se base sur l’invariance
de (10) et (12a) sous la transformation θi(t) 7→ θi(t) + ωt,
pour tout i = 1, . . . , N et tout t ≥ 0. L’Assertion 1 nous
permet, sans perte de généralité, de limiter notre analyse à
des solutions à phases verrouillées dont la fréquence d’oscil-
lation collective n’est pas identiquement nulle. En d’autres
termes, l’ensemble

Ξ := {t ∈ IR+ : Ω(t) 6= 0} (16)

sera dorénavant supposé non vide. L’assertion suivante
montre que cet ensemble est en fait constitué d’intervalles
ouverts, du fait de la régularité de la dynamique (4).

Assertion 2 Pour toute solution à phases verrouillées de
(4), l’ensemble Ξ défini en (16) est tel qu’il existe une fa-
mille d’intervalles ouverts {(tj , tj)}j∈K , où K ⊆ N est un
ensemble non vide et tj , tj ∈ IR pour tout j ∈ K, satisfai-
sant Ξ =

⋃
j∈K(tj , tj).

Au vu de ces deux assertions, il suffit de dériver deux
fois l’équation (15b) par rapport au temps pour t ∈ (tk, tk)
et k ∈ K pour obtenir cij = 0 pour tout i, j = 1, . . . , N , ce
qui termine la preuve de la Proposition 1.

B. Preuve du Lemme 1

Une fois les conditions initiales θi(0) et les fréquences
naturelles ωi fixées, notons S(Γ, γ) le système d’équa-
tions (12), à résoudre en ∆ et Ω. Ce système se décom-
pose en une partie statique STI(Γ) donnée par (12a), et
une partie variant dans le temps STV (γ) correspondant à
(12b). Considérons maintenant les deux systèmes d’équa-
tions S1 = (STI(Γ), STV (γ)) avec γ 6= 0 et S2 := S(Γ, 0).
L’équation (12b) étant triviale lorsque γ = 0, il s’ensuit que
S2 = (STI , T ), où T dénote le système d’equations trivial
0 = 0. Une condition nécessaire pour que ∆ soit solution
de S1 est qu’elle soit solution de STI . Puisque STI = STI2 ,
∆ est aussi nécessairement solution de STI2 et donc du sys-
tème d’équations complet S2. Par (9) et (11), trouver une
solution à S2 est equivalent à définir une solution à phases
verrouillées pour le système (4) avec Γ = k et γ = 0 (cf.
(7)). Considérons maintenant deux solutions ∆′ et ∆′′ de
S2. Une fois les conditions initiales fixées, la solution θi de
(4) est unique, du fait de la continuité de la dynamique le
définissant. Ainsi, par (9), nous concluons que ∆′ = ∆′′ et



la solution ∆ de S2 (et donc de STI) est unique. En re-
marquant que S2 et STI dépendent seulement de Γ, nous
obtenons ∆ = ∆(Γ), ce qui termine la preuve du Lemme 1.

C. Preuve du Théoréme 1

Supposons que (4) admette une solution à phases ver-
rouillées {θ∗i }i=1,...,N . Une fois les conditions initiales et
les fréquences naturelles fixées, le Lemme 1 implique que
les différences de phases ∆ sont uniquement détermi-
nées par (12a) et s’expriment sous la forme ∆ = ∆(Γ).
Pour l’Assertion 1, il existe τ ≥ 0 telle que l’expression
sin(2

∫ τ
0

Ω(t)dt + ∆ij + 2θ∗i (0)) est non nulle pour une
paire (i, j) ∈ {1, . . . , N} × {1, . . . , N}. Définissons alors
bij := sin(2

∫ τ
0

Ω(t)dt + ∆ij + 2θ∗i (0)). L’équation (12b)
peut alors s’écrire γ̃ b̃> = 0, où γ̃i = [γil]l=1,...,N ∈ IRN ,
γ̃j = [γjl]l=1,...,N ∈ IRN , γ̃ := (γ̃i, γ̃j) ∈ IR2N et b̃ :=
(bj1, . . . , bjN ,−bi1, . . . ,−biN ) ∈ IR2N . La dernière relation
implique que

(γ̃i, γ̃j) ∈ Ob̃, (17)

où Ob̃ est l’espace orthogonal au vecteur b̃ dans IR2N .
L’instant τ étant fixé, le vecteur b̃, et donc son espace
orthogonal, est uniquement déterminé par ∆. Or, par le
Lemme 1, ∆ est uniquement déterminé par la matrice
Γ. Ceci peut se traduire par le fait que Ob̃ = Ob̃(Γ).
Soit µn la mesure de Lebesgue dans IRn, alors b̃ étant
non nul, µ2N (Ob(Γ)) = 0. Le théorème est alors prouvé
en remarquant que, pour chaque Γ ∈ IRN×N , l’ensemble
{γ ∈ IRN×N : γ = Γ − k, k ∈ IRN×N} est en fait
IRN×N lui-même. Ceci implique que, pour presque tout γ,
(γ̃i, γ̃j) 6∈ Ob(Γ), ce qui contredit (17) et montre donc que
la solution {θ∗i }i=1,...,N n’existe pas.
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