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Résumé— Ce travail porte sur la commande des systèmes
linéaires dont l’entrée fait l’objet d’un retard pur et d’une
contrainte de type saturation. Le but étant de forcer la sortie
du système à suivre une trajectoire de référence compatible
avec la contrainte tout en préservant la stabilité en boucle
fermée. A cet effet, un régulateur saturé est élaboré, dans le
cadre de l’anneau des pseudo-polynômes, par la technique
du placement de pôles. En utilisant des outils empruntés à
l’approche de stabilité entrée/sortie, un voisinage des pôles
en boucle ouverte est mis en évidence dans lequel doivent
être assigné ceux de la boucle fermée afin que les objectifs
de commande soient atteints.
Mots-clés—Système à retard, Contrainte sur l’entrée, Pour-
suite de trajectoire.

I. Introduction
La commande de systèmes sur la base de modèle li-

néaires se heurte souvent au problème de la saturation
de l’actionneur. La négligence de la contrainte due à ce
dernier peut en effet conduire à la dégradation des per-
formances de commande, voire l’instabilité du système en
boucle fermée. Ceci a suscité de très nombreux travaux
au cours des deux dernières décennies. Cependant, la ma-
jeure partie de ces travaux furent consacrés à la stabili-
sation asymptotique (locale, globale ou semi-globale), voir
liste bibliographique dans [8]. Les résultats concernant la
poursuite de trajectoires de références sont relativement
peu nombreux et se limitent pour l’essentiel aux références
constantes par morceaux, voir par exemple [4], [11]. En
l’absence de contraintes sur la commande, on sait que la
poursuite parfaite de signaux de références quelconques est
un objectif réalisable uniquement pour des systèmes à mi-
nimum de phase. Ce résultat demeure vrai en présence de
contrainte de type saturation sur la commande à condition
que les références soient compatibles avec la contrainte [7],
[16].

Le problème de commande de systèmes linéaires
contraints se complique considérablement en présence de
retards dans le système. Ceci explique le peu de travaux
disponibles à ce jour sachant que les résultats existants
concernent essentiellement la stabilisation locale [6], [10]
et [14]. Le présent travail contribue à l’effort de recherche
dans ce domaine en mettant l’accent sur la poursuite de
trajectoires de références. Le système commandé est repré-
senté par un modèle linéaire de type entrée-sortie, à phase
non nécessairement minimale, comprenant un retard en en-
trée et faisant l’objet d’une contrainte de type saturation
portant sur l’amplitude de la commande. En plus de la sta-
bilité en boucle fermée, l’objectif visé est la poursuite de

n’importe quel signal de référence compatible avec la na-
ture non minimale de la phase du système et la contrainte
imposée sur son entrée de commande. Il sera formellement
démontré que cet objectif est atteignable à l’aide d’un ré-
gulateur linéaire saturé élaboré par la technique du place-
ment de pôles. La synthèse du régulateur et l’analyse de
ses performances sont menés dans le cadre de l’anneau des
pseudo-polynômes [1], [2], [3], en utilisant des outils théo-
riques de stabilité entrée-sortie [15].

Le papier est organisé comme suit : le problème de com-
mande considéré est formellement posé en section 2 ; la syn-
thèse du régulateur et l’analyse de ses performances sont
respectivement présentées en sections 3 et 4 ; les notions
d’algèbre de l’anneau des pseudo-polynômes et anneaux
associés utiles pour aborder ce travail sont rappelés en an-
nexe.

II. Position du problème de commande
A. Système à commander

Le système à commander est décrit par l’équation en-
trée/sortie suivante

ŷ(s) = B(s)e−sτ

A(s) û(s) (1)

où A(s) et B(s) sont des polynômes en s et où on note x̂(s)
la transformée de Laplace d’un signal x(t).
La description du système est complétée par les hypo-

thèses suivantes :
H1 : sA(s) et B(s) sont copremiers sur R[s] et donc A(s)
et B(s)e−sτ sont copremiers sur E .
H2 : A(s) est Hurwitz.
H3 : deg(A(s)) = n, donc degs (A(s)) = n sur E .
H4 : deg(B(s)) < n, donc degs (B(s)e−sτ ) < n sur E .
H5 : A(s) est unitaire sur R[s] et donc sur E .

B. Objectif de la commande
La commande développée par la suite vise à poursuivre

une trajectoire prédéterminée y∗(t). On note

ey(t) = y(t)− y∗(t) (2)

l’erreur entre la sortie du système et la trajectoire voulue.
On veut que le régulateur assure

lim
t→∞

ey(t) = 0 avec |u(t)| 6 uM .



Pour que la poursuite soit possible on impose que la va-
riation de la trajectoire de référence vérifie

dy∗(t)
dt ∈ L2

où L2 désigne l’ensemble des fonctions f : R+ → R telles
que ∫ ∞

0
|f(t)|2dt <∞.

De plus, la trajectoire de référence doit être compatible
avec la contrainte au sens de la définition suivante.
Définition 1 : y∗ est compatible avec la contrainte si

∃tM / ∀t > tM : |u∗(t)| 6 uM , (3)

où u∗(t) est le signal tel que

∀t < −τ,∀i 6 deg(B(s)) u∗(i)(t) = 0
∀t > −τ u∗(t) = A( d

dt )
B( d

dt )y
∗(t+ τ).

Comme y∗(t) est entièrement prédéterminée, il n’y a pas
de problème de causalité lorsque l’on définit u∗(t) en fonc-
tion de y∗(t+ τ). La définition de u∗(t) implique

ŷ∗(s) = B(s)e−sτ

A(s) û∗(s). (4)

III. Synthèse du régulateur
La démarche de synthèse du régulateur en prenant en

compte le retard est basée sur la méthode de n-assignation
(finite spectrum assignment) développée dans [3] à partir
des travaux de [13] et [9].

Soient C(s) et Λ(s), deux polynômes de Hurwitz et uni-
taires tels que deg(C(s)) = deg(Λ(s)) = n. Comme sA(s)
et B(s)e−sτ sont copremiers sur E , l’équation de Bézout
(32) assure qu’il existe deux pseudo-polynômes R1(s) et
S1(s) tels que

R1(s)sA(s) + S1(s)B(s)e−sτ = C(s)Λ(s).

Ces deux pseudo-polynômes ne sont pas uniques et sont, a
priori, de degrés quelconques. Comme sA(s) est unitaire,
on peut diviser S1(s) par sA(s) (voir propriété 6)

S1(s) = Q(s)sA(s) + S(s)

avec degs (S(s)) 6 n. Avec R(s) = R1(s) + Q(s)B(s)e−sτ ,
on obtient

R(s)sA(s) + S(s)B(s)e−sτ = C(s)Λ(s). (5)

Comme degs (S(s)B(s)e−sτ ) 6 2n− 1, on a

degs (R(s)sA(s)) = degs (C(s)Λ(s)) = 2n

et donc degs (R(s)) = n − 1. Comme sA(s) et C(s)Λ(s)
sont unitaires, R(s) est unitaire.
On peut décomposer R(s) et S(s) de manière unique

(voir le point 3 de la propriété 5 de l’annexe) :

R(s) = sn−1 +
n−2∑
i=0

Ri(e−sτ )si +R−1(s)

S(s) =
n∑
i=0

Si(e−sτ )si + S−1(s)

où R−1(s) ∈ G, S−1(s) ∈ G et, pour tout i > 0, Ri(e−sτ ) ∈
R[e−sτ ] et Si(e−sτ ) ∈ R[e−sτ ].

Pour prendre en compte la contrainte dans la loi de com-
mande, on utilise la fonction sat définie par

sat (u(t)) = u(t) si |u(t)| 6 uM
sat (u(t)) = sgn(u(t))uM si |u(t)| > uM

Avec les notations utilisées jusque là, la loi de commande
contrainte est définie comme suit : v̂(s) =

(
Λ(s)− sR(s)

Λ(s)

)
û(s)− S(s)

Λ(s) êy(s)

u(t) = sat (v(t))
(6)

Remarque : par la suite, pour alléger les notations, on
ne fera plus apparaître explicitement la dépendance en s
des éléments de E et le symbole «ˆ»des transformées de
Laplace des signaux quand il n’y a pas d’ambiguïté : selon
le contexte, une lettre minuscule x désigne le signal x(t) ou
sa transformée de Laplace x̂(s) ; un pseudo-polynôme P (s)
sera noté P . Par exemple, le système (6) s’écrira{

v =
(Λ−sR

Λ
)
u− S

Λey
u = sat (v)

De façon similaire, sx pourra désigner, selon le contexte,
sx̂(s) ou dx(t)

dt .

IV. Analyse du système de commande en boucle
fermée

A. Écriture de la commande sous forme d’un feedback
Les performances de la commande définie précédemment

vont maintenant être analysée.
D’après (1) et (2), on a

ey = e−sτB
A

u− y∗ (7)

et d’après (6), on a

Λv = (Λ− sR)u− Sey. (8)

En utilisant (7) dans (8), on obtient

Λv = (Λ− sR)u− SBe−sτ

A
u+ y∗

soit
AΛv = AΛu− sRAu− e−sτSBu+ SAy∗

qui, avec (5), devient

AΛv = AΛu− CΛu+ SAy∗

et donc

v =
(
A− C
A

)
u+ S

Λy
∗ (9)

sv =
(
A− C
A

)
su+ δ1 (10)

où δ1 = S
Λsy

∗.
Proposition 1 : Si Re

(
C(jω)
A(jω)

)
> 0 pour tout ω ∈ R+,

alors du
dt ,

dv
dt ,

dey
dt et dy

dt appartiennent à L2.
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Fig. 1. Interprétation de l’équation (10) sous forme de feedback

Preuve :
L’équation (10) est représentée sous la forme d’un sys-

tème avec feedback sur la figure 2 où Ψ est l’opérateur non
linéaire

Ψ : sv → su.

Il peut être rapidement vérifié que l’opérateur Ψ appar-
tient au secteur du plan délimité par les droites passant
par l’origine et de pentes 0 et 1, voir [5]. Comme A est de
Hurwitz, il vient en appliquant le critère du cercle que le
feedback de la figure 2 est L2 stable si

Re
(
C(jω)−A(jω)

A(jω)

)
> −1.

De plus, Λ est de Hurwitz et dy∗

dt ∈ L2, donc δ1(t) ∈ L2.
Par conséquent, tous les signaux internes de la boucle de
la figure 1 appartiennent à L2. Il en découle en particulier
que du

dt ∈ L2 et dv
dt ∈ L2.

Comme A est de Hurwitz, en multipliant (7) par s, on
prouve que dey

dt ∈ L2.
Comme dy

dt = dey
dt + dy∗

dt , on a aussi dy
dt ∈ L2. �

B. Écart entre les commandes calculées et appliquées
Proposition 2 : v − u ∈ L2

Pour démontrer ce résultat, on aura besoin de la notation
suivante : pour tout pseudopolynôme P (s), on note p0 =
P (0)

p0 = P (0) ∈ R

et on peut vérifier que

P (s)− p0

s
∈ E .

Preuve :
D’après (8), on a

v = u− sR

Λ u− S

Λey

v = u− sR

Λ u− S

Λ
Be−sτ

A
(u− u∗)

= u− s0Be−sτ

ΛA u+ s0Be−sτ

ΛA u∗ + δ2

= u− s0b0
λ0a0

u+ s0b0
λ0a0

u∗ + δ2 + δ4 (11)

avec

δ2 = −RΛ su−
S − s0

sΛ sey

δ4 = −
(
s0Be−sτ

ΛA − s0b0
λ0a0

)
(u∗ − u)

Cas de δ2 :
R
Λ est strictement propre et stable et su ∈ L2, donc

R

Λ su ∈ L2. (12)

S−s0
s est un pseudopolynôme de degré degs (S)−1 = n−1,

donc S−s0
sΛ est strictement propre et stable. Comme, de

plus, sey ∈ L2, on a

S − s0

sΛ sey ∈ L2. (13)

Avec (12) et (13), on a bien

δ2 ∈ L2. (14)

Cas de δ4 :
On note

δ4 = Φ(su− su∗) (15)

avec

Φ = 1
s

(
s0Be−sτ

ΛA − s0b0
λ0a0

)
= 1

s

(
s0Bλ0a0e−sτ − s0b0ΛA

λ0a0ΛA

)
= Φ1 + s0b0

ΛA

(
e−sτ − 1

s

)
Φ1 =

λ0a0s0e−sτ
∑n−1
i=1 bis

i−1 − s0b0
∑2n
i=1 αis

i−1

λ0a0ΛA

αi =
min(i,n)∑

j=max(0,i−n)

λjai−j .

(
e−sτ−1

s

)
est la fonction de transfert de l’opérateur H

défini par

H : x(t) 7→ (Hx)(t) =
∫ 0

τ

x(t− θ)dθ

L’opérateur H est asymptotiquement stable donc L2-
stable. Par conséquent, comme su ∈ L2, su∗ ∈ L2 et s0b0

ΛA
est propre et stable, on a

s0b0
ΛA

(
e−sτ − 1

s

)
(su− su∗) ∈ L2, (16)

(théorème 30, section 6.4.1 de [15]).
Comme su ∈ L2, su∗ ∈ L2 et Φ1 est propre et stable,

Φ1(su− su∗) ∈ L2. (17)

Avec (16) et (17), il découle de (15) que

δ4 ∈ L2. (18)

Pour finir la démonstration, il suffit de prouver que pour
t > tM , |v(t) − u(t)| 6 |δ5(t)| où δ5 = δ2(t) + δ4(t) ∈ L2.
Or, d’après (5), s0b0 = c0λ0 et donc, avec (11),

v(t)− u(t) = c0
a0

(u∗(t)− u(t)) + δ5(t) (19)



Comme A et C sont des polynômes de Hurwitz, a0 et c0
sont des réels positifs (du fait du critère de Routh). On
distingue trois cas en fonction de la position de v(t) par
rapport à l’intervalle [−uM uM ].

1er cas : v(t) < −uM . On a u(t) = −uM et, d’après (3),
pour t suffisamment grand, u∗(t) > u(t). Il vient alors de
(19) que 0 > v(t) − u(t) > δ5. Par conséquent, on a bien,
pour t > tM ,

|v(t)− u(t)| 6 |δ5(t)|. (20)

2e cas : v(t) > uM > 0. On a u(t) = uM et, d’après
(3), pour t suffisamment grand, u∗(t) < u(t) donc 0 <
v(t)− u(t) < δ5. Par conséquent, on a bien, pour t > tM ,

|v(t)− u(t)| 6 |δ5(t)|. (21)

3e cas : −uM < v(t) < uM . On a u(t) = v(t) et donc

|v(t)− u(t)| = 0 6 |δ5|. (22)

Les équations (20), (21) et (22) impliquent

∀t > tM , |v(t)− u(t)| 6 |δ5|. (23)

Comme δ5 ∈ L2, on a démontré que

(v(t)− u(t)) ∈ L2.

�

C. Convergence de l’erreur de poursuite
Proposition 3 : Si les signaux (u − v) et dy∗

dt appar-
tiennent à L2, alors ey ∈ L2.
Preuve :

En appliquant RAs aux deux membres de l’équation (2),
on obtient

RAsey = RAsy −RAsy∗

= RBe−sτsu−RAsy∗. (24)

En appliquant ΛBe−sτ aux deux membres de l’équation
(6), on obtient

ΛBe−sτv = ΛBe−sτu−RBe−sτsu− SBe−sτey.(25)

En additionnant (24) et (25), on obtient

RAsey + ΛBe−sτv = −RAsy∗ + ΛBe−sτu− SBe−sτey.

En utilisant (5), cette équation devient

ey = Be−sτ

C
(u− v)− RA

ΛC sy
∗. (26)

D’après les hypothèses de la proposition, comme Be−sτ

C et
RAs
ΛC sont propres et stables, alors ey ∈ L2. �

Théorème 1 : Soit un système de la forme (1) commandé
par une loi de la forme (6). Si les conditions suivantes sont
respectées :
1. y∗ est compatible avec la contrainte (voir définition 1) ;
2. dy∗

dt ∈ L2 ;

3. Re
(
C(jω)
A(jω)

)
> 0,

alors ey(t) et (v(t)− u(t)) tendent asymptotiquement vers
0 lorsque t tend vers +∞.
Preuve :

Principe de la démonstration : d’après les propositions
2 et 3, si les conditions du théorème sont remplies, alors
(v − u) ∈ L2 et ey ∈ L2. Pour prouver le théorème, il
suffit donc de prouver que ces deux signaux sont continus
et d’appliquer le lemme de Barbalat.
Cas de (v − u) :

D’après (9),

v = −C −A
A

u+ S

Λy
∗

= −G sat (v) + S

Λy
∗ (27)

où G = C−A
A . G est une fonction de transfert strictement

propre et donc réalisable sous la forme{
Ẋ = FX −Hu
yg = TX

(28)

où F , H et T sont des matrices réelles de dimensions ap-
propriées et yg = Gu. Au vu de (28), (27) implique

v = yg + z (29)

où z = S
Λy
∗.

De (27), (28) et (29), il découle

Ẋ = FX −Hsat (TX + z) def= g(X, z). (30)

Notons que g(X, z) est lipschitzienne (puisque la fonction
sat l’est) et z est continue par morceaux puisqu’il en est
ainsi de y∗. Donc, par le théorème de l’existence (voir par
exemple [15]), pour des conditions initiales données, l’équa-
tion différentielle (30) a une solution X(t) unique. De plus,
cette solution est continue et sa dérivée est continue. Par
conséquent, il découle de (29) que v est continue et donc
que v−u = v−sat (v) est continue. De plus, d’après la pro-
position 2, v−u ∈ L2, en appliquant le lemme de Barbalat,
on obtient

lim
t→∞

(v − u) = 0.

Cas de ey :
On a montré que u est continue. Par conséquent, par (1), y
est continue. Comme y∗ est aussi continue, ey est continue.
Or, d’après la proposition 3, ey ∈ L2, donc, par le lemme
de Barbalat, ey converge asymptotiquement vers 0 quant t
tend vers l’infini. �

Les deux premières conditions de ce théorème portent
sur la trajectoire de référence et assure qu’elle puisse être
suivie. La troisième condition porte sur le régulateur. Elle
implique que le polynôme C ne doit pas être choisi trop
différent de A, le dénominateur de la fonction de transfert
du système. Ces conditions assurent que le régulateur cesse
de saturer après un régime transitoire d’une durée finie. Le
système se comporte ensuite comme un système linéaire.

Il n’y a pas de condition sur le polynôme Λ en dehors
du fait qu’il doit être de Hurwitz. Une fois le régime tran-
sitoire passé et que l’actionneur ne sature plus, les racines
de Λ font l’objet d’une simplification pôles-zéros et n’in-
fluencent pas la fonction de transfert en boucle fermée. Ils
s’apparentent ainsi aux pôles d’un observateur dans le cas
d’une commande par retour d’état.



V. Conclusion

Ce travail a porté sur la commande de systèmes linéaires
à retard en entrée et soumis à une contrainte de type satu-
ration également affectant l’entrée. Un régulateur linéaire
saturé a été élaboré dans le cadre des anneaux des pseudo-
polynômes par la technique du placement de pôles. Il a été
démontré que ce régulateur est capable de forcer la sortie
du système à suivre parfaitement n’importe quel trajec-
toire de référence compatible avec la contrainte et telle que
dy∗(t)

dt ∈ L2. À cet effet, les pôles du système en boucle fer-
mée (qui coïncident avec les zéros du polynôme CΛ) doivent
être assignés à des emplacements bien définis caractérisés
par la condition Re

(
C(jω)
A(jω)

)
> 0.

Ce travail concerne les systèmes avec un retard ponctuel,
constant et connu sur l’entrée. Il sera intéressant d’étudier
le cas de systèmes à retards plus généraux. Le formalisme
utilisé ici est particulièrement bien adapté à l’étude des
systèmes avec plusieurs retards, ponctuels ou distribués,
dont les fonctions de transfert appartiennent à E1.
Par ailleurs, on pourra étudier les conditions de dispari-

tion de l’erreur de poursuite pour des trajectoires de réfé-
rence quelconques.

Annexe

Systèmes à retards ponctuels et distribués

On rappelle ici les définitions et propriétés issues de [1],
[2], [3] et [12].

A. Polynômes-2D

La définition des opérateurs utilisés plus loin est basée
sur l’algèbre des polynômes à deux variables ou polynômes-
2D. On aura en particulier besoin de la définition du degré
en une des variables d’un tel polynôme.

Soit f(s, x) ∈ R[s, x], un polynôme en deux variables s
et x. Il peut s’écrire de manière unique

f(s, x) =
n∑
i=0

fi(x)si (31)

où ∀i, fi(x) ∈ R[x] est un polynôme en x.

Définition 2 : Soit f un polynôme 2D tel que dans la
décomposition (31) on ait fn(x) 6= 0 1. On dit que f(s) est
degré n en s et on note

degs (f(s, x)) = n.

On peut remarquer que le degré d’un polynôme de R[s]
est égal à son degré en s lorsqu’il est considéré comme un
polynôme de R[s, x]. Le degré en une variable partage les
mêmes propriétés par rapport à l’addition et à la multipli-
cation que le degré classique :

Propriété 1 : soient f ∈ R[s, x] et g ∈ R[s, x], on a

1. degs (fg) = degs (f) + degs (g) ;
2. degs (f + g) 6 max (degs (f) ,degs (g)) ;

1. dans le sens « fn(x) n’est pas la fonction nulle », fn(x) peut
avoir des racines.

Dans les polynômes-2D que nous utiliserons par la suite,
la première variable sera la variable de Laplace s et la se-
conde sera e−sτ , le transfert de l’opérateur retard ponc-
tuel qui à f(t) associe f(t − τ). Les deux variables sont
liées (e−sτ dépend de s) mais sont algébriquement indé-
pendantes entre elles : il n’existe pas de polynôme-2D
P (s, e−sτ ) tel que ∀s ∈ C P (s, e−sτ ) = 0 en dehors du
polynôme dont tous les coefficients sont nuls.

B. Pseudo-polynômes
Définition 3 : G est l’ensemble des fonctions entières du

plan complexe de la forme n(s,e−sτ )
d(s) avec n(s, e−sτ ) ∈

R[s, e−sτ ], d(s) ∈ R[s] et degs (n(s, e−sτ )) < degs (d(s)).

Le fait que f soit une fonction entière implique qu’elle
est définie sur tout le plan complexe et par conséquent que
toutes les racines de d(s) sont aussi des racines de n(s, e−sτ )
avec au moins la même multiplicité.

Propriété 2 : Les éléments de G sont les fonctions de
transferts d’opérateurs retards distribués de la forme

G : x(t) 7→ (Gx)(t) =
∫ qτ

pτ

g(θ)x(t− θ)dθ, p, q ∈ N

Définition 4 : E1 = R[e−sτ ] + G, l’anneau engendré par
l’union de l’anneau des polynômes en e−sτ à coefficients
réels et G.

Propriété 3 : E1 est l’ensemble des fonctions entières du
plan complexe de la forme n(s,e−sτ )

d(s) avec n(s, e−sτ ) ∈
R[s, e−sτ ], d(s) ∈ R[s] et degs (n(s, e−sτ )) 6 degs (d(s)).

Les éléments de E1 sont les fonctions de transfert d’opé-
rateurs de la forme

H(x(t)) =
m∑
i=0

x(t− iτ) +
∫ qτ

pτ

g(θ)x(t− θ)dθ,

i, p, q ∈ N

Les éléments de G sont les éléments de E1 tels que le
degré en s de n(s, e−sτ ) est strictement inférieur au degré
de d(s).

E1 est l’ensemble des fonctions de transfert des opéra-
teurs retards distribués et ponctuels utilisés par la suite.

Définition 5 : E = E1[s], l’anneau des polynômes en s à
coefficients sur E1. Les éléments de E sont appelés pseudo-
polynômes.

Dans la suite, les pseudopolynômes joueront le même rôle
que les polynômes en s dans le cas sans retard. En parti-
culier les fonctions de transfert des systèmes et régulateurs
étudiés pourront s’écrire sous la forme de fraction de deux
pseudopolynômes.
Propriété 4 : E1 est l’ensemble des fonctions entières du

plan complexe de la forme n(s,e−sτ )
d(s) avec n(s, e−sτ ) ∈

R[s, e−sτ ] et d(s) ∈ R[s].

Définition 6 : Avec les notations de la propriété 4, on
définit un degré sur E :

degs (f(s)) = degs
(
n(s, e−sτ )

)
− degs (d(s))



Propriété 5 : Soient f(s) ∈ E et g(s) ∈ E , on a
1. degs (f(s)g(s)) = degs (f(s)) + degs (g(s)) ;
2. degs (f(s) + g(s)) 6 max {degs (f(s)) ,degs (g(s))} ;
3. Tout élément f(s) de Epeut se décomposer de manière
unique sous la forme :

f(s) =
degs(f(s))∑

i=0
fi(e−sτ )si + g(s)

où
∀i, fi(e−sτ ) ∈ R[e−sτ ] et g(s) ∈ G.

4. f(s) ∈ G ⇔ f(s) ∈ E et degs (f(s)) < 0
5. f(s) ∈ E1 ⇔ f(s) ∈ E et degs (f(s)) 6 0

Définition 7 : Avec les notations du point 3 de la pro-
priété 5 : un élément f(s) de degré n de E est unitaire ssi
fn(e−sτ ) est constant égal à 1.

Propriété 6 : 1. PGCD : deux éléments de E ont un
pgcd (unique à une multiplication par un réel près). Deux
éléments de E sont copremiers entre eux si leur pgcd est
inversible sur E , c.-à-d. si tous leurs diviseurs communs
sont des réels.
2. E est un anneau de Bézout, c.-à-d. que tout idéal en-
gendré par un nombre fini d’éléments de E est principal
(engendré par le PGCD de ses éléments).
3. Équation de Bézout : soient f(s) et g(s) deux élé-
ments de E , il existe x(s) et y(s) éléments de E tels que

x(s)f(s) + y(s)g(s) = pgcd(f(s), g(s)). (32)

4. Division euclidienne : soient f(s) ∈ E et g(s) ∈ E
avec g(s) unitaire, il existe q(s) ∈ E et r(s) ∈ E tels que

f(s) = q(s)g(s) + r(s), avec degs (r(s)) < degs (g(s)) .
(33)

Remarque : La thèse de D. Brethé [1] donne les formules
et algorithmes pour calculer les solutions x(s) et y(s) de
l’équation de Bézout, les solutions q(s) et r(s) de la division
euclidienne et l’opérateur correspondant à un élément de
G dans le domaine temporel (et réciproquement).
Propriété 7 : Une fraction N(s)

D(s) d’éléments de E est
propre si D(s) est unitaire et degs (D) > degs (N).

Une fraction propre est réalisable par un système d’équa-
tions différentielle avec retards (Delay Differential Equa-
tion).

Remarque : Une fraction d’éléments de E peut s’écrire
sous la forme d’une fraction de polynômes-2D de R[s, e−sτ ].
La fraction est propre sur E ssi le dénominateur écrit sur
R[s, e−sτ ] a la forme

D2D(s, e−sτ ) = sn +
n−1∑
i=0

Di(e−sτ )si

où ∀i, Di(e−sτ ) ∈ R[e−sτ ].
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