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Résumé— Dans ce papier, on étudie la commande des
automates (max,+). La commande proposée consiste a
réaliser la composition parallele de lautomate (max,+)
du contréleur (superviseur) avec celui du systéme en
présence d’événements incontrdolables. Cette approche
présente ’avantage de traiter a la fois des aspects logiques
et temporels de la commande des systémes dynamiques a
événements discrets considérés. Un superviseur le plus per-
missif et répondant a des exigences de fonctionnement en
”juste-a-temps” a été établi dans des travaux précédents
et est rappelé ici. Une contribution de ce papier consiste
en la synthése d’un superviseur le moins permissif et en
”juste-apreés”. Un deuxiéme résultat nouveau est de spécifier
la méthode pour obtenir un superviseur de comportement
croissant.

Mots-clés— Automate (max,4+),
systéme (max,+) linéaire.

commande supervisée,

I. INTRODUCTION

Les techniques de commande supervisée des systemes
a événements discrets, proposées par Ramadge et Won-
ham [14], s’intéressent uniquement & des aspects logiques.
La nécessité de considérer des contraintes temporelles a
conduit a étendre ces techniques au cas de systemes tem-
porisés. On peut notamment retenir une extension aux cas
de systemes temps-réel, basée sur des abstractions d’au-
tomates temporisés en automates booléens (logiques), ap-
pelés également automates des régions [15].

Une classe de systemes a événements discrets temporisés
peut aussi étre modélisée par des automates (max, +)
[4], [5]. Une méthodologie de commande des automates
(max,+) basée sur une approche comportementale a été
développée dans [8], [9], [10]. Elle porte sur la composi-
tion parallele du controleur avec le systeme, les deux étant
modélisés par des automates (max,+). Cette composition
parallele n’est pas la composition synchrone, mais spécifie
Iinteraction du controleur avec le systéme en présence
d’événements incontrolables. Le controle optimal (le plus
permissif) des automates (max,+) vis-a-vis du critere juste-
a-temps a été proposé et est rappelé ici.

Dans la continuité de ces travaux, nous proposons ici
deux résultats nouveaux. On montre tout d’abord com-
ment synthétiser un superviseur optimal vis-a-vis du critere
dual, & savoir le moins permissif et en ”juste-apres”. En-
suite, nous spécifions la méthode pour la synthese d’un
controleur, dont la série est croissante sur son support. Cela
permet de fournir une solution de commande réaliste dans
le sens ou le controleur n'impose alors que des délais a va-

leur positive.

Le papier est organisé comme suit. Dans la section suivante,
on rappelle les outils algébriques importants pour notre ap-
proche. La Section 3 est dédiée aux automates (max,+) et a
leur composition parallele. Nous présentons dans la Section
4 les résultats sur la commande des automates (max,+).

II. PRELIMINAIRES

Dans cette section, on fait un rappel succinct sur
les semi-anneaux idempotents (voir [1], [6] pour des
présentations exhaustives), et des résultats utiles pour la
suite sur les séries formelles sont énoncés.

Un dioide est un semi-anneau dans lequel la somme,
notée @, est idempotente. La somme (resp. le produit, noté
®) admet un élément neutre noté € (resp. e). Un dioide est
dit complet §’il est fermé pour les sommes infinies et si le
produit distribue sur les sommes infinies. La somme de tous
ses éléments est généralement noté T (pour ”Top”).

Exemple 1: L’ensemble Rpmax = (R U {—00}) muni de

l'opérateur max comme somme et de 'addition usuelle
comme produit est un dioide (non complet). Si on y ajoute
T = 400 (avec la convention T ®e = 400+ (—00) = —00 =
€), le dioide est complet et est noté Rimax-
En raison de 'idempotence de la somme, un dioide est
muni d’une relation d’ordre partielle, notée <, définie par
I’équivalence : a < b < a @ b =b. Un dioide complet a une
structure de treillis complet, c’est-a-dire que deux éléments
a et b ont toujours une plus petite borne supérieure, a
savoir a @ b, et une plus grande borne inférieure notée
aAb=D,<, < dans le dioide.

Les opérations matricielles sont définies comme dans
N e . . . . . —nXxn
I’algebre linéaire classique. La matrice identité de R

est notée E.
Dans un dioide complet, on définit ’étoile de Kleene selon

la formule
- @
neN

max

ou par convention a’ = e et a” = a®~! ® a pour tout a.

La théorie de la résiduation (voir [3] pour une
présentation exhaustive et [1, §4.4] pour sa spécification
aux dioides) permet la définition de 'pseudo-inverses’ d’ap-
plications isotones (f est isotone si a = b = f(a) < f(b)).
Une application isotone f : D — C est dite résiduable
(resp. dualement résiduable) siVy € C, la plus petite borne



supérieure (resp. la plus grande borne inférieure) de 1’en-
semble {x € D|f(z) < y} (vesp. {x € D|f(z) * y}) existe
et appartient a cet ensemble.

Définition 1: [3] Soient D et C deux ensembles ordonnés
(dont les dioides sont des exemples particuliers) et notons
Ide et Idp les applications identité sur C et D respective-
ment.Une application isotone f : D — C est dite

— résiduable 8’1l existe une application isotone h : C — D

telle que

foh=TIdcet hof = Idp. (1)

L’application h, appelée résiduée de f, est unique et
est notée f*.

— dualement résiduable s’il existe une application isotone
h' : C — D telle que

foh'>=1Ideet W of = Idp. (2)

L’application h’/, appelée résiduée duale de f, est
unique et est notée f7.
Exemple 2: L’application isotone R, : © — x ® a dans
un dioide complet D est résiduable. La plus grande solution
de z ® a < b est égale & R,*(b), aussi notée bfa.

Théoréme 1: [1,84.44]Sig:D —Cet f:C — B sont
des applications résiduables (resp. dualement résiduables),
alors fog: D — B est également résiduable (resp. duale-
ment résiduable) et (fog)! = gfoft (resp. (fog)’ = g°of?).

Les langages formels sur un alphabet A sont des sous

ensembles du monoide libre A*, lequel est constitué
des séquences finies de lettres (mots) de A. L’ensemble
des langages formels doté de l'addition (correspondant a
l'union des langages) et de la multiplication (correspon-
dant a la concaténation des langages) est un dioide, noté
(Pwr(A*),U,.). Le langage nul est noté 0 = {}, le lan-
gage unité est noté 1 = {e} ol € est le mot vide. Un mot
U = ui...ur € A* est appelé un sous mot de v € A*
s’il existe une factorisation v = viuqvs ... VEUKLVE+1 avec
v; € A*, i=1,...k+1. L’ordre induit des sous mots sur
A* est u = v ssi u est un sous mot de v € A*.
Le dioide des séries formelles a variables dans A et a coeffi-
cients dans Ryax, n0té Ryax(A), est muni de 'addition mot
a mot et d’une multiplication sous forme de convolution.
Aussi, pour s = @yea+s(w)w (on note s(w) le coefficient de
la série s pour le mot w) et 8’ = Gyea+s' (W)w € Ryax(4),
ona:

5@ & Duear(s(w) @ s (w))w ,
s® s & @wéA*(@uv:wS(u) ® Sl(v))w‘

Le dioide des séries formelles est complet si les coefficients
sont dans Ry,.x. Notons que pour s, s € Rpyax(A), s < s’
(I'ordre naturel sur Ryay(A)) correspond a s(w) < s'(w)
pour tout w € A*. Par exemple, avec A = {a,b}, s =
la®2abet s =3ab,onas®s =1la® 3abet sA\s’ = 2ab.
Le langage supp(s) = {w € A* : s(w) # —oo} est appelé le
support de la série s.

Une série formelle est reconnue par un automate fini
(max,+) ssielle est rationnelle, i.e., elle est formée par des
opérations rationnelles (somme @, produit ® et/ou étoile
de Kleene) a partir de séries polynomiales (celles avec un
support fini).

Le produit de Hadamard de séries formelles de Ry (A)
est défini par :

5,5 € Rmax(4), s © 8’ £ Byea-(s(w) @ s (w))w.

Proposition 1: [8] L’application H, Rpmax(4) —
Riuax(4), s +— s ® y est résiduable et sa residuée
est donnée par Hg(s)(w) = s(w)dy(w), ie., Hg(s) =
Do (s(w)y(w) .

Par la suite, nous utiliserons des projections sur les lan-
gages. Considérons tout d’abord la projection naturelle,
notée P,, de A vers A, avec A, C A telle que

a siaé€ A,
Pc(a)_{s sia€ A\ A,

P,, qui est un morphisme, préserve la concaténation et
s’étend aux mots. Pour chaque mot, P, ote les événements
(lettres) de A, = A\ A, (habituellement la projection
naturelle est utilisée pour oOter les événements inobser-
vables, c¢f. [13]). Pour un langage L (ensemble de mots),
on a P.(L) = {P.(s)|s € L}. La projection inverse P, ! :
Pwr(A%) — Pwr(A*), définie sur des langages, est telle que
pour tout M C A%, P71 (M) = {w € A*|P.(w) € M}. Par
exemple, avec A = {a,b}, A, = {b}, on a P.(abab) = aa et
P~1(aa) = b*ab*ab*.

III. COMPOSITION PARALLELE D’AUTOMATES (MAX,+)

Les automates & multiplicités dans le semi-anneau Ruax,
encore appelés automates (max,+), ont été introduits par
S. Gaubert dans [4]. Ils permettent de représenter des
systemes a événements discrets temporisés qui mettent
en jeu a la fois des phénomenes de synchronisation et de
partage de ressources. En ce sens, ils étendent la classe
des systémes (max,+)-linéaires. Ils peuvent aussi étre vus
comme des automates logiques (tels qu’ils ont été définis
dans [14]) dans lesquels le temps est intégré, c’est-a-dire,
comme une classe d’automates temporisés. Leur étude
bénificie de résultats issus a la fois de la commande super-
visée et de la théorie des systéemes linéaires sur les dioides,
ils constituent a ce titre un pont entre ces deux théories.

Les définitions et résultats de base sur les automates
(max,+), ainsi que des applications & I'analyse des perfor-
mances des systemes a événements discrets, sont présentés
dans [4] et [5].

Définition 2: Un automate (max,+) défini sur un alpha-
bet A est un 5-tuplet G = (Q, 4, qo,t, @m ), ou Q est 'en-
semble fini d’états, A est 'ensemble fini d’événements (en-
core appelé alphabet), t : Q X A X Q — Ryax est la fonc-
tion de transition, qo (resp. Q) est P'état initial (resp.
Pensemble des états finaux).

La fonction de transition associe a un état ¢ € @, un
événement a € A et un état ¢’ € Q, une valeur t(q,a,q’) €
R U {—o0} correspondant & la durée de transition a de ¢

vers ¢’ (avec la convention que t(q,a,q’) = ¢ = —oo si
I’événement a ne permet pas de passer de 'état ¢ a 1’état
7).

Le comportement d’un automate (max,+) G =
(Q,A,qo,t,Qm) est donné par la série formelle [(G) €

Rmax(A) suivante : pour w = aj ...a, € A*,

HG)(w) =

max

CVqO_|_ t(Qi—laaia(Ii) +/8qn7 (3)
40, qn €Q

n

i=1



ou ¢, est un état final. Autrement dit, {(G)(w) est le poids
maximal de tous les chemins valués par w menant de I’état
initial vers un état final.

Remarque 1: La série formelle [(G) est un dateur
généralisé [4], ou [(G)(w) représente la date a laquelle
la séquence d’événements (taches) w a été achevée (avec
la convention [(G)(w) = —oo = € si w n’a pas lieu).
La spécialisation aux séries booléennes a coefficients dans
{e,e} rameéne a la notion classique de langage dans la
théorie de Ramadge et Wonham, i.e., I(G)(w) # € si w
est un comportement admissible de I'automate.

Un automate (max,+) est aussi souvent défini par un tri-

plet (appelé représentation linéaire) (o, u, ) ot v € R:nxalel

(resp. B € eril;l) est tel que ag # ¢ (resp. By # €) si g
est I’état initial (resp. un état final), ag = € (resp. By =€)

sinon, et u est le morphisme

=1QIx|Q]
Qe A - IRmax ’ M(a)qq’ é t((J7a7q/)'

Notons que la matrice de morphisme peut aussi étre vue
comme un élément de Rpay(A)QXIQ cest-a-dire, p =
Buwear(w)w, en étendant la définition de p (sur A) aux

mots de A* a l'aide de la propriété de morphisme

play ... an) = plar) ... play).

Soulignons que nous avons alors u* = (®gecap(a)a)*. Le
comportement d’un automate (max,+) est obtenu par [ =
ap* 3, ou, par abus de notation, u = @®geap(a)a.

Exemple 3: Considérons un systeme manufacturier élé-
mentaire modélisé par 'automate (max,+) G de la figure 1.
Quatre taches distinctes, notées a, b, c et d, durent respecti-
vement 3, 4, 5 et 1 unités de temps. Le szstéme peut réaliser
les séquences de taches suivantes : a, ab, ad, abe, add, adb,
abeb, abed, addd, addb, adbe, . ... La représentation linéaire
de G est donnée par

m
—
=
~
Q
=
Il
—
™ m o
m M W
™ m o
SN———
=
~
=
=
Il
—
™ m oo
™ m oo
M s M
SN———

m
—

e € € e € € €
u(c):(s : )<>( )ﬁ()
e 5 € e € € e

Le comportement de G peut étre déduit en calculant

y=UG) =a®u" 5 B=a (ua)e®ub)b e uc))* © 3

e 3a ¢
=a® | ¢ 1d 4b ® B.
e bc ¢

On obtient la série de R,,ax(A) suivante :
y = 3a(1ld ® 9bc)* (4b & e).
Par exemple, y(ab) = 7 signifie que la séquence ab sera

achevée a la date 7 (en considérant que le systéme com-
mence a fonctionner a I'instant 0).

Fig. 1. Automate (max,+) G

Une définition de la composition paralléle d’automates
(max,+) a été proposée, elle constitue une extension de
la composition parallele des automates logiques aux auto-
mates a multiplicités.

Définition 3: [8] Considérons deux automates (max,+)
G, et G correspondant respectivement au contréleur et au
systeme :

G, = (Qca A, Qe,05 tes Qc,m), G= (an A, 4g,0,tg, Qg,m>'
(4

De fagon classique, nous définissons la partition A =
AU Ay, ou A, (resp. A,) est ensemble des événements
controlables (resp. incontrolables) dans le systéme. La
composition paralléle de G et G., modélisant le systéme
controlé, est définie comme suit :

(Qc X ngAv QO,tan)
<QC,ang,O>a Qm = Q¢ X Qgﬂnv

t(<QC? QQ>7 a, <CIéa q;)) =

G.||G =

avec qp =

te(ges a,ql) ®ty(qq, a, q;), siac A,

tg(Qg7a7Q;)a sia € Ay et qec = QQv (5)

€, sia € A, et qc # g
L’interprétation de la composition parallele d’'un systeme
avec son controleur est la suivante. Le controleur est un
automate (max,+) G. s’exécutant en parallele (de fagon
synchrone) avec 'automate G' du systéme. L’automate G,
observe les événenements générés dans le systeme G et son
état évolue en conséquence. A partir d’un état donné ¢, si
une transition associée a un événement controlable a existe
(i.e., 3¢, tel que t.(qc,a,q.) # €), alors cet événement
est autorisé par le controleur et la transition correspon-
dante (dans le systeéme) est retardée de t.(qc, a, ¢.) unités de
temps. Dans le cas contraire (i.e., 3¢’ tel que t.(qc, a, q.) #
¢), événement (qui était possible pour le systéme non
controlé) n’est pas autorisé par le controleur. D’autre part,
les transitions non controlables (i.e., t4(qq,a,qy),a € Ay)
peuvent étre ni invalidées, ni retardées, et c¢’est pourquoi la
transition est inchangée dans le produit parallele.

Dans [9] ont été établis la représentation linéaire d’une
composition parallele d’automates (max,+) ainsi que son
comportement, rappelé dans le théoreme suivant.

Théoréme 2: [9] Le comportement résultant de la com-
position parallele de G et G, est donné par :

Z(GCHG) = l(Gc) ©a, Z(G)1 (6)

ou ®4, est appelé produit de Hadamard généralisé et est
défini par

((Ge) ©a, U@))(w) = UGe)(Pe(w)) @ UG)(w).  (7)



IV. COMMANDE SUPERVISEE D’AUTOMATES (MAX,+)

Une extension des techniques de commande supervisée
aux automates (max,+) a récemment été proposée [9],
[10]. Nous allons faire un bref rappel de ces résultats qui
consistent a appliquer les précédents outils algébriques a
la synthése d’un superviseur le plus permissif possible, per-
mettant de surcroit un fonctionnement en juste-a-temps du
systéme controlé. Nous proposons ensuite deux résultats
nouveaux. La synthése d’un superviseur satisfaisant le
critére dual est d’abord traité. Nous nous intéressons enfin
a la synthese d’un superviseur impliquant uniquement des
délais a valeurs positives.

Plutot que de considérer les automates (max,+) en tant
que tels, on s’intéresse a leurs comportements, correspon-
dant & des séries formelles (de Ryax(A)) définies par (3).
Cette approche est naturelle, au sens ol les comportements
de référence de la commande supervisée sont classiquement
définis par des langages de spécification, lesquels corres-
pondent a des séries formelles dans le cadre des automates
(max,+). La série obtenue correspond & un superviseur op-
timal qui peut étre réalisée par un automate (max,+), sous
réserve d’étre rationnelle.

A. Superviseur le plus permissif et en juste-a-temps

Notons 4 € Ruyax(A) (resp. Y. € Rmax(A)) le comporte-
ment [(G) (resp. {(G.)) du systéme (resp. du controleur).
On se donne une série yYrep1 € Runax(A) spécifiant le com-
portement désiré du systéme contrdlé (dont le comporte-
ment est donné par y. ®4, v, ¢f. théoréme 2). Le probléeme
de commande considéré consiste a

trouver la plus grande série y¢ t.q. Yref1 = Ye @a, y. (8)

Cette inégalité s’interprete au regard de lordre natu-
rel de Rpyax(A). Il s’agit de trouver la plus grande série
Ye, C'est-a-dire, les plus grands coefficients Fz(w) pour
chaque mot w, et donc (par isotonie du produit de Hama-
dard généralisé) les plus grands coefficients (y. ®4, y)(w),
tels que Yrep1(w) = (Yo ®a, y)(w). Ainsi, le contréleur
retarde autant que possible 'achévement des séquences
d’événements w du systéme supervisé (dont le comporte-
ment est donné par ¥ ©4, y). De plus, comme ypef1 >
Ye @4, Y, la date d’achévement de (y. ®a4, y)(w) dans
le systéme composé est antérieure a celle spécifiée par
Yres1(w), ceci pour tout w. Un tel objectif de commande
satisfait le critere dit de juste a temps, notamment utilisé
pour la commande des graphes d’événements temporisés
(voir par exemple [1, §5.6] ou [11]). D’un point de vue lo-
gique, ce superviseur est le plus permissif qui permette de
restreindre le comportement du systéme au comportement
maximal souhaitée via Yrefi-

Introduisons la notation H;‘“ pour I'application corres-
pondant au produit de hadamard généralisé, a savoir

Hj‘“ 18 504, Y- 9)

Nous avons montré dans [9] que la Proposition 1 admet
I’analogie suivante en présence d’événements incontroélables

(Ay # 0).

Proposition 2: L’application isotone H;j‘“ : Riax(4) —
Rmax(A) est résiduable et sa residuée est donnée par

(Hy)H(s)(w) =
/\uepgl(w)msupp(y) s(u)dy(u), S% w e AE, (10)
T, siw¢ Af.
Corollaire 1: La solution au probleme (8) est donnée par

(H;u)ﬂ(yrefl)'

Notons que la valeur (Hf“)u(y,«efl)(w) =T pourw ¢ A%
n’influence pas le comportement du systéme composé (en
boucle fermée), en effet, d’aprés la formule (7) on évalue
(H;*)*(yres1) (i-e., le comportement de notre contréleur)
seulement pour les mots projetés dans A%.

Remarque 2: La controlabilité de la série de référence
Yref1 a été étudiée dans [10]. Plus précisément, on a
caractérisé les séries qui peuvent étre atteintes wvia la
commande proposée dans le corollaire 1. On a notam-
ment proposé une formule permettant de calculer le plus
grand ”sous-comportement” contrdlable, a savoir (H; )
H;‘”W(yrefl)'

Exemple 4: Considérons de nouveau le systéme décrit
dans 'exemple 3 en prenant pour hypothése que les taches
a, c et d peuvent étre retardées (on peut décider de décaler
dans le temps le début de leur exécution) ou méme inter-
dites. Au contraire, la tache b ne peut étre ni retardée, ni
empéchée, ce qui signifie qu’elle démarre dés qu’elle peut
étre exécutée. En notant A = {a,b,c,d} Pensemble des
événements (alphabet), on a A, = {a,c,d} et A, = {b}.
On souhaite que le systéme se comporte au plus tard selon
la série suivante :

Yref1 = 7a @ 8ad @ 9ab © 13abc @ 14adb,

ce qui signifie que les séquences a, ad, ab, abc et abd de-
vraient étre achevées au plus tard aux dates 7, 8, 9, 13 et
14. De plus, toute autre séquence ne devrait pas avoir lieu.
En utilisant le corollaire 1, on obtient Jz = (H;*)*(yres1)
avec :

Ye(w) =T,

pour tout mot w ¢ A} (par exemple : ab, abe, adb, . ..),

%(a) = yrefl(a)?{y(a) A yrefl(ab)?{y(ab)
= T§3NYT =2,
Ue(ad) = yresi(ad)fy(ad) A yrepi(adb)dy(adb)
= 8441448 =4,
Te(w') = ¢,

pour tout mot w’ € A%, w’ ¢ {a,ad}, notamment

Yresr(abe)gy(abe) A yres1(abeb)fy(abeb)
13412 A ef16 = e.

Telac) =

Le réle du controleur dans cet exemple est donc de retarder
I’événement (a) de deux unités de temps, d’interdire toute
occurrence de (c¢) et d’autoriser la premiere occurrence de
(d) en la retardant de deux unités de temps puis d’interdire
(d). Notons que si la séquence abc (permise dans yres1)
avait été rendue possible, alors la séquence abcb n’aurait
pu étre empéchée (b étant incontrolable), ce qui violerait la
référence donnée par yrefi.



Le comportement du systeme supervisé est J; = 7. Oy =
PBpecar Te(Pe(w)) ® y(w)) w = 5a®8ad ® 9ab® 12adb. Un

automate (max,+) G qui réalise T; est représenté sur la
figure 2.

Fig. 2. Automate (max,+) Gs = G¢||G

B. Superviseur le moins permissif en juste-apres

On s’intéresse ici au probleme dual de (8), a savoir de
trouver la plus petite série y. t.q. Yc ©®a, Y = Yref2. (11)

Il s’agit de trouver les plus petits coefficients y.(w) pour
chaque w, et donc les plus petits coefficients (y. ® 4, y)(w),
tels que (ye ®a, ¥)(W) > Yrepo(w). Autrement dit, le
controleur va ici retarder le moins possible le systeéme. En
ce sens, il est a rapprocher de la commande minimisant les
retards proposée dans [7] pour les graphes d’événements
temporisés. D’un point de vue logique, ce superviseur est
le moins permissif qui garantit le comportement minimal
souhaité via yrefo.
Pour résoudre le probleme (11), nous allons le reformuler
en termes de séries complémentées comme suit.

Définition 4: Soit y € Rmax(A), on note (y la série de

Rumax(A) définie par

Y, Cy(w) £ —y(w),

avec, par convention, —¢ = T et — T =
CCy =y

En fait, il s’avere que le probleme (11) peut aisément se
reformuler comme un probleme (8) :

€. Notons que

Ye ®Au Y = Yref2
— VYw, y.(P.(w))®y(w) = Yref2(w)
— V’UJ, yc(PC(w)) + y(w) > yrefQ(w)
— V’LU, _yc(Pc ’LU)) - y(w) < —Yref2 w)
— Vw, (ye(Pe(w)) ®Cy(w) = Cyres2(w)
~ Cye ©a, Cy = Cyresa-

Ce constat suffit & affirmer que tous les résultats établis
pour le probléme initial (8) peuvent étre utilisés pour le
probléme dual au simple prix d’une ré-écriture. En parti-
culier, on a le corollaire suivant.

Corollaire 2: La solution au probleme (11) est donnée

par [:((Hé”)ﬂ([:yrefg)). Autrement dit, H;;‘“ est duale-

ment résiduable et (H;“”)"(yrefg) = ((Hf;;")ﬂ([:yrefg)).
Exemple 5: Reprenons 'exemple 4, avec pour objectif

que le systeme se comporte cette fois au plus tot selon la

série Yrefo = 3a®7ab®13abc. En utilisant le corollaire 2, on

obtient yo = ()" (yres2) = C (Hey V¥ (Cyres2) ) avec :

e y.(w) = ¢, pour tout mot w ¢ A% (par ex. ab, abe, adb,

o)y
¢ y.(a) =0, yc(ac) =1,
e y.(w') =T, pour tout mot w’ € A}, w’' ¢ {a,ac}.
Le role du controleur dans cet exemple est donc d’autoriser
sans retarder I’événement (a), d’interdire toute occurrence
de (d) mais d’autoriser la premiére occurrence de (c) en
la retardant d’une unité de temps, puis d’interdire les oc-
currences suivantes de (c¢). Le comportement du systeme
supervisé est ys = y. © y = 3a © Tab & 13abc & 17abcb.

Remarque 3: Une question importante est de savoir si la
série calculée pour un controleur est rationnelle car c’est a
cette condition que le controleur pourra étre réalisé par un
automate (max,+).
Rappelons qu’une série est (max,+)- rationelle (respecti-
vement (min,+)- rationnelle) si elle est formée par des
opérations rationnelles (somme @ impliquant 'opérateur
max, resp. min; produit ® et/ou étoile de Kleene) & par-
tir de polynomes. La solution g, (resp. y.) au probleme de
commande (8) (resp. (11)) donnée par (10) (resp. le co-
rollaire 2) est telle que Yw, Fo(Pew) = Yres1(w)dy(w) =
Yrep1(w) © Cy(w) (resp. ye(Pew) = C (Cyres2(w)fLy(w)) =
C (Cyref2(w) ® y(w))). Il apparait que cette solution est
rationnelle des que yrep1 © Cy (resp. ( (Cyres2 @ y)) lest.
Puisque le produit de Hadamard est une opération ration-
nelle (voir par exemple [2]), si yres1 et Cy (resp. (Yres2 et
y) sont rationnelles alors la solution proposée 'est aussi.
Il a été montré dans [12] qu’avec une série rationnelle
5 € Riax(A), (5 € Rpax(A) est rationnelle ssi s est non-
ambigiie, i.e., a la fois (max,+) et (min,+) rationnelle. Au-
trement dit, si on se restreint a des séries yr.r1 ration-
nelle et y non-ambigiie (resp. y rationnelle et y,.fo non-
ambigiie), alors la série proposée pour le controleur est ra-
tionnelle. Précisons que les séries non-ambigiies sont recon-
nues par des automates non-ambigus, i.e., des automates
pour lesquels il y a au plus un chemin reconnaissant chaque
mot w (ce qui correspond grosso modo a des automates
déterministes).

En pratique, on peut étre amené a chercher a encadrer
le comportement du systeme supervisé, a savoir

trouver y. telle que Yref1 = Ye ©A, Y = Yres2- (12)

Ce probleme trouve dans le corollaire suivant sa solution
étonnement simple.

Corollaire 3: L’ensemble des solutions au probleme (12)
est donné par l'intervalle de Ry, (A) suivant

[ (res=), (Hi Vo (gresn)] -

C. Superviseur de comportement croissant

Dans cette partie, on spécialise les résultats aux systemes
a événements discrets pour lesquels les durées associées aux
transitions d’état sont toutes positives. Plus précisément,
on veut s’astreindre a ce que les délais imposés au systeme
par le superviseur aient tous des valeurs positives et donc
que le modele du controleur sous la forme d’un automate
(max,+) ait des transitions d’état toutes positives. Nous
allons commencer par montrer qu’un tel automate admet
pour comportement la forme suivante de série de Ryax (A).



Définition 5: Une série s € Rpax(A) est dite croissante

sur son support si
Yo,w € supp(s), v=w = s(v) = s(w), (13)

dans laquelle la premiere inégalité met en jeu la relation

d’ordre sur les sous-mots alors que la deuxieme inégalité

s’entend pour Pordre naturel de R ax.

Par exemple,

e y1 = la ® 2ab ® laba & 3abaa n’est pas croissante sur
son support parce que yi(ab) £ yi(aba);

e yo = la ® 2ab ® 3abaa est croissante sur son sup-
port (méme si y(aba) = ¢ < y(ab) = 2 puisque
aba ¢ supp(y)).

Notons @Inax(A) le sous-ensemble de Ryay(A) composé des
séries croissantes sur leur support.

Lemme 1: Le comportement [(G) d’un automate G =
(Q,A,a,t,3) est une série croissante sur son support ssi
toutes les transitions t(g, a,q’) sont positives ou égales a ¢.

Proof: Un raisonnement par induction peut directe-
ment étre appliqué a partir de la définition du comporte-
ment (3). |
Notons que les automates (max,+) a transitions toutes po-
sitives (ou, de fagon équivalente, admettant une série de
comportement croissante sur son support) sont les seuls
"réalistes” puisque les valeurs des transitions s’interpretent
comme des durées. Intéressons-nous maintenant a la com-
mande de tels automates (max,+). Plus précisément, on
cherche ici a résoudre le probleme de commande considéré
précédemment de sorte que le superviseur admette pour
comportement une série croissante sur son support, i.e.,

—t
trouver ye € Ry, (A) .. Yref1 = Ye Oa, Y = Yrep2. (14)

Comme représenté par le diagramme commutatif de la fi-
gure 3, il faut alors étudier la résiduabilité et la résiduabilité
duale de H;‘“ ol ou I correspond a l'injection canonique de
Rjnax(A) dans Rpax(A). Comme rappelé dans le théoréme
1, cette application est résiduable et dualement résiduable
si H{;‘” et I le sont. Puisque la proposition 2 et le corollaire
2 ont déja montré la résiduabilité et la résiduabilité duale
de H;‘", il nous reste a prouver celles de I.

Fig. 3. Diagramme commutatif considéré

Remarquons tout d’abord que @LaX(A) n’est pas fermé

pour la somme de séries. Prenons s; = la @ 2ab et so = 3a,
ces deux séries sont croissantes sur leur support, mais leur

somme s1; @ sa = 3a @ 2ab ne l'est pas. Ceci implique

que R,Tnax(A) ne forme pas un sous-dioide de Ryay(A).

Pour autant, les propositions suivantes montrent que 1’in-

jection canonique de RTnax(A) dans Ryax(A) est résiduable

et dualement résiduable en tant qu’application définie sur

ces ensembles ordonnés, a défaut d’étre des dioides (voir
définition 1).

__ Proposition 3: L'injection canonique I : RTMX(A) —
Rmax(A) est résiduable et sa résiduée est donnée par

Iﬁ(s)(’l)) — { /\{wEsupp(s),vjw} S(U)) S% v € S’U;pp(s),
€ sinon.
(15)
Proof: On peut se convaincre facilement que If définie
par (15) est une application isotone en ayant notamment
en téte que y1,y2 € Rmax(A4), 11 <y2 = supp(y1) C

supp(y2)-
On vérifie maintenant que I et I* satisfont les inégalités (1).

On a d’une part pour s € Ryax(4) :
IoIt)(s) =Ii(s) < s.

D’autre part, une série croissante sur son support s €
RTMX(A) satisfait Yo, w € supp(s), v 2w = s(v) <
s(w), ce qui implique $(v) = A, upp(s),v<uw) S(W), €t on
a donc

(I o I)(s) = s.

|
La série I?(s) définie par (15) est la plus grande série
inférieure a s et croissante sur son support.

Exemple 6: Reprenons 'exemple 4, avec pour objectif
que cette fois le systéme se comporte au plus tard se-
lon la série y; .,y = Ta @ 8ad & 9ab ® 13abc & 1dadb &
18abch & 24abcbe. En utilisant le corollaire 2, on obtient
UL = (H )y, 1) avec

e y/(w) =T, pour tout mot w ¢ A%,

e yi(a) =2, Telac) = 1, Ye(ad) = 4,

e y/(w') = ¢, pour tout mot w’ € A%, w' ¢ {a,ac,ad}.

La série y/, n’est pas croissante sur son support car y/.(a) 4
yl(ac). La proposition 3 donne la série croissante sur son
support répondant au probleme de commande. On a no-
tamment I*(y/)(a) = 1 et I¥(y.)(ac) = 1.

Proposition 4: L'injection canonique I : R (A) —
Runax(A) est dualement résiduable et sa résiduée duale est
donnée par

siw € supp(s),
sinon.
Proof: Le mécanisme de preuve est identique a celui
de la proposition 3 en notant que
e (IoT)(s) =T(s) = s.
e s croissante sur son support satisfait Vv, w € supp(s),
v2w = s() =X s(w), ce qui implique s(w) =
D v<w) 5(v), et on donc (T oT)(s) = s.

Ib(s)(w) :{ Se{vjw} S(U) (16)

|
La série I’(s) définie par (16) est la plus petite série
supérieure a s et croissante sur son support.

Exemple 7: Reprenons 'exemple 5, avec pour objectif
que le systéeme se comporte cette fois au plus tot selon la
série Y, ro = 7Ta ® 9ab ® 13abe. En utilisant le corollaire 2,
on obtient y;, = (Hf“)b(y;,eﬂ) avec :

- y_é(a) =4, y_é(ac) =2,



— y.(w) = ye(w), pour tout mot w ¢ {a, ac}.
La série y/, n’est pas croissante sur son support car y/,(a) £
Y. (ac). La proposition 4 donne la série croissante sur son
support répondant au probleme de commande. On a no-
tamment I°(y.)(a) = 4 et I°(y.)(ac) = 4.

Corollaire 4: L’ensemble des solutions au probleme (14)
est donné par l'intervalle de Ryy,x(A) suivant

b
|:Ib ° H;u (Yrer2), I‘o H;uﬂ(yrefl)] :

Remarque 4: Pour se conformer & un cadre complétement
réaliste, on peut de plus considérer qu’a la fois le comporte-
ment du systeme donné par la série y et la spécification y,.
sont des séries croissantes sur leur support (i.e. les systéme
a événements discrets correspondant ont des durées de
transitions d’état toutes positives). Une telle hypothese re-
vient simplement & considérer un cas particulier de la so-
lution proposée ici.

Remarque 5: Les résultats de controlabilité établis dans
[10] s’étendent directement au cas des séries croissantes.
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V. CONCLUSION

Nous avons présenté une approche permettant la com-

mande des automates (max,+), basée sur le produit pa-
rallele d’un controleur avec le systéme initial. Dans ce pa-
pier, nous avons proposé deux résultats nouveaux sur le
sujet : un controleur le moins permissif et en ”juste-apres”
et une spécialisation des résultats aux séries croissantes sur
leurs supports (c’est-a-dire, tels que les délais associés aux
transitions sont non négatives).
Dans nos travaux futurs, nous allons nous attacher a la
définition du produit synchrone des automates (max,+)
afin de pouvoir prendre en compte les phénomenes de pa-
rallelisme. Plus généralement, nous souhaitons étudier la
commande décentralisée des automates (max,+).
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