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Résumé— Nous considérons dans cet article des réseaux mé-
taboliques de type enzymatique réversibles (décrits par un
systéme d’équations différentielles ordinaires), avec éven-
tuellement des entrées et des sorties, et nous démontrons
la stabilité globale de 1’équilibre (s’il existe) 4 ’aide de tech-
niques issues des systémes monotones. Dans certains cas,
que nous étudions, il n’y a pas d’équilibre. Enfin, nous consi-
dérons un systéme métabolique couplé a un réseau géné-
tique, et nous étudions la dépendance de 1’équilibre méta-
bolique rapide (s’il existe) par rapport aux concentrations
en enzymes.

Mots-clés— Réseaux métaboliques, cinétique enzymatique,
systémes monotones, systémes compartimentaux, réseaux
génétiques, stabilité globale.

I. INTRODUCTION

Les systémes métaboliques constituent une classe impor-
tante de systémes dynamiques intervenant dans le domaine
de la biologie [8]. Il s’agit de systémes de type chimiques,
mais dans lesquels les réactions sont catalysées par des en-
zymes. Ces enzymes sont des protéines synthétisées par
des génes, et les systémes métaboliques et génétiques sont
ainsi couplés par des boucles de régulation (les métabolites
peuvent réguler la synthése d’une enzyme). Pour étudier
ces systémes couplés, dont I'un (le systéme métabolique)
a une dynamique trés rapide par rapport & 'autre, il est
trés important de pouvoir étudier les propriétés de stabilité
globale du systéme métabolique. Si celui-ci est globalement
stable, alors on pourra le mettre & son équilibre, et appli-
quer des théorémes de type Tikhonov sur les systémes a
plusieurs échelles de temps [8], pour injecter la valeur de
cet équilibre dans le systéme génétique. Pour les biologistes,
il semble évident que les systémes métaboliques “réalistes”
ont un seul équilibre stable. Pourtant, il est connu que cer-
tains systémes de type métabolique peuvent avoir plusieurs
équilibres [3]. Dans cet article, nous apportons quelques
contributions & ce probléme. Nous montrons que pour un
réseau enzymatique réversible “pur” (toutes les réactions
sont des réactions enzymatiques réversibles), alors, suivant
les entrées, il y a soit pas d’équilibre, soit un seul équilibre
globalement asymptotiquement stable. Les outils que nous
allons utiliser sont classiques et appartiennent & la théorie
des systémes monotones, et & celle des systémes compar-
timentaux. Notre apport consiste en ’étude des systémes
métaboliques réversibles, avec des entrées et des sorties.
Dans la derniére section, nous faisons le lien avec les sys-
témes génétiques, et montrons que l’équilibre dépend de
facon décroissante des concentrations en enzymes.

II. SYSTEMES MONOTONES ET COMPARTIMENTAUX

Les systémes monotones constituent 'une des plus im-
portantes classes de systémes dynamiques utilisées pour la
modélisation mathématique de systémes biologiques. Des
études poussées de ces systémes ont été faites par Smith [13]
et Hirsch [9]. Ce sont des systémes trés fréquents en bio-
logie. Dans cette section, nous donnons une définition de
ces systémes. Nous allons nous intéresser & leur stabilité
dans le cadre des réseaux métaboliques. Donnons d’abord
quelques définitions.

Ordre partiel. Soit le cone positif K qui satisfait aux
propriétés suivantes :

— aK C K pour tout o € Ry

-K+KCK

- KN (-K) = {0}
On définit un ordre partiel > dans K tel que si 1 = xo
alors v1 — 2 € K.

Soit le systéme suivant :

i = f(x) (1)

On définit le flot ®(¢) comme étant ’ensemble des solutions
de (1) paramétrées par le temps t. La notation ®(t,z)
correspond & la solution issue de la condition initiale x; et
paramétrée par t > 0.

Considérons maintenant le systéme autonome

&= f(x) (2)

oti f est continuement dérivable dans K = R (dans ce qui
suit, on prendra K = R, c’est le cone positif dont nous
nous servirons par la suite).

Définition 1 : Condition de Kamke
f est de type K dans K pour tout 4, si f;(a) = f;(b) pour
tout point a et b dans K tels que a > b et a; = b;.

Théoréme I1.1 : Soit f satisfaisant a la condition de
Kamke et 29,21 € K. Si xo »= x1 et que ®(¢t,z;) i = 0,1
sont définis, alors ®(t,x0) = ®(¢,z1).0
La preuve de ce théoréme se trouve dans [13]. La condition
de Kamke est plus facile & identifier en regardant le signe
de la matrice jacobienne.

Proposition I1.2 : Si f est différentiable, alors la condi-
tion de Kamke implique que

ofi

J

()20 Vij (3)

afi

0x;
3),

Inversement, si (t,x) est continue dans K et satisfait
t S

a la condition ( i le domaine K est p-convexe c’est



a dire que pour tout z et y € K et satisfaisant & x = y,
le segment qui joint les deux points reste dans K, alors la
condition de Kamke est satisfaite. Voir [13] pour la preuve.
Le systéme (2) est appelé systéme coopératif.

Si le systéme est coopératif, alors le flot est monotone, c’est
& dire que le flot conserve l'ordre partiel dans R™.

Ces systémes ont une forte tendance a converger vers l’en-
semble de leurs points d’équilibre [13]. On peut montrer
que presque toute solution converge vers l'ensemble des
équilibres sauf un ensemble de mesure nulle. En particu-
lier, il n’y a pas de solutions périodiques stables. Il existe
des théorémes plus précis [13].

Donnons maintenant quelques rappels concernant les
systémes compartimentaux (voir [10]). Il s’agit de décrire
I’évolution dynamique de n compartiments interconnectés
par des liens ou s’échangent des flux. L’équation globale
s’écrit en faisant un bilan de masse entre les entrées et les
sorties de chaque compartiment. Nous aurons seulement
besoin de la définition suivante d’une matrice comparti-
mentale :

Définition 2 : Matrice compartimentale
On appelle f(,,x,) une matrice compartimentale si elle sa-
tisfait aux trois propriétés suivantes [10] :

fii <0 pour tout i, (4)
fij >0 pour tout i #j, (5)
—fi5 = Zfij pour tout j (6)

i

Remarquons que les f;; peuvent en général dépendre des
T,k = 1...n quisont les concentrations dans chaque com-
partiment. Un cas fréquent est celui ot f;;, flux du compar-
timent j dans le compartiment ¢, ne dépend que de z; (donc
du compartiment de départ). Il existe aussi des théorémes
sur la stabilité des systémes compartimentaux linéaires.

Nous exposons maintenant la base de la cinétique enzy-
matique dont nous nous servirons par la suite.

I1I1I. CINETIQUE ENZYMATIQUE REVERSIBLE

En 1913, Michaelis et Menten ont mené des études sur
une réaction enzymatique simple impliquant une seule en-
zyme. Considérons la réaction constituée d’un substrat noté
S, d’'une enzyme notée X et d’un produit noté P. Michae-
lis et Menten proposent le schéma, suivant : nous nous réfé-
rons & [11] et [5]. L’enzyme forme un complexe transitoire
X, avant de revenir & sa forme initiale, donnant ainsi le
produit P & partir du substrat S.

S+ Xo= X, - P+X,

ds  kaEs(t)

V= T Ry ) "

La vitesse de la réaction (7) V. est appelée équation
quasi-stationnaire de Michaelis-Menten : E est la concen-
tration totale d’enzyme supposée constante (Xo 4+ X1);
ko est la vitesse maximale que peut atteindre la réac-
tion lorsque la concentration en substrat s tend vers +oo
et K s est la constante de Michaelis.

Cependant, dans [2], on peut lire que en principe toutes
les réactions catalysées par des enzymes sont réversibles
et que en réalité de nombreuses réactions importantes en
biochimie sont réversibles. Il s’avére donc intéressant de
compléter le modéle (7) en faisant apparaitre la derniére
réaction comme réversible. Le modéle le plus simple est le
suivant :

S+Xo= X1 =P+ Xo

Le modéle mathématique correspondant est le suivant :

d

£ = 7]'{!181'0 —+ k_lfﬂl

d

% = —k1sxo + k_121 + kax1 — k_2pxo

d (8)
% =kisrg — k_121 — kox1 + k_opxo

d,

dit) = kax1 — k_apxo

En faisant une démarche similaire & celle faite pour réduire
Michaelis-Menten par des arguments d’échelle de temps,
et en faisant appel au théoréme de Tikhonov ([8]), on
arrive & ’expression de la vitesse de réaction suivante :
V. = k‘1k‘2ES(t) — k_1k‘_2Ep(t)

T ]f_l -+ k‘Q -+ klé(t) —+ k_Qp(t)

En posant kg = kiko, kp = k_1k_o, Ksp = k_1 + ko,
kg = ki et kp = k_5, nous obtenons

kss(t) — kpp(t)
Ksp + kgs(t) + kpp(t)

Vi =

9)

Nous allons utiliser cette équation dans la suite ot nous étu-
dions les chaines enzymatiques réversibles. Rappelons que
E est la concentration totale d’enzyme supposée constante
(ou variant lentement) dans un premier temps.

Notre objectif est maintenant d’étudier la stabilité glo-
bale de réseaux enzymatiques réversibles. Pour simplifier
I’exposition, nous allons considérer des chaines enzyma-
tiques, et pas des réseaux plus complexes avec des boucles.
Ceci nous permettra d’écrire plus facilement les équations
et de présenter plus rapidement les calculs. Nous dirons a
la fin de chaque section ce qui peut se généraliser (ou pas)
a un réseau.

De méme, nous souhaitons considérer des entrées et des
sorties pour ce réseau enzymatique, et pour clarifier I'ex-
position, nous avons choisi de prendre une seule entrée au
plus ; nous considérons donc la chaine suivante :

u—>x1‘:xg...x¢:xi+1...‘:>x,L

Nous avons classifié les cas intéressants en trois formes :
— le systéme est fermé : il n’y a pas d’entrée ni de sortie et
les termes de dégradation des variables sont négligés ;
— le systéme posséde une entrée et les termes de dégra-
dation sont pris en compte;
— le systéme posséde une entrée et une sortie ; les autres
termes de dégradation sont négligés.
Nous allons étudier dans chaque cas la stabilité globale ;
z € X = RY} désignera les concentrations des n variables.
L’expression de la vitesse d’une réaction entre x; et x,41
sera donc :

kiiv12s — kig1,i%i1

Ri(zj,2041) = E;
Kiiv1 + ki @i + ki @i

(10)



IV. RESEAU ENZYMATIQUE FERME

Le modéle mathématique de ce type de réseau est donné
par :

i = AR(z) (11)
avec
R(z) = (R, Ra, oo Ry1)”

-1 0 0 0

1 -1 0 0
et A=

0 ... 0 1 -1

0 ... 0 0 1

On vérifie aisément que 'orthant positif est invariant. On
verra aussi que le systéme est coopératif & cause des signes
des dérivées (%—i’_" >0 et aam—i"l < 0). Enfin, on peut inter-
préter le systéme en termes compartimentaux, puisqu’il y
a des bilans de matiére.

Nous allons utiliser le théoréme suivant (rappelons que
fortement connexe signifie que le graphe de la matrice est
irréductible) :

Théoréeme IV.1 : Propriété 5 dans [1]

Soit M(x) = Y., x; la concentration totale du systéme.

Si un systéme fermé avec une matrice jacobienne compar-
timentale est fortement connexe, alors pour tout My > 0
et constant, I'hyperplan H = {z € R} : M(z) = My > 0}
est invariant et il existe un unique équilibre globalement

stable dans H.0O
Soit J; la matrice jacobienne associée au systéme (11) :

_% — Ry 0
Oxq dxzo
Ry OR _ 0Ry  _0OR, 0
Oz Oxzo Oxo Oxs
0 ORp_2 ORp_2 ORp_1  ORp_1
e 0wy, 2 0Ty 1 0Ty 1 EETY
0 ORp_1 ORp_1
OTp—_1 T Oz,
La matrice J; est telle que :
sur la diagonale on a
{_8R1 . 6Rl _ 8R7;+1 -1 n—29 8Rn_1}
81'1 ' 8xi+1 axi+1 R ' al'n
sur la diagonale inférieure on a :
OR; .
L i=1,..,n-1
ox; T
K3
sur la diagonale supérieure on a :
OR;
— 1=1,..,n—-1
axi+1

Or 28 > (et 28 < 0, alors tous les éléments hors
Ox; 0xit1 ’

diagonale sont positifs. De méme, Vj, —f;; = Z#j fij
alors la matrice jacobienne J; est compartimentale.

La réversibilité des réactions fait que le systéme (11) est
fortement connexe. D’aprés le théoréme IV.1, hyperplan
H={zeR%: M()=>Y" 2, = My > 0} est invariant
et il existe un unique équilibre globalement stable dans H.

Proposition IV.2 : Pour une chaine enzymatique fermée,
I'hyperplan H = {z € R} : M(z) = Y./ ;x; = My > 0}
est invariant et contient un unique équilibre globalement
stable dans H.

Geénéralisation : Si le graphe est un réseau et plus une
chaine, toutes les propriétés seront conservées. Le graphe
sera fortement connexe s'il est connexe (puisque toutes les
réactions sont réversibles), et donc en un seul morceau.

Proposition IV.3 : Pour un réseau enzymatique fermé
connexe, U'hyperplan H = {z € R} : M(z) = > | z; =
My > 0} est invariant et contient un unique équilibre glo-
balement stable dans H.

V. RESEAU ENZYMATIQUE OUVERT AVEC TERMES DE
DEGRADATION

Dans ce réseau, tous les métabolites x; sont dégradés &
un taux - identique. Le modéle mathématique de ce type
de réseau est donné par :

t=AR(z)+U —yzx (12)
avec
R(:L')—(RI’R27 ............ aRnfl)
-1 0 0 0
1 -1 0 0
et A=
o ... 0 1 -1
o ... 0 0 1
U est le vecteur entrée : U = (u,0,0, ...ccn..e.. ,0)T.
Nous allons utiliser le théoréme suivant :
Théoréme V.1 : (théoréme 8 dans [10])
Soit
i = f(x) (13)
- (S1)
Ofi 50 pour i#j, ij=1, 0,
8.%‘]‘
- (52)
satisfait
do .
<0 pour tout i
8:@
— (S3) Il existe un k& > 0 tel que o(x) <0 quand ), z; =
k

Si les conditions (S1), (S2) et (S3) sont satisfaites, alors
le systéme (13) admet un équilibre unique globalement
asymptotiquement stable.O

Pour étudier le systéme (12), nous allons vérifier (S1), (52)
et (S3).

La matrice jacobienne du systéme (12) est donnée par :

9R oR
- lel - - 8:021 0

OR; ORy _ ORgy _ ORy o

CESY dzo dzy Y 3
o ORp_2 ORp_9 ORp_1 _ORn,

o Oy _3 [EE— LT ! Ozn
o ORp_1 ORp_1 _ _
9z 1 EETY '



Or Dx; 2 0 et Bwiin

diagonalé sont positifs.
La condition (S1) est donc satisfaite.

Soit
o(x) :Zii ZU—’YZ%

Vi, ag;;) = —v < 0 alors (S3) est ainsi satisfaite.
Posons k = ), z;, alors o(x) = v —vk. On peut ainsi choi-

sir k grand tel que o(z) < 0. Ainsi (S3) est satisfaite.

< 0 alors tous les éléments hors

Proposition V.2 : Le systéme ( 12) admet un unique
équilibre globalement asymptotiquement stable dans R’}.

Généralisation : Si le graphe est un réseau et plus une
chaine, toutes les propriétés seront conservées pour appli-
quer le théoréme. De méme si le taux de dégradation de x;
est v; # 0 (et pas une constante ), alors on peut encore
appliquer le théoréme. La propriété (S3) est encore vraie
car o(x) < u—mx, avec m = min(7y;). Remarquons quand
méme que le théoréme ne peut plus s’appliquer si un taux
de dégradation est nul. Comme il y a une seule entrée, nous
supposons que le réseau est connexe.

Proposition V.3 : Le systéme (12) avec un graphe en
réseau connexe admet un unique équilibre globalement
asymptotiquement stable dans R”, si tous les taux de dé-
gradation sont strictement positifs.

VI. RESEAU ENZYMATIQUE OUVERT SANS TERMES DE
DEGRADATION ET AVEC UNE SORTIE

Ce cas est le plus difficile et le plus intéressant. Le schéma
de la chaine est donc le suivant :

u—>x1i>x2...xit>afi+1...§>xn

Le modéle mathématique de ce type de réseau est donné
par :

i = AR(z)+ U —Tx (14)

avec
R(I) = (R17R27 ............ ,Rn_l)T
-1 0 0 0
1 -1 0 0
et A=
o ... 0 1 -1
o ... 0 0 1
U est le vecteur entrée : U = (u,0,0, ....ccuue.n. ,0)T et I'w est

le vecteur sortie : I' = (0,0,0, .............. Jkx,)T, k est une
constante positive qui représente la sortie ou la dégradation
de la derniére variable.

Dans ce cas, il peut ne pas y avoir d’équilibre si 'entrée
u est trop grande par rapport aux paramétres du systéme.

A. Equilibre du modéle

Le systéme est & ’équilibre si ; =0 pour i=1,...,n.
Ainsi Y #;, =0 = wu=ka}
En posant X; = 22:1 z; =0, i =1,..
obtenons :

,nm — 1, nous

’LL:Ri

Alors

* / *
o Bkl g+ u(Kiga + ki 27)

Ii—

Eikiiv1 = ki g0
Cet équilibre existe si

ki1 )
,’ Ez Vi
i+l

Eiki’i+1 — k7€7i+1u >0 = u<

Supposons cette condition remplie, alors cet équilibre est
unique car pour tout w = cst, il existe un unique
tel que u = kz). Et si z} est unique alors z,_; =
/

En—lkn,n—lx;; + u(Kn—l,n + kn,nflm;;)

!

En—lkn—l,n - knfl’nu

Ttérativement on montre que x* est unique.

est aussi unique.

Proposition VI.1 : Le systéme (14) admet un équilibre

unique si et seulement si v < = E; Vi.
i1

Proposition VI.2 : Le systéme (14) n’admet pas d’équi-
libre §’il existe un ¢ tel que u > %El
i,i41

B. Stabilité du modéle pour le cas ot u < Z,—“:El Vi

Avant de nous lancer a I’étude de stabilité, nous allons
d’abord rappeler quelques définitions et propriétés tirées de
[1] .

Définition 8 : Réseau complétement connecté aux sor-
ties (CCS).

Un compartiment x; est connecté & une sortie siil y a
un chemin z; — x; — ... — x; partant de ce compartiment
et se terminant en un compartiment x; & partir duquel il
y a un flux de sortie. Le réseau est complétement connecté
aux sorties (CCS) si chaque compartiment est connecté &
une sortie.

Propriété 1 : Inversibilité et stabilité d’une matrice com-
partimentale
Une matrice compartimentale est réguliere et stable Vo €
R? si et seulement si le réseau & compartiments est CCS.

Propriété 2 : Si J(x) est une matrice compartimentale
Vo € R, alors toutes les trajectoires bornées tendent vers
un équilibre dans R’ .

Considérons maintenant le modeéle (14).

La matrice jacobienne J3 associée & 14 est donnée par :

_0Ry _0Ry 0
oxq Oxo
AR OR1 _ ORa __ORsg 0
oz Oxo Oxo ox3
0 ORp_2 ORp_2  ORp_1 _ORp_3
T Oxp_2 0Ty 1 0Ty 1 e
ORy_1 ORp_1
0 0Ty —1 —k+ Ozn
— Vérifions la condition (5)
Sur la diagonale inférieure on a :
OR; .
avec t=1,..,n—1
(“)xi
Sur la diagonale supérieure on a :
OR; .
avec t=1,....n—1

3I¢+1



Or %Rl >0 Viet dR7 L < 0 Vialors tous les éléments
hors dlagonale sont pos1t1ves
— Veérifions la condition ( 4)
Tous les éléments de la diagonale sont négatifs.
— Vérifions la condition ( 6)
Nous avons

Z J33,1)

J31,1) =

J3(i5) = Z J3gay 1=2,..m—1
Jj=1,5#i
n—1 n—1
7J3(”a") - Z J3(j777/) =k= 7J3(n,n) > Z JS(j,n)
Jj=1 j=1

Nous avons bien _J3(j,j) Z Z J3(i,j) VJ
i#]
Proposition VI.8 : Lamatrice jacobienne J3 est compar-
timentale Vo € R}
Considérons maintenant la fonction de type norme sui-
vante utilisée dans [6] :

n
)= |z — ]|
i=1

Cette fonction n’est cependant pas dérivable en z; = «7,
nous utilisons la dérivée & droite par rapport au temps (voir
[12]) et définissons les opérations suivantes :

(15)

siowi(t) >x; ou si x(t) =axf et @(t) >0

o;=4 0 si z;(t)=2a] et #;(t)=0
—1si z;(t) <af ou si z;i(t) =1z et x;(t) <O
(16)

Nous pouvons maintenant faire la dérivée & droite de la
n

Zai(xi —zl):

fonction V(z(t)) =

i=1
d+
Zm
n—1
= _Ul(Rl_Rl +ZU7 i—1" —-R; +R )"’UH(RH—I_
= n—1
) k(e —a5) = S (R~ R (011 — 01) — okl
i=1
)

Deux cas peuvent se présenter :
- Sl 0; =041 = (Ri—Rf)(O'H_l —O'Z‘).ZO ]
- 8Si 0;, = —o0y31 alors pour connaitre le signe de

EV(ZE(t)), nous allons nous intéresser au signe de

(k= R)).
((L" x

D i1 Kiip1+(Ri i1 kg Tk ki, )@l q]

Par suite, dans tous les cas, les termes sont négatifs :

d+
CV(a(t) =

—opk(zy, — ) <0

n

Proposition VI.4 : Etant donné que V (x

Z|$z_$ |
d+

et que EV({L(t)) < 0, alors toutes les solutions sont bor-

nées.

Proposition VI.5 : La matrice jacobienne J3 est com-
partimentale et toutes les trajectoires sont bornées, alors
d’aprés la propriété 2, toutes les trajectoires tendent vers
un équilibre unique dans R’} qui est donc globalement at-
tractif.

La matrice jacobienne Js est fortement connexe et
comme le modéle a une sortie alors d’aprés la définition 3,
le modéle est CCS.

Proposition VI.6 : D’aprés la propriété 1, la matrice J3
est réguliére et stable. L’équilibre est localement stable.
L’équilibre est localement stable et globalement attractif,
et donc nous avons finalement :

Proposition VI.7 : Pour u < %ET Vi, toutes les tra-
jectoires tendent vers un équilillf)tre unique globalement
asymptotiquement stable dans R’}.

11+1E

11.1

C. Cas o Jiu >

kiiv1

Pour le cas ou v > 7= E; I'équilibre n’existe pas. Il
i,i+1

est facile de voir qu’une variable au moins va tendre vers
Iinfini.

Généralisation. Dans le cas d’un réseau avec une entrée
et une sortie, le résultat se généralise avec les mémes outils
¢l existe un équilibre (qui est alors globalement stable).
par contre, les conditions d’existence d’un tel équilibre sont
plus difficiles & écrire.

Conclusion. Les études de ces trois cas de chaines enzy-
matiques aboutissent aux conclusions suivantes : pour un
réseau enzymatique fermé et un réseau enzymatique ouvert
avec prise en compte des termes de dégradation, il existe un
équilibre unique globalement asymptotiquement stable. Et
pour un réseau enzymatique ouvert sans termes de dégra-
dation, si ’équilibre existe alors il est unique et est globa-
lement asymptotiquement stable. Dans le cas d’une chaine,
on peut écrire les conditions d’existence.

Généralisation. On peut sans mal généraliser ces ré-
sultats dans le cas ol la cinétique réversible entre z; et x;
s’écrit (au lieu de (9) :

R,—R; =

(K, L+1+k1 i1 Ptk i) (Ko i1 Tk @7 ki 280)

(@it1 — @iy DlKir1,i K + (Riip1k] g, + K ki, )2]]

R(xi,:cj)

avec les propriétés suivantes :

(Kiiv1 + kf;,i+15‘3i + k§+1,i"3i+1)(Kivi+l + k'/i,i+1xz + k§+1,z‘$f+1)

Or Signe (x; —x}) = — Signe (vi41 — j,,) alors
Signe (R; — R})= Signe (z;—x})= o;
Ainsi (R, — R;)(O'H_l — 0'7;) = (R7 — R:‘)(*QO}) <0

- R(O,IJ) = R(IZ,O) =0

— R(x;,x;) est croissante par rapport & x; et décroissante
par rapport a x;.

— R(x,0) est borné quand x tend vers I'infini, ainsi que
R(0, ).



VII. CHAINE ENZYMATIQUE COUPLEE AVEC DES GENES

Nous allons maintenant coupler ce réseau métabolique
avec un réseau génétique, et appliquer les résultats précé-
dents. On peut supposer que chaque étape (sauf lentrée)
de la chaine suivante

u—xSr... S,

est controlée par une enzyme FE; par l'intermédiaire de
Péquation (9). Etudions l'influence de ces E; sur I’équilibre
(s’il existe) du réseau métabolique.

Les E; sont des enzymes codées par des génes e; et la
transcription des génes est contrélée par certains métabo-
lites x;. En prenant en compte ’hypothése biologique selon
laquelle les variables métaboliques sont plus rapides que les
variables génétiques, nous pourrons étudier séparément la
partie métabolique et la partie génétique. Dans I’étude de
la partie métabolique, nous considérerons que les F; sont
constants. Kt dans I’étude de la partie génétique, on rem-
placera les x; par leur expression a ’équilibre. Nous nous
limiterons ici & I’étude de la variation des équilibres méta-
boliques en fonction des variables génétiques.

Le modéle de la partie métabolique correspond au mo-
dele (14), qui est le cas le plus intéressant. Rappelons 1’ex-
pression de son équilibre (8’1l existe) :

. u

z, = —,
ot = BEikivriw]q +u(K i1 + ki ,20400)
! Eikiiv1—k

i=1,...,n—1.
! u
i1

On peut réécrire I'expression de =} en fonction des FE;.
3

u , u
. Enflkn,nflg +U(K7L71,n +kn,n,1 E)
Enflkn—lm, - k,

n—1,n

u

= fn—l(En—l>
et

2 —
Tp_2 =

En—2kn—1n—2fn—1(Bn-1) + w(Kn-2mn-1+k, 1, ofn-1(En-1))

3 ./
En_1kn—2mn-1— kn72,n71u

= fn2(En-1,En_2)

Itérativement, on trouve que
x;k :fZ(EhE?-‘rlaaEﬂ—l) Z:177“—2
De ces expressions, on en déduit que
o}

L <0
OE;

i=1,..,n—1 e j=1..,n—1

Proposition VII.1 : L’équilibre global z* du systéme mé-
tabolique est une fonction décroissante de la concentration
en enzyme F.

Pour résumer , nous pouvons considérer le systéme suivant :

&= f(z,F) (17)

E=yg(E, ) (18)

ol x est la variable métabolique et F la variable géné-
tique. Il rassemble le couplage évoqué plus haut entre sys-
téme métabolique et génétique. On peut alors appliquer un
théoréme de type Tikhonov pour mettre le systéme méta-
bolique a I’état stationnaire (supposé existant) globalement
asymptotiquement stable d’aprés les théorémes précédents.

De I’équation (17), nous en déduisons expression de x &
Péquilibre z*(E) qui est fonction décroissante par rapport
a k.

Maintenant en remplacant dans (18), x par x* nous obte-
nons

E=g(E,x"(E)).

Cela introduit des boucles négatives supplémentaires sur la
partie génétique. Le nouveau systéme ne comprend que des
variables génétiques, et peut étre étudié par des techniques
adaptées, par exemple les systémes affines par morceaux

(7], [4]-

Conclusion. Nous avons montré que sous certaines
conditions, ’équilibre est unique et stable. On peut donc
simplifier le systéme couplé métabolique-génétique et ob-
tenir un systéme génétique seul, avec de nouvelles interac-
tions négatives apparues du fait du métabolisme.
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