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Résumé�Nous considérons dans cet article des réseaux mé-
taboliques de type enzymatique réversibles (décrits par un
système d'équations di�érentielles ordinaires), avec éven-
tuellement des entrées et des sorties, et nous démontrons
la stabilité globale de l'équilibre (s'il existe) à l'aide de tech-
niques issues des systèmes monotones. Dans certains cas,
que nous étudions, il n'y a pas d'équilibre. En�n, nous consi-
dérons un système métabolique couplé à un réseau géné-
tique, et nous étudions la dépendance de l'équilibre méta-
bolique rapide (s'il existe) par rapport aux concentrations
en enzymes.

Mots-clés� Réseaux métaboliques, cinétique enzymatique,
systèmes monotones, systèmes compartimentaux, réseaux
génétiques, stabilité globale.

I. Introduction

Les systèmes métaboliques constituent une classe impor-
tante de systèmes dynamiques intervenant dans le domaine
de la biologie [8]. Il s'agit de systèmes de type chimiques,
mais dans lesquels les réactions sont catalysées par des en-
zymes. Ces enzymes sont des protéines synthétisées par
des gènes, et les systèmes métaboliques et génétiques sont
ainsi couplés par des boucles de régulation (les métabolites
peuvent réguler la synthèse d'une enzyme). Pour étudier
ces systèmes couplés, dont l'un (le système métabolique)
a une dynamique très rapide par rapport à l'autre, il est
très important de pouvoir étudier les propriétés de stabilité
globale du système métabolique. Si celui-ci est globalement
stable, alors on pourra le mettre à son équilibre, et appli-
quer des théorèmes de type Tikhonov sur les systèmes à
plusieurs échelles de temps [8], pour injecter la valeur de
cet équilibre dans le système génétique. Pour les biologistes,
il semble évident que les systèmes métaboliques �réalistes�
ont un seul équilibre stable. Pourtant, il est connu que cer-
tains systèmes de type métabolique peuvent avoir plusieurs
équilibres [3]. Dans cet article, nous apportons quelques
contributions à ce problème. Nous montrons que pour un
réseau enzymatique réversible �pur� (toutes les réactions
sont des réactions enzymatiques réversibles), alors, suivant
les entrées, il y a soit pas d'équilibre, soit un seul équilibre
globalement asymptotiquement stable. Les outils que nous
allons utiliser sont classiques et appartiennent à la théorie
des systèmes monotones, et à celle des systèmes compar-
timentaux. Notre apport consiste en l'étude des systèmes
métaboliques réversibles, avec des entrées et des sorties.
Dans la dernière section, nous faisons le lien avec les sys-
tèmes génétiques, et montrons que l'équilibre dépend de
façon décroissante des concentrations en enzymes.

II. Systèmes monotones et compartimentaux

Les systèmes monotones constituent l'une des plus im-
portantes classes de systèmes dynamiques utilisées pour la
modélisation mathématique de systèmes biologiques. Des
études poussées de ces systèmes ont été faites par Smith [13]
et Hirsch [9]. Ce sont des systèmes très fréquents en bio-
logie. Dans cette section, nous donnons une dé�nition de
ces systèmes. Nous allons nous intéresser à leur stabilité
dans le cadre des réseaux métaboliques. Donnons d'abord
quelques dé�nitions.

Ordre partiel. Soit le cône positif K qui satisfait aux
propriétés suivantes :
� αK ⊂ K pour tout α ∈ R+

� K + K ⊂ K
� K ∩ (−K) = {0}

On dé�nit un ordre partiel � dans K tel que si x1 � x2

alors x1 − x2 ∈ K.

Soit le système suivant :

ẋ = f(x) (1)

On dé�nit le �ot Φ(t) comme étant l'ensemble des solutions
de (1) paramétrées par le temps t. La notation Φ(t, x1)
correspond à la solution issue de la condition initiale x1 et
paramétrée par t ≥ 0.
Considérons maintenant le système autonome

ẋ = f(x) (2)

où f est continuement dérivable dans K = Rn
+ (dans ce qui

suit, on prendra K = Rn
+, c'est le cone positif dont nous

nous servirons par la suite).
Dé�nition 1 : Condition de Kamke

f est de type K dans K pour tout i, si fi(a) � fi(b) pour
tout point a et b dans K tels que a � b et ai = bi.
Théorème II.1 : Soit f satisfaisant à la condition de

Kamke et x0, x1 ∈ K. Si x0 � x1 et que Φ(t, xi) i = 0, 1
sont dé�nis, alors Φ(t, x0) � Φ(t, x1).2
La preuve de ce théorème se trouve dans [13]. La condition
de Kamke est plus facile à identi�er en regardant le signe
de la matrice jacobienne.
Proposition II.2 : Si f est di�érentiable, alors la condi-

tion de Kamke implique que

∂fi

∂xj
(t, x) ≥ 0 ∀i 6= j (3)

Inversement, si
∂fi

∂xj
(t, x) est continue dans K et satisfait

à la condition (3), et si le domaine K est p-convexe c'est



à dire que pour tout x et y ∈ K et satisfaisant à x � y,
le segment qui joint les deux points reste dans K, alors la
condition de Kamke est satisfaite. Voir [13] pour la preuve.
Le système (2) est appelé système coopératif.
Si le système est coopératif, alors le �ot est monotone, c'est
à dire que le �ot conserve l'ordre partiel dans Rn.
Ces systèmes ont une forte tendance à converger vers l'en-
semble de leurs points d'équilibre [13]. On peut montrer
que presque toute solution converge vers l'ensemble des
équilibres sauf un ensemble de mesure nulle. En particu-
lier, il n'y a pas de solutions périodiques stables. Il existe
des théorèmes plus précis [13].

Donnons maintenant quelques rappels concernant les
systèmes compartimentaux (voir [10]). Il s'agit de décrire
l'évolution dynamique de n compartiments interconnectés
par des liens où s'échangent des �ux. L'équation globale
s'écrit en faisant un bilan de masse entre les entrées et les
sorties de chaque compartiment. Nous aurons seulement
besoin de la dé�nition suivante d'une matrice comparti-
mentale :
Dé�nition 2 : Matrice compartimentale

On appelle f(n×n) une matrice compartimentale si elle sa-
tisfait aux trois propriétés suivantes [10] :

fii ≤ 0 pour tout i, (4)

fij ≥ 0 pour tout i 6= j, (5)

−fjj ≥
∑
i 6=j

fij pour tout j (6)

Remarquons que les fij peuvent en général dépendre des
xk, k = 1 . . . n qui sont les concentrations dans chaque com-
partiment. Un cas fréquent est celui où fij , �ux du compar-
timent j dans le compartiment i, ne dépend que de xj (donc
du compartiment de départ). Il existe aussi des théorèmes
sur la stabilité des systèmes compartimentaux linéaires.
Nous exposons maintenant la base de la cinétique enzy-

matique dont nous nous servirons par la suite.

III. Cinétique enzymatique réversible

En 1913, Michaelis et Menten ont mené des études sur
une réaction enzymatique simple impliquant une seule en-
zyme. Considérons la réaction constituée d'un substrat noté
S, d'une enzyme notée X0 et d'un produit noté P . Michae-
lis et Menten proposent le schéma suivant : nous nous réfé-
rons à [11] et [5]. L'enzyme forme un complexe transitoire
X1 avant de revenir à sa forme initiale, donnant ainsi le
produit P à partir du substrat S.

S + X0 � X1 → P + X0

Vr = −ds

dt
=

k2Es(t)
KM + s(t)

(7)

La vitesse de la réaction (7) Vr est appelée équation
quasi-stationnaire de Michaelis-Menten : E est la concen-
tration totale d'enzyme supposée constante (X0 + X1) ;
k2E est la vitesse maximale que peut atteindre la réac-
tion lorsque la concentration en substrat s tend vers +∞
et KM est la constante de Michaelis.

Cependant, dans [2], on peut lire que en principe toutes
les réactions catalysées par des enzymes sont réversibles
et que en réalité de nombreuses réactions importantes en
biochimie sont réversibles. Il s'avère donc intéressant de
compléter le modèle (7) en faisant apparaitre la dernière
réaction comme réversible. Le modèle le plus simple est le
suivant :

S + X0 � X1 � P + X0

Le modèle mathématique correspondant est le suivant :

ds

dt
= −k1sx0 + k−1x1

dx0

dt
= −k1sx0 + k−1x1 + k2x1 − k−2px0

dx1

dt
= k1sx0 − k−1x1 − k2x1 + k−2px0

dp

dt
= k2x1 − k−2px0

(8)

En faisant une démarche similaire à celle faite pour réduire
Michaelis-Menten par des arguments d'échelle de temps,
et en faisant appel au théorème de Tikhonov ([8]), on
arrive à l'expression de la vitesse de réaction suivante :

Vr =
k1k2Es(t)− k−1k−2Ep(t)

k−1 + k2 + k1s(t) + k−2p(t)
En posant kS = k1k2, kP = k−1k−2, KSP = k−1 + k2,
k
′

S = k1 et k
′

P = k−2, nous obtenons

Vr = E
kSs(t)− kP p(t)

KSP + k
′
Ss(t) + k

′
P p(t)

(9)

Nous allons utiliser cette équation dans la suite où nous étu-
dions les chaines enzymatiques réversibles. Rappelons que
E est la concentration totale d'enzyme supposée constante
(ou variant lentement) dans un premier temps.
Notre objectif est maintenant d'étudier la stabilité glo-

bale de réseaux enzymatiques réversibles. Pour simpli�er
l'exposition, nous allons considérer des chaines enzyma-
tiques, et pas des réseaux plus complexes avec des boucles.
Ceci nous permettra d'écrire plus facilement les équations
et de présenter plus rapidement les calculs. Nous dirons à
la �n de chaque section ce qui peut se généraliser (ou pas)
à un réseau.
De même, nous souhaitons considérer des entrées et des

sorties pour ce réseau enzymatique, et pour clari�er l'ex-
position, nous avons choisi de prendre une seule entrée au
plus ; nous considérons donc la chaine suivante :

u → x1 � x2 . . . xi � xi+1 . . . � xn

Nous avons classi�é les cas intéressants en trois formes :
� le système est fermé : il n'y a pas d'entrée ni de sortie et
les termes de dégradation des variables sont négligés ;

� le système possède une entrée et les termes de dégra-
dation sont pris en compte ;

� le système possède une entrée et une sortie ; les autres
termes de dégradation sont négligés.

Nous allons étudier dans chaque cas la stabilité globale ;
x ∈ X = Rn

+ désignera les concentrations des n variables.
L'expression de la vitesse d'une réaction entre xi et xx+1

sera donc :

Ri(xi, xx+1) = Ei
ki,i+1xi − ki+1,ixi+1

Ki,i+1 + k′i,i+1xi + k′i+1,ixi+1
(10)



IV. Réseau enzymatique fermé

Le modèle mathématique de ce type de réseau est donné
par :

ẋ = AR(x) (11)

avec
R(x) = (R1, R2, ............, Rn−1)T

et A =



−1 0 0 . . . 0

1 −1 0 . . . 0

...
. . .

. . .
. . .

...

0 . . . 0 1 −1

0 . . . 0 0 1


On véri�e aisément que l'orthant positif est invariant. On

verra aussi que le système est coopératif à cause des signes
des dérivées (∂Ri

∂xi
≥ 0 et ∂Ri

∂xi+1
≤ 0). En�n, on peut inter-

préter le système en termes compartimentaux, puisqu'il y
a des bilans de matière.
Nous allons utiliser le théorème suivant (rappelons que

fortement connexe signi�e que le graphe de la matrice est
irréductible) :
Théorème IV.1 : Propriété 5 dans [1]

Soit M(x) =
∑n

i=1 xi la concentration totale du système.
Si un système fermé avec une matrice jacobienne compar-
timentale est fortement connexe, alors pour tout M0 > 0
et constant, l'hyperplan H = {x ∈ Rn

+ : M(x) = M0 > 0}
est invariant et il existe un unique équilibre globalement
stable dans H.2
Soit J1 la matrice jacobienne associée au système (11) :0BBBBBBBBBBBB@

− ∂R1
∂x1

− ∂R1
∂x2

0 . . . . . .

∂R1
∂x1

∂R1
∂x2

− ∂R2
∂x2

− ∂R2
∂x3

0 . . .

...
. . .

. . .
. . .

...

0 . . .
∂Rn−2
∂xn−2

∂Rn−2
∂xn−1

− ∂Rn−1
∂xn−1

− ∂Rn−1
∂xn

0 . . . . . .
∂Rn−1
∂xn−1

∂Rn−1
∂xn

1CCCCCCCCCCCCA
La matrice J1 est telle que :
sur la diagonale on a

{−∂R1

∂x1
;

∂Ri

∂xi+1
− ∂Ri+1

∂xi+1
i = 1, ..., n− 2;

∂Rn−1

∂xn
}

sur la diagonale inférieure on a :

∂Ri

∂xi
i = 1, ..., n− 1

sur la diagonale supérieure on a :

− ∂Ri

∂xi+1
i = 1, ..., n− 1

Or ∂Ri

∂xi
≥ 0 et ∂Ri

∂xi+1
≤ 0, alors tous les éléments hors

diagonale sont positifs. De même, ∀j, −fjj =
∑

i 6=j fij ,
alors la matrice jacobienne J1 est compartimentale.
La réversibilité des réactions fait que le système (11) est
fortement connexe. D'après le théorème IV.1, l'hyperplan
H = {x ∈ Rn

+ : M(x) =
∑n

i=1 xi = M0 > 0} est invariant
et il existe un unique équilibre globalement stable dans H.

Proposition IV.2 : Pour une chaine enzymatique fermée,
l'hyperplan H = {x ∈ Rn

+ : M(x) =
∑n

i=1 xi = M0 > 0}
est invariant et contient un unique équilibre globalement
stable dans H.

Généralisation : Si le graphe est un réseau et plus une
chaine, toutes les propriétés seront conservées. Le graphe
sera fortement connexe s'il est connexe (puisque toutes les
réactions sont réversibles), et donc en un seul morceau.
Proposition IV.3 : Pour un réseau enzymatique fermé

connexe, l'hyperplan H = {x ∈ Rn
+ : M(x) =

∑n
i=1 xi =

M0 > 0} est invariant et contient un unique équilibre glo-
balement stable dans H.

V. Réseau enzymatique ouvert avec termes de

dégradation

Dans ce réseau, tous les métabolites xi sont dégradés à
un taux γ identique. Le modèle mathématique de ce type
de réseau est donné par :

ẋ = AR(x) + U − γx (12)

avec
R(x) = (R1, R2, ............, Rn−1)T

et A =



−1 0 0 . . . 0

1 −1 0 . . . 0

...
. . .

. . .
. . .

...

0 . . . 0 1 −1

0 . . . 0 0 1


U est le vecteur entrée : U = (u, 0, 0, .............., 0)T .
Nous allons utiliser le théorème suivant :
Théorème V.1 : (théorème 8 dans [10])

Soit
ẋ = f(x) (13)

� (S1)

∂fi

∂xj
≥ 0 pour i 6= j, i, j = 1, ...., n,

� (S2)

σ(x) =
∑

i

ẋi

satisfait
∂σ

∂xi
< 0 pour tout i

� (S3) Il existe un k > 0 tel que σ(x) ≤ 0 quand
∑

i xi =
k

Si les conditions (S1), (S2) et (S3) sont satisfaites, alors
le système (13) admet un équilibre unique globalement
asymptotiquement stable.2
Pour étudier le système (12), nous allons véri�er (S1), (S2)
et (S3).
La matrice jacobienne du système (12) est donnée par :
0BBBBBBBBBBBBBBBBBBB@

− ∂R1
∂x1

− γ − ∂R1
∂x2

0 . . . . . .

∂R1
∂x1

∂R1
∂x2

− ∂R2
∂x2

− γ − ∂R2
∂x3

0 . . .

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

0 . . .
∂Rn−2
∂xn−2

∂Rn−2
∂xn−1

−
∂Rn−1
∂xn−1

− γ −
∂Rn−1

∂xn

0 . . . . . .
∂Rn−1
∂xn−1

∂Rn−1
∂xn

− γ

1CCCCCCCCCCCCCCCCCCCA



Or ∂Ri

∂xi
≥ 0 et ∂Ri

∂xi+1
≤ 0 alors tous les éléments hors

diagonale sont positifs.
La condition (S1) est donc satisfaite.
Soit

σ(x) =
∑

i

ẋi = u− γ
∑

i

xi

∀i, ∂σ(x)
∂xi

= −γ < 0 alors (S2) est ainsi satisfaite.

Posons k =
∑

i xi, alors σ(x) = u−γk. On peut ainsi choi-
sir k grand tel que σ(x) ≤ 0. Ainsi (S3) est satisfaite.

Proposition V.2 : Le système ( 12) admet un unique
équilibre globalement asymptotiquement stable dans Rn

+.

Généralisation : Si le graphe est un réseau et plus une
chaine, toutes les propriétés seront conservées pour appli-
quer le théorème. De même si le taux de dégradation de xi

est γi 6= 0 (et pas une constante γ), alors on peut encore
appliquer le théorème. La propriété (S3) est encore vraie
car σ(x) ≤ u−mx, avec m = min(γi). Remarquons quand
même que le théorème ne peut plus s'appliquer si un taux
de dégradation est nul. Comme il y a une seule entrée, nous
supposons que le réseau est connexe.

Proposition V.3 : Le système (12) avec un graphe en
réseau connexe admet un unique équilibre globalement
asymptotiquement stable dans Rn

+, si tous les taux de dé-
gradation sont strictement positifs.

VI. Réseau enzymatique ouvert sans termes de

dégradation et avec une sortie

Ce cas est le plus di�cile et le plus intéressant. Le schéma
de la chaine est donc le suivant :

u → x1 � x2 . . . xi � xi+1 . . . � xn

Le modèle mathématique de ce type de réseau est donné
par :

ẋ = AR(x) + U − Γx (14)

avec
R(x) = (R1, R2, ............, Rn−1)T

et A =



−1 0 0 . . . 0

1 −1 0 . . . 0

...
. . .

. . .
. . .

...

0 . . . 0 1 −1

0 . . . 0 0 1


U est le vecteur entrée : U = (u, 0, 0, .............., 0)T et Γx est
le vecteur sortie : Γ = (0, 0, 0, .............., kxn)T , k est une
constante positive qui représente la sortie ou la dégradation
de la dernière variable.
Dans ce cas, il peut ne pas y avoir d'équilibre si l'entrée

u est trop grande par rapport aux paramètres du système.

A. Equilibre du modèle

Le système est à l'équilibre si ẋi = 0 pour i = 1, ..., n.
Ainsi

∑
ẋi = 0 ⇒ u = kx∗n

En posant Xi =
∑i

j=1 ẋj = 0, i = 1, ..., n − 1, nous
obtenons :

u = Ri

Alors

x∗i =
Eiki+1,ix

∗
i+1 + u(Ki,i+1 + k′i+1,ix

∗
i+1)

Eiki,i+1 − k′i,i+1u

Cet équilibre existe si

Eiki,i+1 − k′i,i+1u > 0 ⇒ u <
ki,i+1

k′i,i+1

Ei ∀i

Supposons cette condition remplie, alors cet équilibre est
unique car pour tout u = cst, il existe un unique x∗n
tel que u = kx∗n. Et si x∗n est unique alors x∗n−1 =
En−1kn,n−1x

∗
n + u(Kn−1,n + k′n,n−1x

∗
n)

En−1kn−1,n − k′n−1,nu
est aussi unique.

Itérativement on montre que x∗ est unique.

Proposition VI.1 : Le système (14) admet un équilibre

unique si et seulement si u <
ki,i+1
k′i,i+1

Ei ∀i.
Proposition VI.2 : Le système (14) n'admet pas d'équi-

libre s'il existe un i tel que u ≥ ki,i+1
k′i,i+1

Ei.

B. Stabilité du modèle pour le cas où u <
ki,i+1
k′i,i+1

Ei ∀i

Avant de nous lancer à l'étude de stabilité, nous allons
d'abord rappeler quelques dé�nitions et propriétés tirées de
[1] .
Dé�nition 3 : Réseau complétement connecté aux sor-

ties (CCS).
Un compartiment xi est connecté à une sortie si il y a

un chemin xi → xj → ... → xl partant de ce compartiment
et se terminant en un compartiment xl à partir duquel il
y a un �ux de sortie. Le réseau est complètement connecté
aux sorties (CCS) si chaque compartiment est connecté à
une sortie.
Propriété 1 : Inversibilité et stabilité d'une matrice com-

partimentale
Une matrice compartimentale est régulière et stable ∀x ∈
Rn

+ si et seulement si le réseau à compartiments est CCS.
Propriété 2 : Si J(x) est une matrice compartimentale

∀x ∈ Rn
+, alors toutes les trajectoires bornées tendent vers

un équilibre dans Rn
+.

Considérons maintenant le modèle (14).
La matrice jacobienne J3 associée à 14 est donnée par :0BBBBBBBBBBBB@

− ∂R1
∂x1

− ∂R1
∂x2

0 . . . . . .

∂R1
∂x1

∂R1
∂x2

− ∂R2
∂x2

− ∂R2
∂x3

0 . . .

...
. . .

. . .
. . .

...

0 . . .
∂Rn−2
∂xn−2

∂Rn−2
∂xn−1

− ∂Rn−1
∂xn−1

− ∂Rn−1
∂xn

0 . . . . . .
∂Rn−1
∂xn−1

−k +
∂Rn−1

∂xn

1CCCCCCCCCCCCA
� Véri�ons la condition (5)
Sur la diagonale inférieure on a :

∂Ri

∂xi
avec i = 1, ..., n− 1

Sur la diagonale supérieure on a :

− ∂Ri

∂xi+1
avec i = 1, ..., n− 1



Or ∂Ri

∂xi
> 0 ∀i et ∂Ri−1

∂xi
< 0 ∀i alors tous les éléments

hors diagonale sont positives
� Véri�ons la condition ( 4)
Tous les éléments de la diagonale sont négatifs.

� Véri�ons la condition ( 6)
Nous avons

J3(1,1) =
n∑

j=2

J3(j,1)

J3(i,i) =
n∑

j=1,j 6=i

J3(j,i) i = 2, .....n− 1

−J3(n,n) −
n−1∑
j=1

J3(j,n) = k ⇒ −J3(n,n) >

n−1∑
j=1

J3(j,n)

Nous avons bien −J3(j,j) ≥
∑
i 6=j

J3(i,j) ∀j

Proposition VI.3 : La matrice jacobienne J3 est compar-
timentale ∀x ∈ Rn

+

Considérons maintenant la fonction de type norme sui-
vante utilisée dans [6] :

V (x) =
n∑

i=1

|xi − x∗i | (15)

Cette fonction n'est cependant pas dérivable en xi = x∗i ,
nous utilisons la dérivée à droite par rapport au temps (voir
[12]) et dé�nissons les opérations suivantes :

σi =


1 si xi(t) > x∗i ou si xi(t) = x∗i et ẋi(t) > 0

0 si xi(t) = x∗i et ẋi(t) = 0

−1 si xi(t) < x∗i ou si xi(t) = x∗i et ẋi(t) < 0
(16)

Nous pouvons maintenant faire la dérivée à droite de la

fonction V (x(t)) =
n∑

i=1

σi(xi − x∗i ) :

d+

dt
V (x(t)) =

n∑
i=1

σi(ẋi − ẋ∗i )

= −σ1(R1−R∗
1)+

n−1∑
i=2

σi(Ri−1−R∗
i−1−Ri+R∗

i )+σn(Rn−1−

R∗
n−1)−k(xn−x∗n)) =

n−1∑
i=1

(Ri−R∗
i )(σi+1−σi)−σnk(xn−

x∗n)
Deux cas peuvent se présenter :
� Si σi = σi+1 ⇒ (Ri −R∗

i )(σi+1 − σi) = 0
� Si σi = −σi+1 alors pour connaitre le signe de

d+

dt
V (x(t)), nous allons nous intéresser au signe de

(Ri −R∗
i ).

Ri−R∗
i =

(xi−x∗i )[ki,i+1Ki,i+1+(ki,i+1k′i+1,i+k′i,i+1ki+1,i)x
∗
i+1]

(Ki,i+1+k′i,i+1xi+k′i+1,ixi+1)(Ki,i+1+k′i,i+1x∗i +k′i+1,ix∗i+1)

−
(xi+1 − x∗i+1)[ki+1,iKi + (ki,i+1k′i+1,i + k′i,i+1ki+1, i)x∗i ]

(Ki,i+1 + k′i,i+1xi + k′i+1,ixi+1)(Ki,i+1 + k′i,i+1x∗i + k′i+1,ix
∗
i+1)

Or Signe (xi − x∗i ) = − Signe (xi+1 − x∗i+1) alors
Signe (Ri −R∗

i ) = Signe (xi − x∗i ) = σi

Ainsi (Ri −R∗
i )(σi+1 − σi) = (Ri −R∗

i )(−2σi) < 0

Par suite, dans tous les cas, les termes sont négatifs :

d+

dt
V (x(t)) = −σnk(xn − x∗n) ≤ 0

Proposition VI.4 : Etant donné que V (x) =
n∑

i=1

|xi − x∗i |

et que
d+

dt
V (x(t)) ≤ 0, alors toutes les solutions sont bor-

nées.

Proposition VI.5 : La matrice jacobienne J3 est com-
partimentale et toutes les trajectoires sont bornées, alors
d'après la propriété 2, toutes les trajectoires tendent vers
un équilibre unique dans Rn

+ qui est donc globalement at-
tractif.

La matrice jacobienne J3 est fortement connexe et
comme le modèle a une sortie alors d'après la dé�nition 3,
le modèle est CCS.

Proposition VI.6 : D'après la propriété 1, la matrice J3

est régulière et stable. L'équilibre est localement stable.

L'équilibre est localement stable et globalement attractif,
et donc nous avons �nalement :

Proposition VI.7 : Pour u <
ki,i+1
k′i,i+1

Ei ∀i, toutes les tra-
jectoires tendent vers un équilibre unique globalement
asymptotiquement stable dans Rn

+.

C. Cas où ∃i u ≥ ki,i+1
k′i,i+1

Ei

Pour le cas où u ≥ ki,i+1
k′i,i+1

Ei l'équilibre n'existe pas. Il

est facile de voir qu'une variable au moins va tendre vers
l'in�ni.

Généralisation. Dans le cas d'un réseau avec une entrée
et une sortie, le résultat se généralise avec les mêmes outils
s'il existe un équilibre (qui est alors globalement stable).
par contre, les conditions d'existence d'un tel équilibre sont
plus di�ciles à écrire.

Conclusion. Les études de ces trois cas de chaines enzy-
matiques aboutissent aux conclusions suivantes : pour un
réseau enzymatique fermé et un réseau enzymatique ouvert
avec prise en compte des termes de dégradation, il existe un
équilibre unique globalement asymptotiquement stable. Et
pour un réseau enzymatique ouvert sans termes de dégra-
dation, si l'équilibre existe alors il est unique et est globa-
lement asymptotiquement stable. Dans le cas d'une chaine,
on peut écrire les conditions d'existence.

Généralisation. On peut sans mal généraliser ces ré-
sultats dans le cas où la cinétique réversible entre xi et xj

s'écrit (au lieu de (9) :

R(xi, xj)

avec les propriétés suivantes :

� R(0, xj) = R(xi, 0) = 0
� R(xi, xj) est croissante par rapport à xi et décroissante
par rapport à xj .

� R(x, 0) est borné quand x tend vers l'in�ni, ainsi que
R(0, x).



VII. Chaine enzymatique couplée avec des gènes

Nous allons maintenant coupler ce réseau métabolique
avec un réseau génétique, et appliquer les résultats précé-
dents. On peut supposer que chaque étape (sauf l'entrée)
de la chaine suivante

u → x1 � x2 . . . � xn

est controlée par une enzyme Ei par l'intermédiaire de
l'équation (9). Etudions l'in�uence de ces Ei sur l'équilibre
(s'il existe) du réseau métabolique.
Les Ei sont des enzymes codées par des gènes ei et la

transcription des gènes est contrôlée par certains métabo-
lites xi. En prenant en compte l'hypothèse biologique selon
laquelle les variables métaboliques sont plus rapides que les
variables génétiques, nous pourrons étudier séparément la
partie métabolique et la partie génétique. Dans l'étude de
la partie métabolique, nous considèrerons que les Ei sont
constants. Et dans l'étude de la partie génétique, on rem-
placera les xi par leur expression à l'équilibre. Nous nous
limiterons ici à l'étude de la variation des équilibres méta-
boliques en fonction des variables génétiques.

Le modèle de la partie métabolique correspond au mo-
dèle (14), qui est le cas le plus intéressant. Rappelons l'ex-
pression de son équilibre (s'il existe) :

x
∗
n =

u

k
,

x
∗
i =

Eiki+1,ix
∗
i+1 + u(Ki,i+1 + k′i+1,ix

∗
i+1)

Eiki,i+1 − k′i,i+1u
i = 1, ..., n − 1.

On peut réécrire l'expression de x∗i en fonction des Ei.

x
∗
n−1 =

En−1kn,n−1
u

k
+ u(Kn−1,n + k

′
n,n−1

u

k
)

En−1kn−1,n − k′n−1,nu

= fn−1(En−1)

et
x
∗
n−2 =

En−2kn−1,n−2fn−1(En−1) + u(Kn−2,n−1 + k′n−1,n−2fn−1(En−1))

En−1kn−2,n−1 − k′n−2,n−1u

= fn−2(En−1, En−2)

Itérativement, on trouve que
x∗i = fi(Ei, Ei+1, ..., En−1) i = 1, ..., n− 2.
De ces expressions, on en déduit que

∂x∗i
∂Ej

< 0 i = 1, ..., n− 1 et j = i, ..., n− 1

Proposition VII.1 : L'équilibre global x∗ du système mé-
tabolique est une fonction décroissante de la concentration
en enzyme E.

Pour résumer , nous pouvons considérer le système suivant :

ẋ = f(x,E) (17)

Ė = g(E, x) (18)

où x est la variable métabolique et E la variable géné-
tique. Il rassemble le couplage évoqué plus haut entre sys-
tème métabolique et génétique. On peut alors appliquer un
théorème de type Tikhonov pour mettre le système méta-
bolique à l'état stationnaire (supposé existant) globalement
asymptotiquement stable d'après les théorèmes précédents.
De l'équation (17), nous en déduisons l'expression de x à

l'équilibre x∗(E) qui est fonction décroissante par rapport
à E.
Maintenant en remplacant dans (18), x par x∗ nous obte-
nons

Ė = g(E, x∗(E)).

Cela introduit des boucles négatives supplémentaires sur la
partie génétique. Le nouveau système ne comprend que des
variables génétiques, et peut être étudié par des techniques
adaptées, par exemple les systèmes a�nes par morceaux
[7], [4].

Conclusion. Nous avons montré que sous certaines
conditions, l'équilibre est unique et stable. On peut donc
simpli�er le système couplé métabolique-génétique et ob-
tenir un système génétique seul, avec de nouvelles interac-
tions négatives apparues du fait du métabolisme.

Remerciements : Ces travaux ont béné�cié du sou-
tien de l'ANR Biosys METAGENOREG. Nous souhaitons
également remercier D. Kahn (INRA) pour ses idées et dis-
cussions.

Références

[1] G. Bastin and V. Gu�ens. Congestion control in compartmental
network systems. Systems and Control Letters, 55 :689�696,
2006.

[2] A. Cornish-Bowden. Fundamentals of enzyme kinetics. Portland
Press London, 1995.

[3] G. Craciun, Y. Tang, and M. Feinberg. Understanding bistability
in complex enzyme-driven reaction networks. Proceedings of the
National Academy of Sciences, 103(23) :8697, 2006.

[4] H. de Jong, J. Gouzé, C. Hernandez, M. Page, T. Sari, and J. Gei-
selmann. Qualitative simulation of genetic regulatory networks
using piecewise linear models. Bull. Math. Biol., 66 :301�340,
2004.

[5] L. Edelstein-Keshet. Mathematical Models in Biology. The Ran-
dom House, 1988.

[6] J. L. Gouzé. Stability of a class of nonlinear stirred tank reactor.
Systems and Control Letters, 41, 1995.

[7] F. Grognard, J. L. Gouzé, and H. de Jong. Piecewise-linear mo-
dels of genetic regulatory networks : theory and example. Quein-
nec, I., Tarbouriech, S., Garcia, G., and Niculescu, S., editors,
Biology and control theory : current challenges, Lecture Notes
in Control and Information Sciences (LNCIS), 357, 2007.

[8] R. Heinrich and S. Schuster. The regulation of cellular systems.
Chapman & Hall. New York. US, 1996.

[9] M. W. Hirsch and H. L. Smith. Competitive and cooperative sys-
tems : a mini-review. In Proceedings of the First Multidiscipli-
nary Symposium on Positive Systems (POSTA 2003), Lecture
Notes in Control and Information Sciences, Springer, volume
294, pages 183�190, 2003.

[10] J. A. Jacquez and C. P. Simon. Qualitative theory of compart-
mental systems. SIAM Review, 35 :43�79, 1993.

[11] J. Murray. Mathematical biology. Springer, Berlin, 2002.
[12] D. �iljak. Large-scale dynamic systems : stability and structure.

North Holland, 1978.
[13] H. L. Smith. Monotone Dynamical Systems : An introduction

to the theory of competitive and cooperative systems, volume 41.
AMS Mathematical surveys and monographs, 1995.


