Stabilisation exponentielle des modeles flous de type
Takagi-Sugeno a retards variables dans le temps

Hamdi GASSARAY2, Ahmed EL HaJjaJit | Maher CHAABENE?

!Laboratoire de Modélisation, Information et Systéme ,
Université de Picardie Jules Verne, UPJV
7 rue de Moulin Neuf, 80000, Amiens-France.
hamdi.gassara@u-picardie.fr, ahmed.hajjai@Qu-picardie.fr

2Commande des machines Electriques et Réseaux de puissance
Université de sfax, Ecole Nationale d’Ingénieur de Sfax-Tunisie
Route de Soukra, km 3.5 - BP W, 3038 Sfax-Tunisie
maherchaabane@isetsf.rnu.tn

Résumé— Dans cette communication, nous s’intéressons au
probléeme de la stabilisation exponentielle des systémes non
linéaires décrits par des modéles flous de type Takagi Su-
geno(TS) a retards variables et bornés (7, < 7(t) < 7ar).
L’objectif principal concerne la synthése d’un contrdleur flou
de type PDC (Parallel Distributed Compensation) assurant
la stabilité exponentielle du systéme en boucle fermée avec
un taux de convergence garanti. Des conditions suffisantes
de stabilisation sont données sous-forme des Inégalités Ma-
tricielles Linéaires (LMIs). Enfin , un exemple de simulation
est proposé pour illustrer D’efficacité du résultat proposé.

Mots-clés— Inégalité Matricielles Linéaires (LMI), modéele
Takagi-Sugeno, Systéme a retard.

I. INTRODUCTION

Ces dernieres années, ’analyse et la synthese des lois de
commande des systemes non linéaires a retard décrits par
des modeles flous de type TS, ont été largement étudiées
dans la littérature [1], [2], [3], [4], [5], [6], [10], [11], [12]
. Souvent la motivation principale de ces travaux est liée
d’une part a la capacité des modeles flous & représenter
une large classe des systémes non linéaires (approxima-
teurs universels) et d’autre part aux conséquences du re-
tard sur le comportement des systéemes dynamiques. En
effet, il est bien connu que la présence du retard dans
les systemes dynamiques est une source d’instabilité et de
dégradation des performances. Les phénomenes de retard
apparaissent naturellement dans la modélisation de nom-
breux processus physiques tels que la biologie, 1’écologie, les
télécommunications, etc. Les premieres résultats présentés
dans la littérature sont indépendantes de la valeur du re-
tard. Ces conditions s’averent souvent restrictives. Pour
réduire le conservatisme, des résultats dépendantes du re-
tard ont été présentés dans [1]-[10]-[2] [9]. En outre, la plu-
part des résultats proposés dans la littérature concernent
la stabilité asymptotique des modeles flous a retards va-
riables ou constants. Mais, il est plus important de garan-
tir une convergence exponentielle car elle permet d’assurer
une rapidité de convergence. Récemment, B. Zhang et al.
[12] se sont investis dans 1’élaboration de critéres garantis-
sant une convergence exponentielle pour les modeles T-S
a retards. Cependant, ce résultat est limité au cas des re-
tards constants. Or dans la majorité des cas pratiques, par
exemple dans les lignes de communications a travers des

réseaux internet, le retard ne peut étre réduit au seul cas
du retard constant. La motivation de cet article consacré a
la stabilisation exponentielle des modeles flous T-S a retard
variable dans le temps borné est donc claire. Cet article est
structuré de la manieére suivante : La section 2 présente
une breve description de la classe du modele T-S a retards
considérée. Les conditions de stabilisation exponentielle des
systemes concernés seront présentées sous forme LMI dans
section 3. Enfin, un exemple numérique illustrera l'effica-
cité du résultat obtenu.

Notations : La notation X > 0 pour X € R"*"™ signifie
que la matrice X est symétrique, définie positive. Soit | - |
la norme euclidienne dans ™. Pour une matrice réelle A,
nous notons par || - || la norme matricielle induite définie
par [|A| = sup{|Az]| : |z| = 1}; Anaz(A4) et Anin(A) par
les valeurs propres maximales et minimales.

II. FORMULATION DU PROBLEME

Considérons le systeme non linéaire a retards variables
dans le temps bornés décrit par le modele T-S suivant :
SI 01 est p;1 et - - et 8, est p; ALORS

() = Aga(t) + Apsa(t — 7(2)) + Biu(t) )
£(t) = B(E)11 € [T, —7ar] (

Ou z(t) € R est le vecteur d’état, ¢ = {1,...,r}, r
est le nombre des régles, u;; sont les fonctions d’apparte-
nance des ensembles flous, j = {1,...,p}, u(t) € R™ est
le vecteur d’entrée, 61 (z(t)),...,0,(z(t)) sont les variables
des prémisses qui peuvent étre des fonctions des variables
d’état, des entrées ou une combinaison des deux. Le modele
global peut s’écrire comme suit :

z(t) = Z hi(0(x(t)))[Aix(t) + Ariz(t — 7(t)) + Biu(t) (2)
i=1

nous notons dans la suite

Tm + TM ™™ — Tm
1 = 2 yT1 = 2

avec une condition supplémentaire sur la dérivée du retard

T(t) <p (3)



La commande globale est donnée par :

En substituant (2) dans (4), Pexpression obtenue est la
suivante :

ZZhh [A;;z(t)

=1 j=1

+ Arx(t —7(t)) (5)

avecAijA +BK

ZZhhAU,A

i=1 j=1

Notons A(

Z h;A,;, nous

obtenons
(t) = A(t)z(t) + A (a(t — (1)) (6)

Définition 1 : Le systéme a retard (6) est dit exponen-
tiellement stable avec un taux de décroissance A, s’il
existe un M > 0 et un A > 0 tels que l'inégalité suivante
soit satisfaite :

l2(t) 1< Me™ [ ]le;

avec [|[P]lc = sup—r,, <a<—r [P ()]

Lemme 1 [8] Soit une matrice définie négative II < 0.
Quelle que soit une matrice X de dimension appropriée
telle que XTIIX < 0 alors da € R* telle que XTTIX <
—2aX — a?II7 1.

III. RESULTATS PRINCIPAUX

Théoréme 1 : Le systeme (6) est exponentiellement
stable avec un taux de convergence % , 8’il existe des ma-
trices P, Q;(1 = 1,2,3,4,5), R;(i = 1,2, 3,4), telles que les

LMI suivantes soient satisfaites :

Qu1(t)  Qua(t)
y Qo <0 (7)
avec
wi1(t) Ra PAL(t) 0 0
AT
* o wz R 6+R6122 0
Qu1(t) = * * w33 0 R3
* * * w44 Q2 + Ra
* * * * —R_QQ—gRS
AW AT AWT AWT
0 0 0 0
Ql?(t) - AT(t)T AT(t)T Ar(t)T A‘r(t)T
0 0 0 0
0 0 0 0

Qoo = dz’ag[—(m%)_ll%fﬂ
_\ (27_2 e)\T]\/I ;€>\Tm
ou

—( ) TRy

)Ry, (i S ) R

wi1(t) = AP + PA(t) + At)TP 4 2™ Q4 + e\ Q5 — Ry

woe = e ’2Q1 — Q5 — Ry —

Rs — Ry

w33 = —(1 — ,8)@4 — 2R3
wis = e*?Q3 — Q1 — Ry — Ry — R3
Démonstration : Soit la fonctionnelle de Lyapunov-

Krasovskii suivante :

(8)

Vi(t) = eMa()T Pa(t) + [T eNH[a(s)T Qi (s)
+22(5)TQax(s — 2) + 2(s — 72)T Q32 (s — 12)]ds
 J iy CTa(5)T Qua(s)ds
+ ftt_m At g (8)T Qsx(s)ds

—Tm t
= Tg/ / =i ()T Ryi(s)dsdo
t+o

—T1 t
=Ty / / er67 i ()T Ryii(s)dsdo
T Jt+o

—Tm t
Va(t) = 27’2/ / A= (s)T Ryir(s)dsdo
—TM +o

0 t
Va(t) = 7 / / A=) (6)T Ryi(s)dsdo
—Tm Jt+0o

La dérivée est présentée comme suit :

Vi(t) = AeMa(t)T Pa(t) + 2eMa(t)T Pi(t) + et p(t —
Tm)Tle(t - Tm) + 26)\(t+T2)$(t - Tm)QQx(t - Tl) +
M) (t — 1) Qs (t — 1) — e a:(t - Tl)Tle(t - 71) —

2eMz(t — 1)TQox(t — 7o) — eMa(t — )T Qax(t —
) + AT Qua([) (1~ F(NTO Ty
()Q a(t — 7(t)) + AFTa()TQsa(t) — eMa(t —
Tm)TQ ( Tm)
< Ma®)TP + PA®R) + AWTP + ™Qy +

A Qs)a(t)+2u(t) T P A, () (t—
Qs)x(t — 7)) + 28222t — 7)) T Qox(t — 7)) + z(t —
)T (e Qs — QU)a(t — 1) — 2x(t — 1) Qox(t — Tar) —
a(t—7a)" Qaa(t —ar) — (1= B)a(t — ()" Quzx(t —7(1))}

Va(t) = 7o [T [ (t) T Ry (1) —eM i (t+0) T Ryd(t+
o)do] = XML GO Ry (t)— [T i(s)T Ry (s)ds)

() +a(t—Tm) " (X Q1—

t—Tl
de la méme maniere,

t—11

Va(t) = moe M { £ 5 ()T Ry (t) — i(s)T Ryii(s)ds}

t—Tnm

Vi(t) = 2meM {2 ()T Ryi(t)— [T

t—Tm

ft Tm

En appliquant I'inégalité intégrale de jessen [7], nous ob-
tenons :

Vs (t) = T { =L (4)T Ry (¢ (5)T Raie(s)ds}

R x'(s)TTRla':(S)dS
[ A ]

i(s)T R3i(s)ds}



De la méme maniere, nous obtenons :

—n [ '(S)Tsz( )ds
x(t— ) —Ry R z(t — 1)
S|: t—TM ] [ * —R2:||: (t—TM):|
—2m [ :;; i(s)" Ry (s)ds < =(7(1) = 7n)
s :(’;) i x(s )ds — (rar — (1)) [T ix(s)T Ry (s)ds
x(t — Tm Rs Rs 0 z(t — Tm)
< t —7( * —2R3 Rj z(t —7(t))
t—TM * —R3 I(t_TM)
—TmIt . S)TR4£E
(t) Ry Ry x(t)
= x(t — Tm) } [ x  —Ry } { z(t — Tm) ]
Soit n(t) = [z(O)T, 2t — )T, 2@t — 7)), 2(t —

)7, 2(t — 1a7)T]T, nous obtenons :
V(t) < eMn(t )TQM( n(t) + @(t)" (2 Ry +
)\7'1\/1 ATy ATAr ATm )\71\4 >\Tm

Ty — Ry 4 27— Ry + T S Ry)i:(t) }

ATy _eATm

En utilisant le complément de Schur, on peut facilement
obtenir que (7) est équivalent & V(x(t)) < 0 pour t > 0.
Ceci implique que pour ¢t > 0, V(t) < V(0).

A partir (8), nous obtenons

i0) < AnalP) || ¥ P +20maa(@) | ¥ P
ST AT X a (Qu) [ [P fy T A

T1

2 [TTm A(s+Tm)ds
+ Amaz(@s) [ 9 || 9492—1 e
= )\mam(P) + 22 By Amaz(Q) +

AT
= I\; =1 A7710,1: (Q4) +

LN e (Q5)] | 0 2= 61 || ¢ |12
avec Ql Q2
Q‘{* m}

V) = 77 0 A i(5)T Ry (s)dsdo
_f (=) i(s)T Ry&(s)dsdo
—f_ T & i(s)T Ryi(s)ds
< 2%3721%%(&)(” APRP+IA P T2
=0 ||

De la méme manieére, nous obtenons

Par suite
V(0) < (614 05 + 05 + 64+ 65) | v |I? (12)
D’autre part,
V(t) > eMat)TPr(t) > Apin(P)e | z(t) |2 (13)
On obtient :
() | < DFREBENED de )

Le systeme est alors exponentiellement stable avec un taux
% de convergence.

L’objectif du théoreme suivant est de mettre les inégalités
du théoreme 1 sous forme des inégalités matricielles
linéaires qu’on peut résoudre facilement en utilisant la boite
a outils LMI TOOLBOX du logiciel Matlab.

Théoréme 2 : Pour des scalaires oy, as, agz, ay donné,
le systeme est exponentiellement stable avec un taux

de convergence % , s’il existe des matrices X, @Q;(I =

1,2,3,4,5), Ri(I = 1,2,3,4) telles les conditions LMI sui-

vantes soient satisfaites pour i,5 =1,2,--- ,7,i < j:
Q9 + QI <0 (15)
avec 3 y
? 1,
O — Qljl Q1J2
* QQQ
ol
wijl §4 A-,—ZX 0 0
N * wyp Ry Q4+ Ry 0
Q= * * wp 0 _R3
ko k * Waa Q2+ Ry
* * * * —Q3— Ry — R3
ol

Wi = AX+AX+B;N;+X AT+ N B 4> Q6> Qs —Ra

V3(0) < 65 || 2 |1 (9) was = e Q) — Qs — Ry — Ry — Ry
) w33 = 7(1 — ﬂ)é;} — 2E3
Vi) <04 % | (10) T
wig =€ Q3 — Q1 — Ry — Ry — Rs
V5(0) < 65 || v |12 (11) XAT XAT XAT XAT
avec +N/ B +N/ B +N/ B NTBT
0l _ 0 0 0 0
- Rolxar o oxan o oxan o xap
e A -1 2 2 0 0 0 0
03 =2——————— M\ haz (R A A
3 22 La:c( 2)(” || + ” ” ) 0 0 0 0
e 2y — 1 9 ) , Ar1_ Ay 1 e
0g = 2#)\7”&96(}23)(” A"+ [ A [I7) Doy = diag{(re“——=—)"' (201 X + afR1),
AT AT ~ AT ATm
AT — Ay — 1 , , () " (=20 X +03 Ry), (21 S5 ) T (— 203 X +
b= 2T RO AIR 1A ) 3Ry, (e 22 1 (0, X 4 A2



Dans ce cas les gains de la commande PDC K; sont
donnés comme suit

K,=N;X"'i=1,2,.,r (16)
Démonstration :
r o 1 r.or
Q) =D > hibyliy =53 Y hihj(Ly + L)
i=1 j=1 i=1j=1

avec I';; est obtenu en remplacant A, (t) et A\(t) en Q(t)
par A;; et A;;, respectivement.
Soit X = P~'. En multipliant I';; par
diag] X X X X X I I I 1|

a droite et & gauche avec N; = K;X, @Z = XQ@Q; X1 =
1,2,3,4,5), R; = XR;X(i = 1,2,3,4). Ensuite, en appli-
quant lemme 1, nous obtenons le théoréeme 2.

IV. EXEMPLE NUMERIQUE DE SIMULATION

Afin de démontrer I'importance du résultat de stabilisa-
tion exponentielle, nous considérons ’exemple numérique
suivant :

(t) = Z hi[Asx(t) + Apgx(t — 7(t)) + Byu(t)]  (17)
-3 1 -2 1
Al:[1 —1}’A2:{1 0]

0.2
-0.5

et

hi(za(t)) = sin(x2(t))?, ha(za(t)) = cos(za(t))?
7(t) = 0.6 + 0.2sin(¢t) (7, = 0.4; 73y = 0.8)

La résolution des LMIs du théoréeme 2 pour A = 3 et avec
le choix de a3 = as = az = a4 = 5, donne la solution
suivante :

0.3323  —0.9949 K — —0.6673 —1.1140
—2.92256 —2.6812 |’72 7 | —1.9922 —4.6820

Les figures 1 et 2 représentent 1’évolution des états et du
signal de commande

la figure 3 représente I’évolution de |x(¢)| pour trois va-
leurs de taux de décroissance A. Nous remarquons bien que
plus le taux de décroissance est élevé plus la convergence
est rapide.

K, =

V. CONCLUSION

Dans ce papier, la stabilisation exponentielle d’une classe
des modeles flous T-S a retards variables dans le temps
bornés, a été considérée. Nous avons proposé des conditions
suffisantes sous forme d’inégalités matricielles linéaires
(LMI) que l'on peut résoudre facilement avec les outils
numériques classiques. Enfin, un exemple de simulation est
proposé pour illustrer efficacité du résultat obtenu.
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